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PREFACIO 


Tras la publicación en castellano de la obra de К. A. Ríbnikov 
«Ли з сотріпа(огіо», la editorial «Mir» presenta ahora la versión 
española de «Análisis combinatorio. Problemas y ejercicios». El 
colectivo de antores de este libro (incluso el autor del Profacio) so ha 
formado en el transcurso del trabajo conjunto en la facultad mecá- 
nico-matemática de la Universidad Estatal de Moscú М. У. Lomonó- 
sov, en la que so lleva a cabo una iniciativa importante de prepara- 
ción de cuadros y do desarrollo de investigaciones científicas en 
el campo do la matemática discreta. 

El contenido de ambos libros está estrechamente ligado entre sí 
y obedeco a un objetivo común: ayudar al lector a asimilar tanto 
los hábitos de investigación de los problemas teóricos del análisis 
combinatorio, como la técnica de resolución de los problemas com- 
binatorios. La experiencia enseña que el uso de estos libros hace más 
amplia la erudición teórica y eleva la importancia de la proparación 
práctica de los matemáticos jóvenes. 

En la edición rusa hicieron su aportación el doctor D. Katona 
(RP de Hungría) y У. N. Luzguín (URSS) quienes participaron en 
la preparación del capítulo VI y del $ 5 del capitulo 1V, respectiva- 
mente, lo que influyó positivamente en el contenido de éstos. 

Especialmente рага la versión española К. A. Ríbnikov, А. М. Re- 
viakin y В. S. Stechkin prepararon dos capítulos nuevos: «Análisis 
combinatorio en los conjuntos parcialmente ordenados» у «Matroi- 
des», como también un nuevo párrafo, «Problemas extremales sobre 
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la partición de los números» del capítulo VI. Han sido minuciosa- 
mente rovisados los textos de los problemas, las resoluciones y las 
indicaciones. А nuestro parecer esto nos permitió tomar en conside- 
ración, en sumo grado, los avances ulterioros del análisis combina- 
torio. 


Moscil, 1988 К. A. Ríbnikov 


Capitulo 1 


ESQUEMAS COMBINATORIOS 


Tatroduzcamos las siguientes designaciones: 

n-conjunto será un conjunto de » elementos distintos; 

(n)-conjunto será un conjunto que contiene elementos de л tipos 
diforentes (se supone, si no se especifica de antemano, que el número 
de elementos de cada tipo cs suficientemente grande); 

r-muestra de cierto conjunto será una totalidad de г elementos (no 
forzosamente diferentes para el (n)-conjunto) de dicho conjunto. 

El número de r-muestras de un n-conjunto (r-combinaciones) será: 


n e { 0, si г< 0, ó bien O<n<r; 
9 | ы а), si п;>г;>0. 
El número de r-muestras ordenadas de un n-conjunto (r-permutacio- 
nes) será: 
Ар= тип —r)!, »n>r>0. 
El número do r-muestras de un (п)-солјшцо (combinaciones con repe- 
tición) será: 
Cim = Са. 
El número de r-muestras ordenadas de un (n)-conjunto es igual a 
Mmm n. 

El número de r-permutaciones de un n-conjunto (n-sustituciones), 
cada una de las cuales contieno А, cielos de longitud 1, К, ciclos de 


longitud 2, etc., k, ciclos do longitud n (У) ik; = т) será: 
= 


Раб, woen В) a 


Pata пак ракъ" 


El número de permutaciones de un (%)-comjunto que contiene п, 
elementos del primer tipo, л, elementos del segundo tipo, etc., ny 
A 


elementos del k-ésimo tipo Dm = n), es igual a 


Р Фф, 
(en particular, Р (r, n — r) = Ch). 


«ЭМ 


$ 1. Relaciones combinatorias 
1.1. Demuéstrense, por medio de Jos razonamientos combina- 


torios (es decir, empleando solamente ciertos números de combina- 
ciones), Jas idontidados: 


a) Сп Cai Cil, п>0; 
b) Сп= Сп + Chad... 


1.2. Demuéstrese la identidad 


С) а. MÍ 


m 
Chm 23 Cigar т. пр>0. 
© 


1.3. Demuéstrese, para cualquier т = 0, 1, 2, ..., п, la iden- 
tidad 


a 
= СС". 
ке» 
1.4. Domuéstrenso las identidades 
n 
a) D Сї=2", n>0; 
Г 
b) Y АСА = п2"-:; 
© 
n 
с) Y KCh =n (n41) 2-2, 
h=0 


1.5. Demuéstrese, con ayuda de los razonamientos combinato- 
rios, la identidad 


г 
È ст уч. 
2, 


4.6; Demuéstrese la identidad 


nt n 
3 г: 


donde Ja sumación se cxliende а todas las particiones ordenadas de n 
en ү sumandos: n = n, + - + па, ni > 0 son números enteros. 
1.7. a) Demuéstreso la “identidad 


5 n CACR Cat=C7, 
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а 
donde п= Ў т, los números ту son arbitrarios, у In sumación se 
extiende а todos los juegos do números my, ..., т, tales que 
теў, m, О< т<. 

b) Domuéstrese que 


Ст, AA A 


1 = Chim- 


2, A 
п= У, m=m +... My, 
a 


donde la sumación se realiza respecto de los juegos (My, ..., та). 
4.8. Demnéstrese que 


Е =. n>1, 0<r<n. 
1.9. Demuéstrese que 
М 
CE] 2 
2 т, ">!. 


m 
1.10. Demuéstrese que 


CEL падан 
RANA "Pt 


т.т 


z+ 
1.11. Demuéstrese la identidad 


1.12. Demnéstreso que 
{л/21 Ph 
a Y нн Ы, 
io 
E 4-0)" 4-00 0)" 
у У сшшт- ы LEER 
izo 
1.13. Demuéstrese para cualquier p=0, 1, ..., п la identidad 


У) Саб н-„-кл = Ci met 


1.14. Demuéstrese la identidad 


т da 
y 


а = 


1.15. Demuéstrese la identidad 


Сн РД, A Йй, й— 


=k.. m kat 1), 


donde la sumación viene extendida a todas las soluciones en- 
toras no negativas de la ccuación 


kı -2k +... + mkm = m. 
1.16. Supongamos que рага п, г >O enteros so tiene: СС, == 


= (—{) Ch+r-i. Demuéstrese que para cualquier r natural y n 
entero se verifica la igualdad 


Ch 


§ 2. Muestras y ordenaciones 


1,17, n hombres (п 2> 2) se encuentran sentados a una mesa 
redonda. Convengamos en considerar coincidentes dos disposiciones 
respecto a los sitios, siempre que cada hombre tenga los mismos 
vecinos en ambos casos. ¿Cuántos son los modos de sentarse a la 
mesa? 

1.18. ¿Mediante cuántos métodos puoden sentarse а una mesa 
redonda п hombres у n mujeres de tal modo que de cada dos personas 
Че un mismo sexo ninguna esté sontada al lado de otra? : 

1.19. Do una baraja que contiene 52 cartas se sacaron 10. ¿En 
cuántos casos entro las cartas sacados habr: 

a) por lo menos un as; b) exactamente un as; с) no menos de 
dos ases; d) exactamente dos ases? 

1.20. ¿Mediante cuántos proced: 
tres pares de z ajedrocistas? 

1.21. ¿Cuántas funciones con valores on un conjunto de'm ele- 
mentos pueden construirse, si las funciones citadas dependen de т 
variables ду, ..., Zn, donde z; puede tomar uno de k; valores? 


1.22, ¿Cuántos divisores tiene el número q = рї'р2? ... ри”, 
donde p; son diferentes números primos distintos de la unidad y с; 
son ciertos números naturales? ¿A qué es igual la suma de los divi- 
sores? 

1.23. ¿Cuántas permutaciones pueden componerse de п ctemen- 
tos, еп Јаз cuales los m elementos dados no se disponen juntos en 
cualquier orden? 

1.24. ¿Cuántos son los números desde 0 hasta 10“, en los cuales 
no figuran cifras iguales sucesivas? 
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ntos ғо pueden componer 


1.25. ¿Mediante cuántos métodos se pueden escoger (5 carlas de 
una baroja, que contiene 52 cartas, de tal modo. que entre las cartas 
sacadas se encuentren cartas de cada palo? 

1.26. ¿Cuántos son los números naturales de n cifras en los gue 
éstas se disponen en orden no decreciente? 

1.27. 1) Hálleso ol número de métodos que permiten repartir л 
bolas diferentes entre m urnas distintas? 

1.28. ¿Cuántos son. los métodos que permiten colocar n- bolas 
igualos еп т urnas diferentes? 

1.29. ¿Mediante cuántos métodos pueden colocarso п bolas igua- 
les en m urnas diferentes, observándose las siguientes condiciones: 

a) no hay urnas vacías; 

b) en la segunda urna hay Ж bolas; 

с) on las primeras s urnas hay ау, а,, ..., а, bolas, respectiva- 
mente (a, +4, + +4, < п); 

d) on la ¿-ésima urna se encnentran no menos de а, holas ( = 
= 1, 2,.... т)? : 

1.30. ¿Cuántos son los métodos que.permiten colocar еп т urnas 
diforentes n, bolas blancas, п, bolas nogros y ny bolas azules? 

1.31. Hállese el número de métodos de distribución de n holas 
iguales entre а) dos urnas, b): tres. urnas, с) i urnas, todas ellas in- 
distinguibles. Obténgase la relación recurrente para ol caso с), 

1.32,, ¿Cuántos son los métodos para colocar n = m, + п, р... 
+ + + -+ лд diferentes bolas on К urnas distintas de: Lal modo que on 
la primera urna caigan n, bolas, en la segunda k,y-ote., en la k-ósima 
urna, л bolas? 

1.33. Hálleso ol número de métodos de colocación de п holas 
diferentes en т urnas de tal modo que m, urnas contengan рү bolas 
cada una; ту urnas, ру bolas, etc., my urnas, pa bolas (т = m, +... 

++ тд, п == түрү 4... + Mapa), si 

a) las urnas son diferentes; 

b) las urnas, en las que están contenidas ип número igual de 
bolas, son indistinguibles. 

1.34. a) ¿Cuántos son los números de л cifras, en los cuales la 
suma de las cifras es igual а К, donde < 9 (la primera cifra es 
distinta de cero)? 

b) El mismo problema, pero para los números de 0 a 10”. 

1.35. ¿Guántos números de cinco cilras pueden componerse, 
empleando las cifras del número 75 226 522? 

1.36. ¿Cuántas sucesiones de longitud n + m pueden componerse 
a partir do л ceros у m unidades, en cuya notación el número total 
de pares 01 y 10 sería igual a: а) 2r — 1; b) 2r? 

1.37. Hállese ol número S tal que entro los números del primer 
Millar haya exactamente-10 números, en cada uno de los cuales la 
suma de las cifras sea igual a 5. 


3) En los problemas 1,27—1,33 la capacid 
ilimitada. 


d de las urnas se considera 
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1.38. ¿Cuál es la probabilidad de que, al comprar un billete de 
lotería deportiva, puedan adivinarse: 

а) k números (k = 1, 2, ..., 6) de 49; 

b) por lo menos К números? 

1.39. LOTERÍA СЕМОУЕЅА. Los participantes de esta lotería 
compran billetes, en los cuales figuran los números del 41 al 90. 
Algunos billetes tienen a la vez 2, 3, 4 ó 5 números. En el día de 
sorteo se escogen al azar 5 fichas con los números del 1 al 90. Ganan 
aquellos participantes en los billetes de los cuales todos los números 
resultan ser entre los elegidos. ¿Cuál es la probabilidad de ganar el 
premio en el caso de un billete comprado con un número? ¿Con k 
números (1 < k < 5)? 

1.40. Se analizan todas las sucesiones de longitud п de los nů- 
meros 0, 4, ..., k. ¿Cuántas son las sucesiones entro ellas que con- 
tienen un húmero par de ceros? 

1.41. Para ingresar en un centro de enseñanza superior 
cesario dar cuatro exámenes. Se supone que para el ingreso es sufi- 
ciente adquirir 17 puntos. ¿Do cuántas formas el que ingresa puedo 
dar los exámenes acumulando no menos de 17 puntos y no sacando 
ni un solo dos? 

1.42. En un portamonedas hay nedas de 1, 2, 5, 10, 45, 
20 y 50 kopeks de valor, a razón de una moneda de cada valor. ¿De 
cuántos modos se puede pagar, empleando dichas monedas, por uma 
compra de 73 kopeks de valor? 

1.43. Por el envío de un impreso hay que pagar 18 kopeks. ¿Do 
cuántos modos puede pagarse el envío con sellos de 4, 6 y 10 kopeks 
de valor, si dos modos que se diferencian en el orden de los sellos se 
consideran distintos? 


$ 3. Particiones 


1,44, Dese la explicación de las siguientes igualdades: 
a) Y (ат) Y Aln)", 
ES 


donde А (п) es el número de representaciones de л en forma de la suma 
no ordenada de los sumandos enteros positivos desiguales; 


b) Í, 42") 1-6 i, A(n, т) 2"2", 


donde А (п, т) es el número de representaciones de л en forma de 
la suma no ordenada de m sumandos enteros positivos desigunles; 


o TI =1+) p(z", 


те! nei 
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donde р (2) es el número de representaciones no ordenadas de т 
on forma de la suma de sumandos enteros positivos iguales o des- 
iguales; 


d) | qmi D н тул”, 


m1 n mat 


donde p (п, m) es el número de representaciones no ordonadas de т 
en forma de la suma de m sumandos enteros positivos, iguales o des- 
iguales; 

+30, 


o Dare) 


donde v (n) es el número de representaciones de n en forma do Ја 
suma no ordenada de sumandos impares positivos desiguales; 


D Пт оз”, 


“=! ЕП] 
donde р (п) es el número de ropresentaciones de п en forma do la 


suma no ordenada de sumandos impares positivos iguales o desigua- 
les; 


1 
8) a 


=14+ Y 097", 


donde am (п) es el número de particiones ordenadas о la cantidad 
de representaciones de п en forma de la suma ordenada de no más de m 
sumandos enteros no negativos iguales o desiguales, o bien el nú- 
mero de soluciones de la ecuación п = з, +2, +... pim 
donde тү >> 0 son los números enteros, í = f, ..., т; 


E a 
h) П Ел S14) ol E E aS 


donde о (ту, .. ., пъ, п) es el número de soluciones de la ecuación 
п = ma +... лыы y 21220 son los números enteros; 


ì) GEY -3 olm, nz, 


n=m 


donde с (т, п) es el número de particiones ordenadas de п en т 
sumandos enteros positivos iguales o desiguales, o bien el número 
de soluciones de la ecuación п = х, +=, +... +F%m Y 222 1 
son números enteros. 
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1.45. Demuéstrese que el número de particiones ordenadas del 
número л en k sumandos naturales, es decir, el número de soluciones 
de la ecuación 

п=хш +... +, 2>0 i=l, s.n k, 


es igual a 


Ti =0(k, п). 


mientras que el número total de particiones ordenadas de n en suman- 
dos cs igual a 2, 

1.46. Denolemos con À (л) el número de particiones по ordena- 
das de п on diferentes sumandos, y соп р (л), el número de particio- 
nes no ordenadas de л en sumandos impares (iguales o desiguales). 
Demuéstrese que А (п) = р (п). 

1.47. Los números wp = (30° — k)/2 (К = 0, 1, +2, ...) 
se denominan pentagonales. Domuéstreso la siguionto afirmación 
(teorema de Euler—Legendre): la diforoncia entro о} número do repre- 
sentaciones no ordenadas de un número-natural dado n en forma de 
la suma do números par e impar de los sumandos desigualos es igual 
a cero, зі л es ol número no pentagonal, y a (—1)”, si n es el número 
pentagonal ш. 

1.48. Demuéstrese la siguiente afirmación: para todo n >> 0 
se tiene 


Ў (воно gh 


п = 0, 
ho: oy En Y 


donde S (л) es la'suma do divisores dol'número natural п; la suma 
en el primer miembro se toma respecto de tolo los números /с 2: 0, 
ба a 

рага los cuales wa <n, y el símbolo { (70% *) denota O para n 

distinto do un número pentagonal, y (—1)$“in, para n = ws. 
1.49. Dosignomos y (n), el número de representaciones no orde- 

nadas de un número natural л, como la suma de números naturales 

ígualos o desiguales? Demuéstrese que 


D VE w)=0, 
к: 
donde шь = (302 — 0/2 (к = 
pentagonales, p (0) = 1. 

1.50. Sean f (п) y Ё (п) unas funciones de números enteros y sn- 
pongamos que 


3-1, 32, ...) son los números 


У (= 1) 0 — тоқ) = Е (1). 
БЕ 7 


donde № > 0 es un número entero prefijado. Demuéstrese la fórmula 
de inversión 


(0= E El) FM, 
оасһеп/л. 


donde р (k) es Ја cantidad de particiones del número # en sumandos 
iguales o desiguales (análogo de la función de Moebius  (n)). 

1.51. Sea À (n) el número de particiones de л оп sumandos desi- 
guales, A (0) = 1. Domuéstrense las igualdades: 


(17, п = 205, 
1А (n= w) = 
ha к a нс) { 0, ná lus, 


b) хо 22. 


1.52. Sea v (п) el número de particiones de п en una suma do 
sumandos positivos imparos desiguales (у (0) == 1). Demuéstrense 
las desigualdades: 


y Y (1 n-20) ps жак 
h: opan j 
» v= Y (0 н (ча). 
s: шкчл 


1.53. Hállese el número de soluciones no ordenadas do la осиа- 
ción z; -+ z, +... +%p = т, si todas las incógnitas satisfacen 
la йч О<?<хучп. 

‚ ¿En cuántas partes puede dividirso Ja superficie do una 
esfera mediante los planos que pasan por el centro de ella, a condición 
de que cualesquiera tres planos no pasan por un mismo diámetro? 

1.55. Hállese el número de todos los polígonos convexos de k 
lados do cuyos vértices sirven k de л vértices del polígono convexo 
de п lados, con la particularidad de que dos vértices adyacentes han 
Че estar separados al menos рог s vértices del polígono de л lados. 

1.56, ¿De cuántos modos puede dividirso un polígono convexo 
de (п +2) lados en triángulos mediante las diagonales que по se 
intersecan оп el interior del polígono? 

1.57. ¿En cuántas partos dividen un plano п rectas que se inter- 
secan, si cualesquiera tres de ellas no se cortan en un mismo punto? 

1.58. En un plano están trazadas п rectas, Se denominará multi- 
plicidad de un punto al número de rectas que pasan por el punto 
citado. Están prefijados los números: К, que representa el número 
de vértices de multiplicidad dos, Ёз que expresa el número de vérti- 
ces de multiplicidad tres, etc., le, que expresa el número de vértices 
de multiplicidad п. Hállese el número de paros de rectas paralelas. 
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1.59. En un plano están trazadas n rectas. Están profijados los 
números: k, que expresa el número de vértices de multiplicidad dos, 
k, que expresa el número do vértices de multiplicidad tros, ete., 
kn que expresa ol número de vértices de multiplicidad п. ¿En cuántas 
partes dividen el plano dichas rectas? 

1.60. ¿En cuántas partes dividen un espacio п planos, de los 
cuales cualesquiera cuatro de ellos no pasan por un mismo punto, 
cualesquiera tres no pasan por una misma recta y cualesquiera dos 
ho son paralelos, y cualesquiera tres planos tienen un punto común? 

1.61. Por un punto А en un espacio pasan le planos, con la parti- 
cularidad de que de tros de ellos ninguno pasa por una misma recta. 
¿En cuántas partes los planos dividen el ospacio? 

1.62. En un espacio están trazados п planos. Se sabe: l, es el 
número de rectas do intersección de dos planos exactamente; ly 
es el número de rectas de intersección de tres planos exactamente, 
etc., ln es el número do rectos de intersección de п planos exacta- 
mento. Hállese el número de pares de planos paralelos. 

1:63. ¿En cuántas partes dividen nn espacio n planos, si do tros 
de ellos ninguno pasa por una misma recta, de dos, ninguno es para- 
lolo y k, es el número de puntos «le intersección de Lres planos, К, 
es ol número de puntos de intersccción de cuatro planos, cte., y kn 
es el número de puntos de: intersección de n planos. 


$ 4. Problemas mixtos 


1.64. Demuéstrese que los números que siguen más abajo son 
enteros: 


[CATIA (в, a (ш (CA (2)! 
Ami 0 © ртт: D руат? 9) FNT 


1.65, ¿Cuántos son los pares diferentes de números enteros теу 
desde 1 hasta 1000, para los cuales (т? -+ y?)/49 es un número entero. 
(Los pares (2, y) y (y, 2) se consideran iguales.) 

1,66: Partiendo de los números del 1 al п han sido compuestos 
toda clase de productos, que constan de k diferentes factores (k está 
fijado). ¿Cuántos prođuctos obtenidos se dividen рог un número 
primo рп? 

1.67. Teniendo por condición de que do tres diagonales del poli- 
gono conexo de л lados (т > 5) ninguna se interseca en un punto, 
hálleso el número de segmentos en los cuales se dividen las diagonales 
mediante los puntos de intersección. 

1.68. Se dan cinco puntos en un plano. Entre las rectas que unen 
dichos puntos no hay paralelas, perpendiculares y coincidentes. Por 
cada punto trazamos perpendiculares a todas las rectas que pueden 
construirse uniendo dos a dos los cuatro puntos restantes. ¿Cuál 
es el número máximo de puntos de intersección de las perpendiculares 
citadas entre sí sin tomar en consideración los cinco puntos dados? 
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1.69. En una circunferencia están dados n puntos y están trazo- 
das toda clase de cuerdas que unen los puntos mencionados. Se sabe 
que de tres de las cuerdas trazadas ninguna se interseca en nn punto. 
¿En cuántas partes se divide ol círculo? 

1.70. En el campeonato de fútbol de un país participan 20 equi 
pos. ¿Cuál es el número mínimo de partidos que deben jugarse, para 
quo entre cualesquiera tres equipos haya dos que ya hayan jugado 
entre sí? 

1.71. En un tablero de ajedrez están colocadas de un modo arbi- 
trario dos torres (negra y blanca). ¿Qué es lo más probablo; que 
dichas torres pueden comerse una a la otra o que no puedan? 

1.72, Un tablero de ajedrez de 6 х б de dimensión está cubierto 
con 18 fichas de dominó de 2 х 1 do dimensión (de tal modo que 
cada ficha cubre dos casillas). Demnéstrese que, cualquiera que sea 
la forma en que las fichas cubren el tablero, éste puede ser cortado 
en dos partes horizontal о verticalmente sin perjudicar ni а una 
sola ficha de dominó. 

1.73. Las cosillas (escaques) de ип tablero de ajedrez están enu- 
meradas por orden con los números del 1 al 64: la primera fila hori- 
zontal con los números del 1 al 8 de izquierda a derecha; la segunda 
fila horizontal, con los números del 9 al 16 de izquierda a derecha, 
ete. En el tablero están colocadas 8 torres de tal modo que по se cap- 
ten та a la otra. ¿Qué valor puede tomar la suma de números do los 
escaques en los cuales están colocadas las torres? 

1.74. En cada escaque de un tablero de ajedrez de dimensión 
п X п se ha puesto un número que indica la cantidad de rectángulos 
que contienen dicho escaque. ¿A qué es igual la suma de Lodos los 
Números escritos? 

1.75. Demuéstreso que do cualesquiera cinco hongos que crecen 
оп un bosque y que no están dispuestos en una recta, siempre hay 
cuatro hongos tales que sirven de vértices de un cuadrilátero con- 
vex 


1.76. En la ciudad N vive un hombre que cada dia realiza un 
paseo y cubre un camino de longitud п. La distancia entre los cruces 


м А 


» ésima fila 
СИ y > de cruces 
s б... 2 1 о 


ки. 14. 
vecinos es igual a 1 (fig. 1.1). El hombre пппса se mueve en dirección 


del noroeste o del nordeste. cada cruce él dobla, o bien al sudeste 
o bien al sudoeste, con una probabilidad igual a 1/2. Si el camino 
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comienza еп el punto A, entonces ¿cuál ев la probabilidad do que el 
hombre Jlogue al final del pasco al k-ésimo cruce de la n-ésima fila? 

1.77. Demuéstreso que la probabilidad de caer on los cruces 
pares до Ја n-ésima fila es igual a la probabilidad de caer en los cruces 
impares de la n-ésima fila (véase el dibujo del problema anterior). 
¿Qué propiedad de las combinaciones С" ве deduce de lo descrito? 

1.78. En la ecuación az = b los parametros a y b se eligen al 
azar de los segmentos 1<a<m, 1 < 0 < п, respectivamente. 
¿Cuál es la probabilidad do que la raíz de esta ecuación sea superior 
a 1, a condición de que т, п, а, b son todos números naturales? 

1.79. (т, n) es un punto de coordenadas enteras no negativas 
т y п. Hállese el número de diferentes caminos de longitud m -} n 
que llevan desde el origen do coordenadas al punto (т, п) y que 
están compuestos de segmentos paralelos a los ojes de coordonadas, 
a condición de que de extremos de dichos segmentos sirven los puntos 
соп coordenadas de números enteros. 

1.80. En un papel cuadriculado está dibujado el rectángulo 
ABCD cuyos lados yacen en la línea de un retículo, con la particu- 
laridad de que AD ез le veces mayor que AB (k cs un entero). So 
examinan toda clase de caminos que pasan por las Jíneas del roti- 
culo y que son los más cortos entre И y С. Domuéstrose que entre 
los caminos que se consideran hay en Æ veces más aquellos, donde 
el primer eslabón yace en ÁD, que aquellos dondo el primer eslabón 
yace en AB (fig. 1.2). 


al + 


о, 


Fig. 1.2.* Fig. 1.3. 


1.81. En la encrucijada A un automovilista rompió el vidrio 
del faro izquierdo y debe ahora divigirse por el camino más corto al 
taller de reparación 8, evitando en dicho camino сі punto A 
(fig. 1.3). ¿Cuántos métodos existen para la elección de la ruta? 

1.82. En un plano se han elegido 9 puntos dispuestos en forma 
del cuadrado 3 х 3. ¿Cuántos son los triángulos en los que un vér- 
tice se encuentra en о] punto fijo А, y los otros dos, en los 8 puntos 
restantes? 

1.83, Cierta comisión se reunía 40 veces. Cada vez en las sesiones 
estaban presentes 10 hombres, con la particularidad de que cuales- 
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quiera dos de los miembros de la comisión no presenciaban juntos 
Јаз sosiones más que una vez. Demuéstrese que el número de miem- 
bros do la comisión es superior a 60. 

1.84. En una oficina hay 25 empleados. Demuéstrese que do 
dichos empleados no pueden formarse más de 30 comisiones de 5 рег- 
sonas en cada una de tal modo que ningún par de comisiones tenga 
más de un miembro común. 

1.85. Después do la presentación de 20 deportistas de patinaje 
artístico cada uno de 9 jueces distribuye según su propio parecer los 
puestos desde el 1 hasta el 20. Resultó que los puestos de cada depor- 
tista atribuidos a él por los distintos jueces difieren en no más do 3, 
Calculemos las sumas de los puestos obtenidos por cada deportista 
y dispongámoslas en orden de crecimiento: C, < Ca S ... < С. 
¿Qué valor máximo puede toner Cy? 

1.86. La distancia de A a Л es de 999 km. А lo largo del camino 
están instalados postes en los cnales la distancia entro A у /3 зе 
marca de la man siguiente 


[o] own]. [1] ws]. [2 


¿Cuántos son los postes. en los cuales hay solamente dos cifras 
diforentes? 

1.87. Imaginémonos un juego entre dos hombres. Sin ver el 
húmero de un coche que se aproxima el primero de ellos stoma 
рага sís dos cualesquiera cifras del número (por ejemplo, la primera 
y la tercera, o bien la segunda y la cuarta), dejando las otras dos 
cifras para el segundo jugador; cuando se detecta el número, ambos 
jugadores suman sus cifras y gana aquel de ellos cuya suma do las 
cifras da un mayor número de unidades (o en ella es mayor la última 
ifra). ¿Entro los números del 000! al 9999 cuántos son tales que el 
juego termina сол un empate independientemente de la elección del 
primer jugador? 

1.88. Para pintar una cara de un cubo hacen falta 5 segundos. 
¿Cnál es el tiempo mínimo en el transcurso del cual 3 hombres pueden 
pintar 188 cubos? (Se supone que dos hombres no pueden pintar 
simultáneamente un cubo). 

1.89. En un campeonato gimnástico dos equipos contaban con 
un número igual de participantes. En total la suma general do tantos 
obtenidos por todos los participantes era igual a 156, ¿Cuál fue el 
número dle participante: cada uno de ellos obtuvo notas sólo de 
8 y 9 tantos. 

1.90. Se tienen 9 palos de diferente longitud desde 1 hasta 9 cm. 
¿De cuántos métodos y соп qué lados pueden formarse cuadrados, 
haciendo uso de dichos palos? (No es obligatorio que se usen todos los 
palos; los métodos de formación de un cuadrado se consideran dife- 
rentes, si se emplean palos distintos.) 

1.91. Un grupo de 41 estudiantes aprobó los exámenes de tres 
disciplinas. Las calificaciones posibles son: 5, 4 y 3. Demuéstrese 
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que por lo menos cinco estudiantes aprobaron los exámenes соп cali- 
ficaciones iguales. 

1.92. Conservando las condiciones del problema antecedente 
hállese la probabilidad de que en el grupo no resulten 8 estudiantes 
que hayan aprobado los exámenes con calificaciones iguales. 

1.93. ¿Qué números hay más entro ol primer millón: aquellos 
en cuya nolación se encuentra 1, o aquellos en cuya notación la 
unidad no está contenida? 

1.94. Escribamos una oración: “Cuatro caminantes cansados y 
tácitos estuvieron esperando durante mucho tiempo а quo cesara la 
tormenta que se desató Lan súbitamente”. Vamos a tachar las pala- 
bras en esta oración de una manera tal que se obtenga cada vez, 
como resultado, una oración correcta (por ejemplo, no se puede tachar 
la palabra “cuatro”, pero sí podemos eliminar la palabra “cansados”). 
Se permite tachar las palabras en cualquier orden una tras otra. ¿De 
cuántos modos se puedo llegar a una oración, do Ја cual no se podrá 
tachar ya ninguna palabra? 

1.95. Demuéstreso que si una partida de ajedrez se dosarrolla 
llegando a un número infinito de jugadas, entonces por lo menos 
una posición se repetirá un número infinito de veces. Demuéstreso 
que existe una sucesión de jugadas de longitud tan grande como se 
quiera, la cual se repetirá un número infinito de veces. 

1.96. Un tal A sabe Х.У (se conoce que X + У < 100; X, Y >1 
son números enteros) y un tal B sabe X 4- Y. Entre A y B tiene lugar 
el diogálo siguiente: 


А: no conozco Хе Y, 

В: osto yo lo sabía, 

A: entonces conozco X e Y, 

В: en tal caso también yo conozco X e Y. 


Hállense los números X e Y. 

1.97. Demuéstrese que en cada fracción decimal infinita existe 
una sucesión de signos decimales de longitud arbitraria, la cual en 
el desarrollo de la fracción se encuentra un número infinilo de veces. 

1.98. Demuéstrese,que en el desarrollo del número п!) en factores 
primos un número primo p figura con el exponente 


a = 1а/р) + In/pl + Inip +... 


(los corchetes denotan la parte entera del número). 

1.99. ¿Cuántos ceros tiene al final el número 311! en la notación 
decimal? 

1.100. Supongamos quo n-números, 1, 2, ..., п están dispues- 
tos uno tras otro en círculo. Desplazándonos por el circulo, tachamos 
cada segundo número. Hállese el último número NV no tachado. De- 
muéstrese que 


М = 2п – 20982 "+14 1, 


CAPÍTULO Н 


METODO DE FUNCIONES GENERATRICES 


Se denomina función generatriz, o función generalriz ordinaria, 
de una sucesión do números Ga, а, +. ., Gn, +. . a una seric formal 


A () =a Hat 4 о? 4... PT A 


donde £ es una variable formal. En este сизо escribiremos a, = 
=Coofjn (А (0). Рог definici dos funciones generalrices 


Aye Y ast"; BUE © һы" 
= „= 


ba рага п = 0, 1, 2,... Para las funciones 
se introduce el álgebra de las serios formales 
con operaciones de adición, 


ción. En particular, una función generatriz А (t) = Y а," оз, por 
— 
definición, wn producto de las funciones generatrices 


в()= У bt", C= Ў сы", 
sico — 


cuando у sólo cuando, para cualquier n =0,1,2,.. 
an= Y brenan 
КЕ 


Una sucesión de números ay, с, .. 
convolución de sucesiones bp, bi - 
si A (0) = B (9) C (9. 
Se llama función generalriz exponencial de la sucesión ag, аз, . ++ 
апу +. а nna serie 


lleva el nombro de 
Co, с, 


DETEN 


t m 
Е@=а+а irt- anr 


dondo, al igual que en ol caso anterior, £ es una variablo formal, 
Aquí, an = Согуп (E (1)). En ol álgebra de funciones generatrices 
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exponenciales el producto Е ()= У, ay de funciones genera- 
Ao 
trices exponenciales Р () = У) d, E y CH= У! Cn so define, 
0 эло 
a diferencia del álgebra "de Cauchy, рог Ja igualdad a, = 
Э 


= D) Ссл, 1=0, 1, 2, ... 

hmo 

Observemos que si por £ entendemos una variablo compleja, 
entonces, para £ inferior al radio de convergencia de la serio corres- 
pondiente, la función generatriz será analítica. Con este motivo surge 
un problema recíproco: hallar los cocficientes de un desarrollo po- 
tencial según la función analítica. 


$ 1, Funciones generatrices: propiedades y operaciones 


Hállense las funciones generatrices de las siguientes sucesiones: 
Ж] toga [ie n=0, A 
dd 0, n>N. 

п+1, п=0,1,...‚ N, 
22.10 | 0, п>. 

(+1) 6+2), n=0, 1, ..., Ni, 
25 109=| 0 п>}, 
2.4. J (n) = 1, n=0,1, 2, Я 
2.5. у (п) =a", n = 0, 1, 2, ... 
2.6. J (n) = an, п = 0, 1, 2, ... 
2.7. ] (n) = т, n = 0, 1, 2, 
2.8. } (n) = п^, п = 0, 1, 2, . 
2.9. f (п) = ла", n = 0, 1, 2, 
2.40. f(n) = С рма", n=0, 1, 2, ... 
2.41. у (п) ве САМ зат, net, 2, ... 
0, пһ=0, 
Фп, n=4, 2, a 
0, n=0, 
ай п=4, 2, ... 
O, лез раг, 
аһ], n es impar. 


2.12. t=] 
2.13. го | 


2.14. о) { 


0, п es impar, 


2.15. мю | а/п, п es par. 


2.46. / (п) = sen an, n =0, 1, 2, ... 

2.47. f (п) = cosan, n = 0, 1, 2, .. 

Hálleso la función genoratriz de la sue 

función generatriz de la sucesión j (п), si 
n=0, 

2.18. rol ахай}. кей Юй 
2.19. Р (п) =] (п + 1), n =0, 1, 2 
2.20. Р (п) = f (п + k), п = 0, 1, 2, 
2.21. F (п) = a”f (п), n = 0, 1, 2, 
2.22. E (p) = т (п), n=0,1,2... 


2.23. Р(п) = Ў 10), п=0, 1, 2, 


F (п) а través de lo 


таб, э 
lao. nak. 
2.25. F()=/(n+1)— (n), n=0, 1, 2, ... 


2.26, СТС D E 


2.21. F 


Hállese la función gencratriz exponencial F* (г) de la sucesión 
Е (п) expresada a través de /* (2): 


0, n=0, 
2.27, Р(л)= | аса), 2 
2.28. Е(п) = 1024-1), n=0, 1, 2, 
2.29. Е (п) =пј (п), n=0, 1, 2, 
2.30. Е (п) =а" (п), n=0, 1, 2, ... 
0, п=:0, 1, 2, ..., Ё—1%, 
2.31. ғо к= aci 
2.32. P(n)=f(n+1)—J(), n=0, 1, 2 


2.33. F=2 СЫ) 80). 
2.34. Р) = D ar ВОО fo em): 


2.35. ¿Cómo son las sucesiones a las cuales corresponden las 
funciones generatrices 


A rr 


2.36. Sea A () = ао Haz +... аа" +... una función 
generatríz corriente y sea © una raíz primitiva de n-ésima potencia 
de 1, a = exp (2mi/n), donde i es la unidad imaginaria. 
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Dividamos А (2) en п secciones, de las cuales la k-ésima será 
AW (9) = ам" d anina" 0, Ln 4 (21) 
(método de división en secciones de Morgan). Muéstrese que 


а S 4 
Аў" (=> + 2 Aa. (2.2) 
pan 
2,37. Sean шү, л, ..., Za Mas variables. Muéstreso que 


(+22) Иза)... (14-212) 
SFE e MADERO (E. oeer д) 284. AO +. а) 2, 


donde Gm (zo 


жыл уу Zi (=, 


imch 
2. ..., k) os la m-é trica elemental. En particu- 


lar, si 
c(h) 


es el número de combinaciones de А según m, entonces 


A ерле 


i 
= аа Y Cat, (2.3) 


donde C} = 1. 


2.38. Demuéstronse las siguientes propiedades de las сотріпа- 
ciones: 


а) С == ССКА, п 
condiciones iniciales воп: С 


») Ў, буе? 


se ngi; dos 


9 00 


d) para m=0, 4f ..., п—1 es válida la. identidad de Van 
der Monde 


A $ 
с hac. 


2.39. Sean 
x 
Belte a m= а, 


y 


Om (Zi <- 20) = 2: 
15 <q Ó <p 


Zi Lt, +++ im AMS, 


sumas potenciales y fun 
mente. Demuéstrese que 


nes simétricas elementales, respectiva- 


14 Y (ам. о... л)" 
sa 
=ехр{ =) 80 02). 24) 
ри] 


(La fórmula (2.4) se Пата a veces fórmula de Waring.) Observemos 
que ol primer miembro de (2.4) contiene sólo un número finito de 
sumandos. 
x П 
2.40. Sea = л (п) una partición по ordenada (192%... п) 
del número n, donde k; es el número de partes iguales a i, de 


suerte que ahy +2k34 Аид, (л) ех el númer de partos 
en la partición л, es decir. k()=N kp, y para cada ў==1, 2... 
ГЕП 
Ау) = а (а (А.а (а... 


os una función generatriz de la sucesión а, (а, (0, ..., ак O) oe 
Demuéstreso que 


ï A= Й ne Y ам (0) +. ал, (т) 1 ao (m), (2.5) 
dm j=l n=l мп) теп 


donde У) significa la sumación respecto do todas las particiones 
E) 


dol número л. 
2.41. Sen р, el número ide particiones no ordenadas de n, n31, 


рь = 1. Introduzcamos la función generatriz р(х) = Y) paa". Demués- 
7 
trese que 


r=] r (2.0) 
a 


2.42. Denotemos con pa, a, para т2>1. el número de particio- 
nes de п en k partes; po) = 1. Demuéstrose que 


Ў (Ў ракм) = 1 ав en 
т=0 ReO ql 
2.43. Muéstrose que 
Mae E (изат... o) a" (28) 


2 


2,44, Muéstrese que 


exp( =} = = 5 (= 2 тау 


(2.9) 


2.45. Sea ац, a, cierta sucesión numérica y supongamos que 
ante high ка А мз 
para toda partición л={1!2*... п") del número п se verifica 


1 (а) = аак +... + ankn. 
Demuéstrese que 


8 (е) Deir: (2.40) 


no! лїп) 


donde p (z) cs la función generatriz de las particiones definida en el 
problema 2.41. 
2.46. Demuéstrese la identidad 


Ў 


donde Ја sumación se realiza respecto de todas las particiones n= 


={1"2"... п} del número т tal que А (я) =. 
2.47. Demuéstreso que en las designaciones de los problemas 
2.41 y 2.45 tiene lugar la identidad 


2m= „з „Pu Boas п=1, 2... (2.12) 


(ЧҮ А (2.14) 


2.48. Pruébeso que 
ns 


пра = 2, PrOn=h> (2.13) 


donde o, = 2 а es la suma do divisores v. 
2.49. Demuéstreso que 


ES += D 5 A, 


donde 1(v)= У) 1 es el número de divisores v. 
de 


2.50. Sea о (z) = 0 +0,2 +. 
ción generatriz de los números 0, di 
Demuéstrese que 


a) ар (aJ/dz = о (2) p (2) 


+ onz”, 4... una fune 
nidos en el problema 2.48. 
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y que, por consiguiente, 
E 


o) на. с.е, эз ойр, 


п=1 


donde Cn (у, - - ., Ya) ез el índice cíclico del grupo simétrico de 
grado п; en particular, 


а) рь С, Се 


2.51. Scan Æ (z) у F (z) funciones generatrices expononciales de 
las sucesiones Ap, а;, ..., аһ, ... у bo by ‚ bm respectiva- 
mento, donde ay = 0, б, = 1. Demuéstreso que Æ (z) y P (z) satis- 
facen la relación 


F (2) = oxp {E (2), (2.44) 


cuando y sólo cuando para cada n >> 0 se cumplen las igualdades 


ban = D С%ауыб„у (2.15) 
^ 


$ 2. Números especiales y funciones especiales 


2.52. Denominemos (тү, "a - . ., га)-рағіісібп del n-conjunto М 
a un juego ordenado M,, Ma, . . ., Ma de subconjuntos Л tales que 
М.П M, = Ø, siempre que i 4j, у М, UM, 0... UMa = М, 


con la particularidad de que |M, | = т, ..., | Ma | = ra. Los 
números ғ; son no negativos y satistacen la relación гү + ra 4 
‚+. Hra =n. Demuésirese que ol número de (л, ra <. ra) 
-particiones es 
O (Fis Fas o oy Р) = АШИР... ral). 
2.53. Sean ki, ka, ..., Ё, unos números enteros no negativos 
talos que 


ki 9-28, +... Ап, 
Muéstrese que el número de parliciones de un a-conjunto que con- 


tienen k; ¿subconjuntos (i = 1, 2, ...), es 
В LA 
Les апу (шут... YA. ka! 


2.54. Designemos con Pr (ky, ka, .. ., kn) el número de permu- 
taciones (sustituciones) de л símbolos que contienen К, ciclos de 
longitud 1, kz ciclos de longitud 2, cte., de, ciclos de longitud л. 
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Muéstrese que 
а) Palo kn) = (00): (1192 (217 


(о Ту" В, (ko, оа Б) 
y, por consiguiente, 


Й 
d) Pa lns ooa ken) рр. 
kalkal o. kpl 123 l... лл 
2.55. Designemos con B, el número de toda clase de particiones 
de un conjunto compuesto por n œ 1 elementos. Estos números 
llevan el nombre de Bell. Pongamos, además, 3, = 1. Domnéstreso 
que los números de Bell satisfacen la relación recurrente 


Bus (0) B04 (1) ва... (5) В„, 1>0. (2.16) 


2.56. Muéstrese que el número de particiones diferentes de n-con- 
junto (número de Bell) puede escríbirso en la forma 
B,= У A ' 
Po |] фы 


sæi 


donde 1а sumación so roaliza кк de diferentes particiones del 
número n tal qne k, + 25, +... + пк, =n. 

2.57. Examjnemos, рага cada n > 1, un polinomio de » varia- 
bles Yrs уз. Uni 


a) У, (и. Yn 


A +. Ин» 
(2.17) 


donde ki 4 2k, +... пй, = п, y los númoros Bn (kp ... 
cor ык lolis an al problema 2.53. Muéstreso que la fun- 
ción generatriz exponencial de estos polinomios es 


14 DY alo Ya -o Yn) pex (Y и. 27). (248) 
1 


nl те! 


(Estos polinomios llevan el nombre de polinomios de Bell). 


b) Sea (2) = Ў) В, una función generatriz exponencial de 


los números de Bell, definidos en el problema 2.55. Muéstreso que 
B (0) = exp {7 —1). (2.19) 
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2.58. Sen cy =1 y supongamos que para cada п >> 1, Ca (д, 
Ya + +=» Yn) es un polinomio de las variables yy, - . ., Yn de la forma 


A A AA 
“, КЕ) 


donde k, + 2k, + + п, =n, y los números Р, (ky . 
<. Кл) están definidos en el Problema 2.54. Muéstrese que la fun: 
ción generatriz exponencial de los polinomios ĉn (у, . . ., Yn) es 


14D ealt sl че}. 220) 


2.59. Introduzcamos los polinomios de » variables: 


A ®, ба 


n 


(2.22) 


К АГ 


donde ky +k, +. Hkn =k, К +2, +... nky =n, y 
los números Bn (k, ..., kn) están definidos сп el problema 2.53, 
Muéstrese que 


149 Ума с) E exp (e D n} (2:28) 


рат) imi 
y, por consiguiente, 


D, Yra On iir 0) = Yn Wi о Va) (2.24) 


donde У, (у, +» «+ Yn) son polinomios de Bell del problema 2.57, а); 
y, además, muéstreso quo para k > 1 


Ж Yna а [и]. (2.25) 

4 < 

es decir, i 
Yna Wi о. Un) =n! Сов, [7 D ГЕЗИ (2.26) 

a 


2.60. Demuéstrense las siguientes propiedades de los polinomios 
de Bell У, (и... Yn), definidos por la igualdad (2.17): 
a) para п = 0, t, ... tiene lugar una relación recurrente 


Pra= S (ans 
= 


з 


b) У, (суу с, + CU) Y (д, Yas <<< Yndi 
о) gy Ya Uo oo m= (F) Yas Un oido Id 
с, para r=1, 2, ..., (2/51 $ 


СА l 
aa Wo Ya) rar Yen Wo ++ Vari 


с) рага r>([n/5) 
er 
— Y, (Wn ..., Yn)=0; 
ay ' Un) 


d) los polinomios Уһ (у, - + <» Un) satisfacen ol Leoroma do adi- 
ción 


У (1) а 0х 


ко 
. 2а). n=, 2, 


У аа +++ Фа 


Fra (Ej ++» 

Ж 

o) Yan (nt D vaz) Ye 
emi 


2.61. Sea Н un subconjunto de una serie natural Ли (2) = 


А А т 

= 2) F y В,(И), el número de particiones del n-conjumo en 
єн 

partes, cuyas potencias representan precisamento los elementos de Л. 

Entonces, para la función generatriz exponencial de los números 

В, (Н) se verifica la rolación 


Bnlo=1+ Y BUD 


nt 


exp {4н (2). (2.27) 


donde 


в. Ж (2.28) 
Я А 
Заа Ди 
A ка 
у рага los números В, (Н) es válida la relación recurrente 
Br (= D (5) Ван) (2.29) 


эмен 


2.62. Designemos con Sin, k) el número de particiones de un 
n-conjunto en k partes no vacías, n = 1, 2, ...: k= f, s л. 
Pongamos, por definición, S (0, 0) = 1, S (0, т) = 0, si m 0, 


32 


yS (п, k)=0,sin>0ykG (1, 2, .... п}. Los números 5 (а, k) 
зе Патап números de Stirling de 2 género. 
a) Corciórese de que 


Sín, 1)=1, S(a, n)=1, 2 S(n,k)=B(m), п=0,1,..., 
«Zo 


donde B (n) = B, son los númoros de Bell. 
b) Muéstrese que рага los números de Stirling de 2° género se 
verifica la relación recurrente 


S (n, k) = kS (n —1, k) +S (n —1, k—1), п;>1, 


con las condiciones iniciales S (0, 0) = 1, 5 (0, k) = 0, k +0. 
c) Demuéstreso que tiene lugar la representación 


Sin, h= DaT 


donde la sumación so realiza respecto de todos los juegos de números 
enteros positivos т, ..., ra talos que лу ла ena fa = л. 
Demuéstreso que 


5 Ю= y =i 


dash Mba ПЕТТЕ 
donde К, ka +... +К„ =k, ki 4 24, +... nka =n. 


e) Compruébose que 


Su n—09=(3). n>2, 
n-2 


5(а,п—2)= J; (Mi) ("7') пз. 


2.63. Llamemos polinomios de Stirling los siguientes 


1 
р.) = È S Юу, Pa (= Ba 
2, 
у, adomás, pongamos P, (y) = 1. Muéstrese que 
Pa (у) = y 14Р, (у)/ду A- Pai (01 (2.30) 
y que (2.30) os equivalenta a la solución 


De ly = d el Dr- о/а. 0.3) 


2.64. Sea S(x, у) = 2 Р, (u) Ži- vna función generatriz expo- 
Е 
nencial do los polinomios do Stirling. Muéstrese que 
S (z, р) = exp {у (є*— 1). (2.32) 
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2.65. Introduzcamos para cada k=1,2,... las {апоїопоз 
generatrices exponenciales 


ү) = 3 Sí, кут 


no 


(2.33) 


Mnéstrese que 
Ya (2) = (е — 1) Uk), E ET (2.34) 


2.66. Muéstrese que las funciones generatrices Y» (х) del pro- 
blema -2,65 satisfacen la correlación 


dY, (ж)/дх = КҮһ (z) + Yra (0). k=12... (2.35) 
2.67. Demuéstrese la “identidad 
М 
Sín+4, k)= У (2) S(j, ®—1). (2.36) 
jeo 


2.68. Mnéstreso que para los polinomios de Stirling Р, (х) que- 
dan cumplidas las relaciones 


Prsta== 3 (JA, (2.37) 
ло 
ni 
+ Р"(@= 5 ( a Р, (а). (2.38) 
А-0 


2.69, Demuéstrese la identidad 


Ў к" Жы ш «Р, (у), п=0, 1, 2, .. (2.39) 
һо 


donde Р, (х) son polinomios de Stirling definidos en el problema 2.63, 
у, como consecuencia, para los números de Bell, la validez dela 
representación 


LOA 
Bl (2.40) 
2.70. Denméstreso la identidad 
ES (ANO (2.41) 


р 


y е} caso particular: 


Bu =+ 3 ++. (2.42) 
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2.71. Introduzcamos las funciones депега!гїсєз S, (2) = Í tam- 
bién para k = 1, 


St) Ў оид, Ю:". 02.43) 
Es 
Demuéstreso la relación recurrente 
U = к) Sa (д = Sa, (9), (2.44) 


de suerte que 
(02) (122)... (L — ka) Sa (д) =1. (2.45) 


2.72. Demuéstreso para los números de Stirling de 2° género las 
siguientes fórmulas 
. 


Э; (19 (i) y (2.445) 
Й 


Sto, № 


во n- У сн (4 


(2.47) 


2.73. Obténgase para los números de Stirling de 2° género la 
representación 


Si 0 ¿dao (2.48) 


donde 1< LS. <in- А, ез decir, que S (n, А) es 
igual a la suma de los productos de los elementos de las combinacio- 
nes de AR — k con repitición, mas sin permutaciones de los 
números 1 . 


2.74. Muéstrese que los números de Stirling do 2° género 5 (n, k) 
pueden ser definidos como cocficientes del desarrollo 


"= Ў (2—1)... (1 
КЕ] 


Пун, К), nt, 2... (249) 


2.75. Sea ф = 1 y supongamos que para n J> 1 
= D (A) Ban 


Muéstrese quo la función generatriz exponencial de los nùmeros q, es 


е. (2.50) 


2.76. Sea С (0, 0) — 1, С (и, 0) — 0 para cualquier n 20 y 
C (0. К) = 0, siempre que 2-20. Para m1 designemos por 
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С (п, k) el número de permutaciones de п símbolos con К cielos. Los 
números 


s(n, k)=(—1)"*C(n, k) 
se denominan números de Stirling de 1% género. Muéstrese que 
С (п, k) = С(п —1,&—1) +(1—1)C (a — 1, k), 


k=1, 2, (2.51) 


y, por consiguiente, 
в (п, k) ез (з — 1, k — 1) — (л — 1) s (n — 1, k), 
k=1,2... (2.52) 
2.77. Sea С, (2) = 1 y supongamos que para n > 1 
Ex ()= 2, С", k) з". 


Muéstrese que 


C, (уу = (Еп —1) (0, 2.12%... 
REE RA a. 05 


2.78. Compruébeso que los números de Stirling de 1°" género 
з (п, К) son precisamento coeficientes en el desarrollo 


(= 2(2—1) ... @—п+)= з, кз. (2.54) 


2.79. Muéstreso que las magnitudes (—1)"** s (n, К) son positivas 
para п > 1, 1 <k < п y son iguales a 


(3) (п, k)= ana (1, 2,..., п) = 


л 2 A ¿ita +... Eng donde ALL iL.. ina Ent. 


7 n 
(2.55) 
2.80. Muéstrese que la función goneratriz exponencial 
б) = Ў sp, kst, 2, 0... 
n=0 
(Yo (2) == 1), satisface la relación diferoncial recurrente 
U + z) dyn (0/02 = yxa (0), k=1,2... (2.56) 
Dedúzcase de aquí que 
ya (2) = Un (1 + а). (2.57) 
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2.81. Muéstrese que la función generatriz 
90.0) Dsl ka 
m name 
es s(t, z) = (1 +9". 
2.82. Demuéstreso la identidad 


ж(п+1. k)= 5) (10 п (1) 09 kt. (2.58) 


n 


2.83. Muéstrese que los números de Stirling de fet y 2° género 
están ligados entre sí mediante las relaciones 


D Sqn, kysk, т) bum (2.59) 
а] 
Y sdn, КЮЕ, т) Sum. (2.00) 
та 


dondo блы = 1, зі л = т, у ё, = 0, si n m, у las sumas so 
toman respecto de todos los valores k, para los cuales s (k, т) y 
S (n, k) son distintas do coro. 

2.84. Sean а, ap... у Ay Д, ... dos sucesiones numé- 
ricas tales que 


An= D s(n, sjan n=1, 2... (2.64) 


ЕП 


Muéstreso que en este caso 
а= }] 5(п, Ул, п=1,2,‚..., (2.62) 


y viceversa, de (2.62) so deduce (2.61). 
2.85. Muéstreso que 


У sin, АВ, 1, m0, 1, ..., (2.63) 
к 
donde s (п, k) son los números de Stirling de 1% género; By son los 
números de Bell. 
2.86. Demuéstrese que los números de Stirling de 2° género 
s (n, k) y los polinomios de Stirling P, (х) (véase el problema 2.63) 
están ligados mediante la relación 


AA a п=б,1,... (2.64) 


2.87. Pongamos 
dd de A = A ,. бера = 1,2, 


Muéstrese que los polinomios ў, (z) y los números de Stirling do 2° 
género están ligados mediante la relación 


È, se k) ja (z) =z", n=0, 4, ... (2.65) 


2.88. Muéstrese que el número de métodos para alojar n dife- 
rentes objetos (mostacillas) en m diferentes células, a condición 
de que ninguna de las células esté vacía, es igual a 


p (n, m) =miS (n, m) (2.66) 
(donde 5 (n, m) es ol número de Stirling de 2° género), 


n(n m= 2 (—1)/ (7) (т —])" (2.67) 
jan 


y se expresa рог la rolación recurronto 
и (n, m) = mip (n — 1, т) + p(n — i, т —1) (2.68) 


2.89. Muéstrese que el número de métodos para alojar п diferen- 
Les objetos en m cajones distinguibles, a condición de quo p cajones 
estén ocupados у (m — р) cajones libres, es igual а 


Rp (т) = т (т 1)... (т р 41) 8 (m р). (2.09) 


2.90. Dese Ја interpretación combinatoria de la identidad 
m= У) (m),S(n, р), (2.70) 
=) 


donde (т) = т (m — 1)... (т — р + 1), m өз un número posi- 
tivo entero. 

2.91. Muéstrese que el número de métodos para distribuir л 
objetos distinguibles en т cétulas iguales, a condición de quo nin- 
guna de ellas quede vacía, se determina por el número do Stirling 
do 2° género S (п, т), y si la condición mencionada está ausento, 
por-el número de Вей B.. 

2.92. Muóstrese que un número igual al producto do п diferentes 
factores simples puedo ser representado en forma del producto de m 
factores mediante S (п, m) diferontes métodos. 

2.93. Introduzcamos los ¡números goncralizados de Stirling 
S (п, т, k) que se definen como cl número de métodos para alojar 
n objetos distinguibles en m células diferentes dividido por dt, 
a condición de que ninguna de las А células fijas citadas quede vacía, 
Muéstrese que А 


S(n, т, k)= Y (7) (т — k)" S (v, К). (2.71) 
vo 


2.94. Examinemos una [unción generatriz exponencial de los 
números generalizados de Stirling 


Фь(2) = Y Sa, т, y. (2.72) 
nmo 
Muéstrese quo 
On (2) = ems (ех — узу (2.73) 


$ 3. Teoría de Polya 


Si la permutación (sustitución) de un n-conjunlo se desarrolla 
оп el producto de b; ciclos de longitud Ї (i == 4, ..., п), «suele 
decirse que la permutación es del tipo (b,, ..., б„). Si С es un 
grupo de permntaciones del »-conjunto, entonces el polinomio 


чег Bat. 


Po (ti 


donde (bı, ..., bu) es el tipo g, so denomina Índice cíclico del gru- 
ро С. Si С es un grupo de permutaciones del conjunto S, entonces 
dos _olementos ү y $z se Патап equivalentes (la notación сз $, ~ зу), 
si Jg €G: gs, = зу. Las clases de equivalencia se llaman conjuntos 
transitivos, o bien órbitas. 

LEMA DF, DERNSAID. El múmero de conjuntos transitivos es igual a 


IGI WE), donde $ (к) =1(5€S: gs =s). 


Sean D y Л unos conjuntos finitos y sea G un grupo do permuta- 
ciones del conjunto D. Dosignemos con R? un conjunto de funciones, 
para las cuales D será el campo de definición y R, el campo de valo- 
ros. Para fi, fa E RP 


h ~ia si ЗЄС: h (ga) =f (a) Va ED. 
A todo elemento r Є R se le atribuye el peso w (r), esto оз, ol 


elemento de un anillo conmutativo, El peso de la función f € R? 
es, por definición, W (0) = [l o ( (4). £l inventario de cualquier 
єр 


conjunto Q соп elementos provistos de peso será 
invQ=Y, v(q). 
во 


Si los elementos f, y fa son equivalentes, Lienen un резо igual. Рог 
eso resulta posible definir el peso de la clase de equivalencia W (F) 
como el peso W (f) de cualquier clemento f € P. 
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TEOREMA FUDDAMENTAL DE POLYA. El inventario de las closes de 
equivalencia es igual a 


ZW = Ро (Zo 210071 Der o) 


En particular, si los pesos se han elegido iguales a 4, entonces obte- 
nemos el número de clases de equivalencia igual a Pe (| R 1|, | R|, 
їн... 

2.95. Sea N = (1, ..., л}, y Sn, un grupo simétrico sobre N. 

Si n € Sn divide N en b; cielos de longitud i (i = 1, ..., n), 
se dice que Ја permutación л es del tipo (bj, ba, . . ., bn). Demués: 
treso que el número de permutaciones con el tipo dado (bj, б... 
«+. bn) es igual a 


п] 1, (00,1) 


2.96. Sen С un subgrupo del grupo simétrico Sa. Раса cada 
grup: $ 9 
66 formamos, ol, producto grata... zin, siompro que (bw 
ТВ es del tipo g. 
= Domuéstroso quo 


hh, Й 
‚аА n 

a ЖК чс 
Рб) 0) 2—1, 


[| «чыз 
m 


donde el signo * significa que la sumación so realiza respocto de 
toda clase de números enteros no negativos bi, by, ..., bn que 
satisfacen la condición b, + 20, +... + nbn = n. 

2.97. Demuéstrose el teorema de Cayloy: todo grupo finito G 
es isomorlo a cierto subgrupo del grupo simétrico 5 ıcı Dicho sub- 
grupo Пеуа ol nombre de representación de Cayley del grupo б. 

2.98. Sea С un grupo finito. Se denomina ndice cíclico Ре de 
esto grupo el índice cíclico de su representación de Cayley. Demués- 
trese que 


4 7 1 n, 
Po D lino O= ld) (ea, 
2С din 


donde n es el orden del grupo G; le (g) es el orden del olemento g € G; 
У (d), ol número de clementos g € С cuyo orden es А (g) = d. 

2.99. Sea G un grupo de todas las raíces de n-ésima potencia do 
Ja unidad, G = (e211/), donde j = 1, п, е i, la unidad ima- 
ginaria. 


Domuéstreso que Ро= 1 У) (z,/(n, j)", donde (п, j) es el 
máximo común divisor de n y j- 
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2.100. Sea G el conjunto de todas las permutaciones de los vérti- 
ces de un tetraedro que pueden oblenerse haciéndolo girar. Hállese 
el índice cíclico del grupo G. 

2.101. Sea G un conjunto de todas las permutaciones de las aristas 
de un tetraedro que pueden ser obtenidas haciéndolo girar. Hállese 
el índice cíclico del grupo G. 

2.102. Sea G un conjunto de todas las permutaciones de Jas caras 
de un tetraedro que pueden ser obtenidas haciéndolo girar. Hállese 
el índice cíclico del grupo С. 

2.103. Sea G un conjunto de permutaciones de los vértices de un 
cubo que pueden ser obtenidas mediante sus revoluciones. Hállese 
el índice cíclico del grupo ©. 

2.104. Sea G un conjunto de todas las permutaciones do las aris- 
tas de un cubo que pueden ser obtenidas haciéndolo girar. Hállese 
el índice cíclico del grupo G. 

2.105. Sca G un conjunto de todas las permutaciones de las caras 
de un спро que pueden ser ohtenidas haciéndolo girar. Mállose el 
índice cíclico del grupo G. 

2,106. Demuéstreso que el índico cíclico de un grupo simétrico 
S es igual al coeficiente de 2" en el desarrollo 


oxp (am + 222 4 3). 


2.107. Sea G un grupo do permutaciones del conjunto S, у //, 
un grupo de pormutaciones del conjunto 7. Supongamos que S f 
N =Ø, y S UT=U.A cualquier opción de gEG y h €H 
lo corresponde la permutación g X А dol conjunto U definida del 
modo siguionto: 


шеди, si LES; и-и, si иЄТ. 


а) Muéstreso que estas permutaciones forman un grupo cuyo 
orden es igual a |G | | H |. Esto grupo leva el nombre de producto 
directo de los grupos G y Н y se denota С х H. 

b) Muéstrese que si g EG y h € Н tienen los tipos (b, .. ., b a) 
y (en йз ĉn), respectivamente, entonces g X Л es del tipo b + 

Cy da FCn > 

c) Domnósirese la fórmula Реки = РеРи. 

2.108. G es un grupo finito y S, un conjunto finito. Supongamos 
que existe una aplicación homomorfa л del grupo G en el grupo si- 
métrico del conjunto S: 


ni gng Yg EG. 
En este caso suele decirse que G actúa еп 5. Рага s,, $, ES 
зу мз, => Ig EG: лүү =з, 


Demuéstreso que ~ es una relación de equivaloncia. (Las clases 
de oquivalencia que le corresponden a esta relación so llaman con- 
juntos transitivos.) 
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2.109. Demuéstrese el lema de Bernsaid: el número de conjuntos 
transitivos definidos por el grupo G, que actúa sobre el conjunto S, 
es igual a 


то D WE) 000 = ES: ass), 
єс 


2.110. Soa S = (a, b, с, d} у G = (л, ль. лу, 14) donde 


bed a Ье а 

г Albacea): 

bed abcd 

„4 Shi ме {, ad Jk 

La relación do equivalencia en 5 vieno inducida por ol grupo С. 
Hállese ol número de clasos do cquivaloncia. 

2.111. Partiendo de las letras a y b se forman palabras de longi- 
tud 3. Ellas se consideran equivalentes, si se obtienen una do la 
otra al cambiar de lugar las letras extremas, por ejemplo, abb ~ Бра. 
Dotermínese ol número de clases de equivalencia sirviéndose del 
lema de Bernsaid. 

2.112. Se hacen collares de abalorios (cuentas do vidrio) de tros 
colores. Cada collar está compuesto por cinco abalorios. So conside- 
тап iguales aquellos que se obtienen uno del otro por revolución 
en un plano (по se admiten reflexiones especnlares). Determíneso 
el número de diferentos collares. 

2.113. Se hacen collares de abalorios de A: colores. Cada collar 
está compuesto por п abajorjos. So consideran igualos aquellos colla- 
res que se obtienen uno del otro por revolución оп un plano (по 50 
admiten reflexiones especulares). Determínoso el número de dife- 
rentes collares aplicando el teorema de Polya. 

2.114. n hombros so sientan alrededor do una mesa. ¿Cuántos 
son оп este caso los diferentes modos de sentarse, si se consideran 
iguálos aquellos que se obtienen por desplazamiento de lodas las 
personas en sentido horario en un número arbitrario (pero igual para 
todos) de asientos? (Hágaso uso del lema de Bernsaid.) 

2.115. Los números del 1 al 10% están escritos cada uno en hojas 
sucitas. Los números inferiores а 105 comienzan por el número corres- 
pondiente de ceros, por ejemplo, 346 = 0003465. Convengamos сп 
Considerar que las cifras 0, 1, 8 significan lo mismo tanto en la 
inscripción directa (normal), como en la forma volcada, mientras 
que la cifra б so convierte, al volcarla, en 9, y viceversa. Por eso, 
para los números, por ejemplo, 89166 y 90168 podemos preparar tan 
solo una hoja. ¿Cuántas hojas nos harán falta? o 

2.116. р, R son unos conjuntos finitos. Designomos con R 
el conjunto de aplicaciones de D en Л; С es ol grupo de permulaciones 
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del conjunto D. Se escribe 
fi ~fa si 3gEG: f, (gd) = fa (d) Yd ED. 


Demuéstrese que: a) | R? | =| И |!?!; b) ~ es una relación 
de equivalencia en el conjunto R?. 

2.117. Las caras de un cubo están pintadas de dos colores: azul 
y. rojo. Las coloraciones de dos cubos se consideran equivalentes, 
si uno de ellos se puede girar de un modo tai que Jos cubos dejen. de 
parecer diferentes. ¿Cuántas son las clases de equivalencia y cuál 
es In potencia de cada una de ellas? 

2.118. D, R son unos conjuntos finitos; G os un grupo de permuta- 
ciones del conjunto D. А todo elemento r Є Л so le está atribuido un 
peso w (r), esto es, el elemento de un anillo conmutativo.-El peso 
w 0 de la función f Є Л? se define como el producto W (f) = 

вр 


о (f (9). Demuéstrese que si las funciones /, y /, son equiva- 


lentes, entonces tienen un peso igual. 
2.119. Se donomina inventario inv Q do un conjunto Q a 


тау 0=}) ®(4), 
Eo 


donde о (q) es un elemento del anillo conmutativo. 

Sean D y R unos conjuntos finitos. Demuéstrose quo 

а) Inv R? = (Inv Н)! Ph 

b) Si D está dividido en varios componentes disjuntos D,, .. 
+ + ++ Dr, y S es el conjunto de todas Jas funciones que son constantes 
en cada componente, entonces se verifica la relación 


Inv s= [| E om]. 
= E Е 


2.120. Las caras de пп tetraedro se pintan еп dos colores: rojo 
y azul. Si dos tetraedros dispuestos paralelamente están pintados de 
un modo distinto, puede ocurrir que uno de ellos se pueda girar de 
tal manera que ambos dejen de parecer distintos. En este caso per- 
tenecerán a una clase de equivalencia. Calcúlese el número de dife- 
routes clases de equivalencia aplicando el teorema de Polya. 

2.121. Dotermínese, aplicando el teorema de Polya: ¿mediante 
cuántos métodos se puede pintar »n cubo en dos colores de tal modo 
que cuatro caras sean coloreadas de rojo, y dos caras, de azul? (Dos 
cubos en el espacio tridimensional so consideran coloreados igual, 
si uno de ellos se puede girar de tal manera quo los cubos se hagan 
indistinguibles.) 

Si X es un conjunto, la relación hinaria en X es un subconjunto 
PEX х X; escribimos z y, si (z, y) € Р. La relación binaria 
recibe el nombre de orden parcial, si satisface las condiciones: 

а) са, УтЄХ; 

Ь) ху, уфа = = 


у, Vr уЄХ; 
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ay у<=хт<йо, Vr, y, 2€X. 

Se denomina conjunto parcialmente ordenado al conjunto X junto 
con el orden parcial en él. El conjunto parcialmente ordenado Х 
se denomina anticadona, si para cualesquiera, æ, у Є X do ху 
se deduce que z = у. Se llama automorfismo del conjunto parcial- 
mente ordenado X a tal permutación g del conjunto X que = < 
< y => gr < gy para cualesquiora т, y € X. 

2.122. Demuéstreso que el conjunto de todos los automorfismos 
del conjunto parcialmente ordenado X es un grupo respecto a la 
operación de composición llamado grupo de automorlismos del con- 
junto parcialmente ordenado X. 

2.123. Sea L un subgrupo del grupo (йс automorlismos de un 
conjunto finito parcialmente ordenado X. Demuéstrese que las órbi- 
tas del grupo L son anticadenas. 

Con X/L = {С} se denota el conjunto de órbitas del grupo L. 
En esto conjunto se introduce una relación binaria < del modo si- 
guiente: C < C’, si existon z’ ЄС, х’ с C’ tales que z < г. 

2.124. Demuéstroso que la rolación binaria < оп X/L es un orden 
parcial. 

Sea D un conjunto finito parcialmente ordenado, Л, una cadena 
finita y G, un subgrupo del grupo de automorfismos de D. La fun- 
ción / € R? so denomina isótona, si de d, < d, se dednco que f (@) < 
< f (da) para cualesquiera @,, d, € D. El conjunto do todas las fun- 
ciones isótonas de D еп А se designa рог М (D, Д). 

2.125. Demuéstrese que de f; € M (D, R) y fı ~fa so deduce 
Ja € M (D, R). 

2.126. Dermuéstreso que el número do clases do equivalencia de 
las funciones isótonas de D en Л оз igual a | G | > IMPIDE 1, 

EG 
donde por medio de (g) se designa un grupo cíclico engendrado por 
el elemento д. 

2.127. Demuéstrese, haciendo uso de ja afirmación del proble- 
ma 2.426, que para los conjuntos finitos D y Л con el grupo de per- 
mutaciones G sobre el conjunto D el número de clases de equivalen- 
cia do las funciones de D en R es igual a Pe (Д |, IRI...) 


Capítulo ш 


METODOS LÓGICOS 


$ 1. Método de inclusión y exclusión 
Examinemos un n-conjunto de elementos у un m-conjunto de 


propiedades py, ..., Pm, do las que pueden disponer о no los ele- 
mentos citados. 
Designomos рог Ni... OKAL... <in т) el nú- 


mero do clomentos que poscen las propiedades py, +++, р, Y Por 


N (r) (0 < r < т) el número de elementos que poseon exactamente 
r propiedades. 


Siendo fijo k, 1<k<m, la suma М 2 
А 


Ма... extendida 


Ан 
а toda clase de juegos de números naturales i, ..., in tales que 
14 < ... <ir < т, roprosenta el número do elementos (to- 


mando en consideración su multiplicidad) que póscon no menos de 
k propiedades. Si un elemento posce ғ propiedades, so contará en la 
suma mencionada C} veces. 

еле lugar la siguiente fórmula de inclusión y exclusión: 


ке@)= 2 (NC; > М 
ка з <бт 1 * 


En ofecto, un elemento que posce exactamente s, ғ 52 ғ, propie- 
dados no se tendrá en cuenta en Ja suma que figura en el segundo 
miembro de esta igualdad, mientras que el elemento que posee 


exactamente ғ propiedades se tendrá en cuenta una sola vez, presto 
que 


m ‚ 1 
у-н срт = Т po | 4 
E PAN 
De esta fórmula se deduce, en particular, que el número de cele- 
mentos que по posce ninguna de las propiedades pj, ..., Pm оз 
igual a 


к@= È 0" 


151 <.<1 Em 


45 


Si а cada elemento le ponemos en correspondencia un número. 
lamado su peso y si designamos por V (0) la suma de pesos de todos 
los elementos, por У (r) (1 < r < т) la suma de pesos de los ele- 
mentos (tomando en consideración la multiplicidad de éstos) que 
poscen no menos de r propiedades y por $V (г) la suma de pesos de 
los elementos que poscen exactamente г propiedades, entonces, razo- 
nando igual que anteriormente, podemos demostrar la igualdad 


Ww m-3 (197 САР (0), Огт, 


де la cual se 4ойпсе la fórmula de inclusión y exclusión, si el peso 
de cada clemento es igual a la wnidad. 
3.4. Demvéstrese la igualdad: 


Р a 
È s|= D, Sul D SuSa H С 08, 5м, 
E = 


donde Sy, .. ., Sm son conjuntos finitos; S; + S; y 515 significan 
la unión y la intersección de los conjuntos 5, y 5), respectivamente; 
1.5 | es el número de elementos del conjunto S, y la suma У) |51, ... 
бб 4, ..., т) se extiendo a toda clase de juegos de nú- 
meros enteros i, . . ., ia do tal índole que 1 S} <... < i < M, 

3.2. Hállese el número de permutaciones de elementos de un 
m-conjunto que dejan en su lugar exactamente г (0 < r < т) cle- 
mentos. 

3.3. Examinemos т! permutaciones de elementos de un т-соп- 
junto. So pueden formar (ml)* diferentes juegos ordenados a partir 
de d permutaciones. Hállesc el número do tales juegos, еп cada una 
de d permutaciones de los cuales quedan en su lugar exactamente г 
(0 < г т) elementos. 

3.4. Hállesc el número de métodos de colocación de z bolas en 
m cajones de un modo tal que r (0 < г < т) cajones queden vacíos. 

3.5. De una urna que contiene т diferentes bolas so sacan simul- 
táneamento s (1 < s < т) bolas y se escriben sus números, después 
de lo cual las bolas ве colocan de nuevo en la urna. Se pueden formar 
(Ch) diferentes juegos que se obtienen como resultado do d extrac- 
ciones. Hálleso el número de juegos en los cuales 

a) se encuentran todas las bolas; 

b) no se encuentran exactamente r (0<r<m) holas. 

ici las identidades: 


3.6. È D, (SD Сыбы A=0, 1<n<m. 


3.7. 3 (— 1)" САСА а 
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3.8. ¿or (Cha, 1<sd<m. 


зз. DY CA т, 


ret 


donde la sumación en el primer miembro de la identidad se extiende 
а toda clase de juegos ordenados de los números enteros positivos 


May ...› Пы tales que n =n, +... H nm 
3.10. È (—1) Ch (т — 0)" 0, 1<n<m. 
So 4 
m 


3.41. Y) (—D*Ck (m—k)" =m! 
ta] 


3.12. Designemos por Ф (п) (función de Euler) la cantidad de 
números naturales que son inferiores a n y recíprocamente primos 
respccto de ésto. Demuéstrese que si el desarrollo dol número т 

i =” h, 
en factores simples q, » m tiene por expresión n == gl... qm” 
(221, i= 1, ..., m), entonces 


ф(а)=п(1—1/)... (1 — 1/qm). 


3.43. Sca п un número natural arbitrariamente elegido. Designe- 
MOS рог Qı, .. ., Gm todos los números primos que no sobrepasan 
de Уя, y рог л (т), la cantidad de números primos que ло sobre- 
pasan de х 2> 0. Domuéstreso que 


лп) л (Va аа E (1) У Б] 


hot 151, <.-.<1 Em 


donde [21 denota la parte entera del número z. 

3.14. Calcúleso 5 = Ñ (1/2"), donde la sumación se realiza 
respecto de todos los k naturales no múltiplos de 2, 3 y 5. 

3.15. Sea dada una matriz cuadrada A = (а) (i, 
++. т) de orden т. Designemos por 


A CA 
Lu 


(donde la sumación so realiza respecto de toda claso de permutacio- 
nos de los números 1, ..., т) el permanente de la matriz А. De- 
muéstrese que 


рег А =5(А)+ LA, Уу 5041...) 


AA 
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donde 12... < ir т Ага Чепоіа una matriz obte- 
nida de А por sustitución de las columnas con los números be so or de 
por las columnas compuestas de coros; S (Ау...) оз el producto 


de las sumas de las filas de la matriz Ar. iq Y la suma 


D S (А\,...а„) (Е < т) está extondida a toda clase de mues- 
tras sin repetición de los números i, ..., ia de 1, ..., т. 


$ 2. Sistemas de representantes 
de los conjuntos 


Scan dados un a-conjunto S = (9, ..., sn) y un m-conjunto 
М (5) = {Su ,.., Sm), cuyos elementos S; с S (i = 1, ..., т). 
La matriz А = (а) de dimensión т X п, еп Ја cual 


l 1, 865, 
ка ES: 


lleva el nombre de matriz de incidencia para М (S) con relación а S. 
Se denomina sistema de representantes distintos (en la forma abreviada: 
s.r.d.) para M (S) al m-conjunto de elementos лү, . . ., Zm porleno- 
cientes a tales 5 que z; Є 51, ш z (i ji i, ] =“1,..., т). 
3.16. Sea A una matriz de incidencia рага M (S) con relación 
a 5, Demuóstreso que el número de s.r.d. рага M (S) es igual a per A. 
3,17. Hállese el número de s.r.d. рага un sistema do т conjuntos 


Ss ( 
S, = (2, 


reodh 


2. т), 12,0... mm t, 
‚ә т 1). 


El siguiente teorema que sc aduce aquí sin domostración olreco 
la и necesaria y suficiente de existencia del s.r.d. рага 
М (5). 

TEOREMA DE HALL. Una totalidad de conjuntos М (5) tiene un siste- 
ma de representantes distintos cuando, y sólo cuando, para cualquier k 
g <k<m) y cualquier k-muestra sin repetición in ..., in de 
s+: M se verifica, 


* 
| У зь 
21 


es decir, el número de elementos de la unión de conjuntos СОА 
по es inferior а k. 

3.18, Supongamos que la matriz do incidoncia рага M (5) es de 
tal índole que la cantidad de unidades en cada fila y en cada colum- 
na es igual a un número fijo r (1 < r < т). Demuéstrese que existe 
un s.r.d. рага M (S) 

3.19. Sean A у B dos conjuntos finitos у sca k > 1 un número 
natural. Entro А y В se ha establecido tal correspondencia multi- 
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forme que а todo elemento del conjunto А le corresponden exacta- 
mente # clementos del conjunto В y a Lodo elemento de 2 le corres- 
ponden exactamente К elementos de A. Demuéstrese que entre A y Y 
puede establecerse una correspondencia biunivoca sin que se agre- 
guen nuevas conexiones. 

3.20. So tienen un cierto conjunto de cargos y un conjunto do 
pretendientes para ocupar dichos cargos. Demuéstrese que si para 
cada cargo pretenden exactamente / (k > 1 fijo) hombres y cada 
pretendiente puede trabajar en k cargos, entonces а cada candidato 
se le puede conceder un trabajo adecuado, 

3.21. Veamos un rectángulo latino de dimensión m X n (т < л), 
ез decir, una tabla rectangular de т filas у n columnas compuesta 
рог los números 1, ..., л de un modo tal que en cada fila se en- 
cuentren todos los números de 1 а л, y en cada columna todos los 
números sean diferentes. Demuéstrese que siempre puede agregarse 
una fila más de la permutación de los números 1, ..., п de un 
modo tal quo la tabla a obtener sea un rectángulo latino dle dimen- 
sión (m + 1) хл. 

3.22. Demuéstrese que en una matriz numérica arbitraria el 
número mínimo de filas y columnas, en las que 1 contenidos 
todos los elementos по nulos, es igual al número máximo de elementos 
no nulos, de los enales ningún par se contiene en una fila y en una 
columna, 

3.23. Demuéstrese que si en una matriz cuadrada de orden т 
se contiene una submatriz nula do dimensión s X t, y si s + t> m, 
entonces el determinante y el permanente de la matriz son iguales 
а cero, 

3.24. Sean dadas dos particiones del conjunto 5 en m subcon- 
junto: 


y supongamos que para cualquier número natural k (1 < k < т) y 
cualquier demuestra de 1, ..., m se cumple la condición: el con- 
junto Ay... + Ai contiene a lo sumo k conjuntos de los 
Br. Bm. En este caso existen los elementos sı, ..., Sm que 
representan un s.r.d. simultáncamente para А... a Aim Y Para 
Ву, +. Bm, con la particularidad de que л, ..., ¿mes ciorta per- 
mutación de los números 4, ..., m (la totalidad sy .... Sm зе 
Пата sistema de representantes comunes (o bien, en forma abroviada, 
ыма) рага Ay. Am Y Bis + Вы). 

3.25. Sean dadas dos diferentes particiones del conjunto finito S 
en m subconjuntos: 


S-YA=Y Bi 
al a 
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tales que | A; | = | B; |, А,А,= В,В, = Ø (i Æj, і, 
+ +. т). Entonces existe un s.r.c. para A; » Amy Вь s Bm 
3.26. Supongamos que G es un grupo finito y H, el subgrupo d 
éste. Demuéstrese que existe un conjunto de elementos 51, ..., Sm 
que son representantes de las clases contiguas derechas e izquierdas, 
simultáneamente, del grupo С сп el subgrupo Н, оз decir, 


c=) = Y Hs, m= GH. 
E ч 


3.27. Supongomos que Lodo subconjunto S; ((=1,...‚ т) 
de un conjunto finito S conliene no menos de p, р > 1, elementos, 
bl sistema By, . Bm do p-subconjuntos del conjunto 5 se deno- 
minará sistema de p-representantes distintos, o bien, en forma abre- 
viada, в.р-г.й., зі Вус 51, BiB; ij i j=l, т). 
Demuéstrese la siguiente condición necesaria de existencia del s.p- 
r.d.: рага cualquier número natural k (1 < < т) y рага cualquier 
k-muestra do 1, ..., m so verifica la desigualdad | Sn + 
+. +81, 1>», donde п es un número natural mínimo tal que 
С> 


$ 3. Teorema y números de Ramsey 


Examinemos п puntos en un plano, de los cuales cualesquiera 
tres no están situados en una misma recta; al unir cada dos puntos 
por el segmento de una recta, obtendremos el n-grafo completo. 
Supongamos que cada arista del grafo está pintada en uno de los т 
colores. Si todas las aristas dol n-grafo están pintados de un mismo 
color, dicho grafo sc llamará monocromático. 

3.28. Demuéstrese que, cualquiera que sea la coloración de las 
aristas de un 6-grafo comploto en dos colores, existe un 3-subgralo 
monocromático. 

3.29. Hállese tal coloración do las aristas de un 5-grafo completo 
соп la cual ningún 3-subgrafo sea monocromático. 

3.30. Demuéstreso quo en una compañía de б hombres siempre 
se encontrarán tres hombres que se conocen o tres que no se conocen. 

3.31. Sean k>2 у т >> 2 unos números naturales arbilrarios. 
Demuéstrese que existe un número natural R == R (k, m; 2) que 
depende sólo de k у m y que es de tal índole que si el número de vér- 
tices de un n-grafo comploto no os inferior a R, entonces cualquiera 
que sea la coloración de sus aristas өп dos colores (rojo y azul), 
existe o bien un l-subgrafo rojo monocromático, o bien un m-sub= 
grafo azul monocromático; y si п < R, existe tal coloración de las 
aristas quo todo k-subgrafo no es rojo monocromático y todo m-sub- 
conjunto no es azul monocromático. 
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3.32. Demuéstreso que 
R (к.т; 2) < R (k — 1, m; 2) + i (k, m — 1; 2), 
k>2m>2 
y si los números R (k — 1, т (2) у R (k, т — 1; 2) son pares, la 


citada desigualdad será rígida. 
3.33. Demuéstrese la desigualdad 


2, т > 


КФ, т; 2) = Chih 


3.34. Scan k, .. , km números naturales arbitrarios distintos 
de cero у de la unidad. Demuéstrese que existe un número natural 
Siate R a R (kn, ..., kmi 2) que depende sólo de Е эң 
y que es de tal índole que si el número de vértices de un a-grafo com- 
pleto no es inferior а R, entonces, cualquiera que sea la coloración 
з aristas en m colores, existe n bien el kysubgrafo monocromá- 
de primer color cte., o bien el knesuberafo monocromático do 
mo color. 

5. Demuéstrose la desigualdad 


IN EE A 


3,36. Hállese tal coloración en dos colores de las aristas de un 
grafo completo para la cual ningún 3-subgrafo es rojo monocromá- 
tico y ningún 5-subgrafo es azul monocromático. 

3.37. Demuéstrese que 


п, 42) = 9, 83, 5; 2 


ч. 


3.38. Hállese tal coloración en dos colores de Ins aristas de un 
17-grafo completo para la cual ningún 4-subgrafo es monocromático. 

3.39. Demuéstrese que R (4, 4; 2) = 18. 

3.40. Demuéstrose que si para cierto número natural n existe 
el número р (0 < p< 1) para el cual se verifica la desigualdad 


Сър, СА (А — р)с1<с\, 


entonces R (k, l; 2) > п. 
3.41. Demuéstreso la desigualdad 


R (k, k; 2) > сї2\?, 


donde с >0 es nna constante. 

3.42. Demuéstreso que para cualquier número natural п existe 
un número N = N (n) tal que entre cualesquiera N puntos en un 
plano, de los cuales ninguna combinación de tres yace en una recta, 


se pueden elegir n puntos que sean vértices de un polígono convexo 
de л lados. 


yo st 


CAPITULO iV 


TABLAS Y ESQUEMAS COMBINATORIOS 


$ 1. Matrices especiales 


Sean dados un conjunto S de л elementos (sy з... Sn) ут 
subconjuntos de ésto Si, Sa, ..., Sm. Se Пата matriz de incidencia 
рага пп sistema dado de subconjuntos respecto de 5 a una matriz 


(a) (i=1,..., mj=4, ..., п), donde 
1, 5651. 
0, HASi 


Llamaremos matriz binaria a la matriz quo está compuesta por 
los elementos 0 y 1. 

Se denomina matriz de congruencia de dos en dos para un conjunto 
de númoros (by, by...» bn} a una matriz (а) (i, j = 1... л), 
donde а; = 1, si b; > bp y ау = 0 еп el caso contrario. 

Se llama matriz conmutable (de permutación) б. ++ kn) а uno 
matriz de orden n, en la cual ap y = 1 para j = 1... ., п; ау = 0 
рага i зе. 

Sea una matriz А = (а) (i = 1, 2, .. a т} 1, 2,0... н). 
7 denomina permanente de esta matriz al número per А = 

У ацан, > + + ат. Aquí la sumación so realiza respecto do 
oda las m permutaciones (ii, ..., im) de números entoros 1, 

... n (m&n). El permanente А no cambia al realizar. la per- 
mutación de las filas o de las columnas de la matriz. 

Se denomina matriz de Hadamard a una matriz cuadrada, com- 
“puesta por los olementos 4 у —1, en la cual cada fila os ortogonal 
а todas las demás filas y cada columna, ortogonal a todas las colum- 
ñas restantes. La matriz de Hadamard еп la cual la primora fila y la 
primera columna constan sólo de 1 se Пата normalizada. Рог ejom- 


plo, la matriz H, = (G 4) es do tal tipo. 
Se denomina producto directo de las matrices A y B, la matriz de 
aB ,.. a1nB 


orden тп que tiene la forma siguen ( Е ү donde 
аай... annB: 


Amla)  ]=1...п 
B=(bm), l, k=4...m 
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Se lama traza de una matriz la suma de с\етеп{оз que forman 
su diagonal principal; el valor máximo de la traza, obtenido como 
resultado de toda clase de permutaciones de las filas y columnas 
do una matriz se Пата rango de frontera. Llámase a-anchura de 
una matriz el número de sus columnas que pueden ser elegidas de 
ella de tal manera, que la suma de los valores de éstas sea en cada 
fila no menor de о. 

4.1. Fórmese la matriz de permutación (3 2 4 1). 

4.2. Demuéstreso que el permanente de una matriz do permuta- 
ción de n elementos es igual а 1. 

4.3. ¿A qué es igual el delern 
tación? 

4.4. Fórmeso una matriz de incidencia del sistema de ternas 
(1,2, 3), (1,4, 5), (1, 6,7), (2,4, 6), (2,5, 7), (3, 4, 7), 
(3, 5, 6) con relación al conjunto {1, 2, 3, 6, 7). Caleúlese 
el permanente de esta matriz. 

4.5. Fórmose una matriz de incidencia para el sistema de snb- 
5). (2,4), (4, 5) del conjunto 


ante de una matriz de permu- 


conjuntos (1, 3, 4), (2 
(1, 2, 3, 4, 5, 6). Calcúleso el permanente de esta matr 
4.6. ntas matrices cuadr: s simétricas binarias de orden » 


existen? 

4.7. Detormineso la cantidad de menores de k-ésimo orden en la 
п х n-matriz A = (ау) que carece de elementos diagonales de la 
matri 

4.8. Determínese el número de diferentes matrices cuadradas 
binarias de orden л, en cada fila у en cada columna de las cuales 
figura una sola unidad. 

4.9. ¿Cuántas т X n-matrices binarias existen, en cada una do 
las cuales la suma de todos los elementos es igual a r? 
4.10. ¿Cuántas son las matrices cuadradas de orden n con ele- 
mentos +1 y —1, en cada una de las cuales la suma de todos dos ele- 
mentos es igual a r? 

4.41. ¿Cuántas matrices binarias de n-ésimo orden existen, en 
cada columna de las cuales figuran exactamente r unidades? 

4.12. Una matriz se Пата equidiagonal, si todos los elementos 
de su diagonal son iguales. ¿Cuántas son las matrices equidingona- 
les de orden п соп los elementos +4 y —1? 

4.13. Hállese el número de matrices eqnidiagonales simétricas 
binarias de orden л, en cada una de las cuales hay exactamente k 
unidades? 

4.14. Hállese el número de matrices cuadradas binarias de orden 
п, en cada wna de las cuales la diagonal está ocupada por ceros, de- 
bajo de la diagonal figuran X unidades y por encima de ella, 2 uni- 
dades. Calcúlese este número рага n — 4, k = 5, l= 2. 

4.15. Determínese el número de 5 х 7-matrices binarias, en 
cada una de las cuales las dos columnas primeras contienen juntas 
exactamente 7 unidades y cada una de las siguientes, exactamente 
dos unidades, 
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4.16. Sea Af un n-conjunto y X su r-subconjunto. Dotermínese 
el número de tales m-subconjuntos del conjunto M que tienen en la 
intersección соп X exactamente 1 elementos. 

4.17. Demuéstrese que si una matriz de 3° ordon consta de los 
elementos 4-1 y —4, su determinante es un número раг. 

4.18. Dotermínese el número de diferentes matrices cuadradas 
binarias de orden n que contienen оп cada una de las primeras m 
filas r unidades, у en cada una de las filas restantes, g unidades 

4.19. Resuélvaso el problema antecedente bajo la condición 
complementaria de que todos los elementos de la diagonal principal 
sean ceros. 

4.20. Determínese el número de diferontes matrices binarias de 
п т X n, en las cuales cada una de los primeras r columnas 
tiene $ unidades, mientras que el número total de unidades en las 
demás columnas es igual a k, 

4,21. Fórmese una matriz de congruencia do dos en dos para el 
conjunto do númoros (3, 2, 1, 4, 5). 

1,22. Domuéstreso quo с) permanente de una matriz de congruen- 
cia de dos en dos es igual a cero. 

4,23. Calcúlese el permanento de una matriz cuadrada de orden 
n = 4, en la cual on cada columna y en cada fila hay solamento un 
сего, y los demás elementos son unidades. 

4.24. Calcúlense los permanentes de las siguientes matrices: 


01000 110000 11000 
00100 011000 11100 
$ 0600101: ур 04 <001, ¿101 110) 
00001 000110’ 070: 4. 4 4 
00000; 0000414 000141 
000001 

04144 

10.144 1110 ЖО 1 
ЛИШИ о( 5100). 

бат БАР Е 

Е 


4.25, Demuéstrese que рага una matriz cuadrada А соп elementos 
по negativos siempre рег А > | dot А |. 

4.26, Sea A = (a) (tj = 1, , п) una matriz cuadrada 
con elementos no negativos 


А 
Ў, аиа, $ аи 
2 È 


Demuésireso que А? es una matriz nula cuando y sólo cuando, 
а, F азё + -.. + аль = 0, 
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4.27. ПаПезе el valor máximo que puedo tomar el determinante 
de una matriz de tercer orden, a condición de que todos sus elemen- 
tos son +1 y —1. 

4.28. Para una matriz de la forma 


demuéstrese la validez do la relación recurrente 
рег Ba = рег Bn; + por Йа 


4.29. Domuéstreso que para las n X m- 
de la diagonal principal son ceros y los de 
dados, el permanente es igual а 


ices, cuyos elementos 
elementos son uni- 


Pa = nt (1 — 11 Е М о. + (П), 
4.30. ¿Serán matrices de Hadamard las siguientes: 
AA -{ ї срби. Я 
Y MÍ bil 

Wa 2 at Play Жош 
{ екЁ л йа Г 


. La primera fila de cierta matriz de lladamord consta de 
ades. ¿Cuál es la cantidad total de unidades en esta matriz? 
4.32. Verifíquese quo los productos directos H, X H, y H, X 
х H, x H, de una matriz do Hadamard normalizada de orden 2'son 
matrices de Hadamard normalizadas de orden 4 y 8, respectiva- 
mente. 

33. Hálleso la traza, el rango de frontera y la a-anchura, donde 
1, 2, 3 y 4, de las siguientes matrices: 


01000 
01.0 бл 00100 
aitik э, 9/0001 0f; 
010 CAI 00001 
00000; 

loati 11000) 11010 
lora 11100 01100 
81104144] еол та о ул ото! 
[iros 00111 01100 
110] 00011 01100 


4.34. Indíquese el grupo de tales permutaciones de columnas 
y de filas que no cambian la roatriz f) del problema 4.33, 

4.35. ¿Cuáles de los valores siguientes no varían al realizar cua- 
lesquiera permutaciones de columnas y filas de cualesquiera matrices 
cuadradas А: 

a) la suma de todos los elementos de la matriz; b) la traza de 
la matriz; с) el per A; d) el det A; e) el рег (4?); 1) el det (4?); g) los 
valores propios do la matriz; h) el rango de la matriz А; 1) el rango 
de la matriz А?? 

4.36. Escríbase ol número máximo posible de matrices binarias 
de orden 2 que no so transforman una en otra por permutaciones 
de las columnas y de las filas. 


$ 2. Rectángulos y cuadrados latinos 


So denomina rectángulo latino a una tabla rectangular do dimen- 
sión m X n, en la cual on oada fila y en cada columna los olomentos 
по se repiten. Se denomina cuadrado latino de orden n а una tabla 
cuadrada de dimensión п X п Попа de п diferentes elementos de un 
modo tal quo cada elemento figura una sola vez en cada fila y on 
cada columna. 

Dos cuadrados (o rectángulos) latinos se llaman equivalentes 
(isomorfos), si uno sc obtione del otro por permutación de las colum- 
nas y de las filas y por designación de nuevo de los elementos. El 
isomorfismo se escribe en la forma А х B X C, donde А es una 
sustitución que define la permutación de las columnas; B, la permu- 
tación de las filas y C, la designación de nuevo de los elementos. Se 
denomina ашіотогјізто de un cuadrado latino al isomorfismo que 
transforma el cuadrado en sí mismo. El conjunto de automorfismos 
del cuadrado dado forma un grupo. Un cuadrado latino se llama 
cíclico, si todas sus filas so obtienen a partir de su primera fila por 
desplazamientos cíclicos. 

Dos cuadrados latinos (а) y (61) (i, j , п) de ordon n 
во denominan ortogonales, si todos los pares (ауу, bij) son diferentes. 
Los pares de cuadrados latinos ortogonales existen para cualquier п, 
salvo para n = 2 y л = б. El número do cuadrados latinos ortogo- 
nales dos a dos de orden п no ез superior a л — 1. Si n = ре, donde 
р ез un número primo у æ, un número natural, entonces para n > 3 
existe un conjunto completo de n — 1 cuadrados latinos ortogonales. 

4.37. ¿Do cuántos modos puedo formarse una tabla de dimensión 
2 х 9, cuya primera fila sea 1 2 3 4 5 6 789, y la segunda re- 
presente una permutación de estos números de una manera tal que 
по haya repeticiones de los números en ninguna columna do esta 
tabla 

4.88. Se tienen las siguientes figuras geométricas: un triángulo, 
un cuadrado, un trapecio y una circunferencia (cada figura en dos 
ejemplares). En la primera fila se disponen cuatro figuras diferentes. 
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Hállense todas las disposiciones posibles de las figuras restantes ел 
la segunda fila de un modo tal que debajo de cada figura de la pri 
mera fila no haya una figura homónima de la segunda fila. 

4.39. Hállense todos Jos rectángulos latinos 3 X 5 do los ele 
mentos 1, 2, 3, 4, 5 que contengan las dos primeras filas 


12345 
2845 1. 


4.40. Se dan las tablas siguientes: 


1284 1.2.3 4 
(0) 2 1 4 з 0) 2 3 4 4 
а аз a, а а а аз а, 


а) ¿De cuántos modos puede elegirse la permutación аз, аз, аз, а, 
do los números 1, 2, 3, 4 do una manera tal quo en ninguna columna 
de la tabla (A) haya repetición de los números? 

b) La misma pregunta para la tabla (B). 

4.41. Las cifras 1, 2, ..., 9 зе disponen en forma de un rectán- 
gulo latino con 8 filas y 9 columnas. ¿Será cierto que 

(A) puede agregarse una fila más para obtener un cuadrado Jati- 
по: a) siempre por lo menos de dos modos, b) siempre exactamente 
de un solo modo; 

(B) no se puede agregar una fila; 

(С) el número de métodos que existen para agregar una fila de- 
pende de la forma del rectángulo dado? 

4.42, ¿Cuántos rectángulos latinos de dimensión 3 х 5 de cinco 
elementos соп la primera fila 1 2 3 4 5 existen? 

4.43. Cómo puedo dividirse un campo cuadrado оп parcolas de 
tal manera que pueda sembrarse en él т varicdades de trigo con el 
fin de comparar Jn fertilidad de dichas variedades, con la particula- 
ridad de que la comparación excluya la influencia de la variación 
de la fortilidod dentro de los límites de la parcela. Convengamos en 
considerar que la fertilidad decrece a medida que nos alejamos de 
un lado del campo (no se sabe de qué lado precisamente) hacia el lado 
opuesto. 

4,44. Se tienen monedas de 4, 2, 3, 5 y 10 Корекз de valor. 
Dispónganso 16 monedas en forma de un cuadrado de dimensión 
4 х 4 do un modo tal que en ninguna fila, ninguna hilera y ninguna 
diagonal del cuadrado hayan dos monedas de igual valor y que el 
coste total de todas las 16 monedas sea máximo. ¿Cuál es este coste? 

4.45. En un torneo ajedrecístico participan cinco hombres. 
Cada ajedrecista juega una partida al día. Hágase la tabla de torneo 
de un modo tal que durante cinco días cada ajedrecista tenga un 
encuentro con todos los demás jugadores. Al completar la tabla obte- 
nida con un elemento fijo, obténgase un cuadrado latino. 
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4,46. Constrúyanse llos cuadrados latinos cíclicos de orden 5. 
Demuéstrese quo todos los cuadrados da esta índole son іѕотогіоѕ 
de dos en dos. 

4.47, Constrúyase un cuadrado latino no cíclico de orden 4, 
haciendo uso de cuadrados latinos de orden 2. 

4.48, Muéstrese que Jos siguientes cuadrados latinos de orden 3 
son isomorlos: 


4.49. Demuéstrese que los signientes cuadrados latinos son iso- 
morlos: 


12345 31452 53412 
23451 12345 31245 
34512 435241 42351 
45123 54213 14523 
51234 25134 25134 


4.50. Hállese el cuadrado latino Б, isomorfo al cuadrado dado A, 
si está dado un isomorfismo р que convierte A оп B: 
р: (2 3) х( 3 4) х (1 3), 1234 
3424 
4:21 43 
4312 


4.51. Muéstrose que los siguientes cuadrados latinos de orden 4 
по son isomorfos: 


4.52. Indíquense los automorfismos 
del problema 4.48. 

4.53. Determínose el orden del grupo de automorfismos del cua- 

drado latino simétrico !) de orden 4: 

4123 

1432 

44 

14 


el primer cuadrado latino 


a 


2 
32 


w 


з) Un cuadrado lalino cuyos elementos simétricos respecto de la diagonal 
principal son iguales, se llama cuadrado simétrico. 
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4:54, So da un sistema do grupos de pares 


01 02 03 04 05 
25 13 15 12 14 
34 45 24 35 23 


Aprovechando este sistema, constrúyase un cuadrado latino simé- 
trico de orden 6. 

4.55. Demuéstrese que un cuadrado latino simétrico cíclico de 
orden p es equivalente a la tabla de multiplicación del grupo cíclico 
del mismo orden. 

4.56. Demuéstrese que un cuadrado latino de orden p es equi- 
valonte a la tabla de multiplicación de un casi grupo *) dol mismo 
orden. h 

4.57. Demuéstrese que la tabla de multiplicar de un casi grupo 
оз un cuadrado latino. 

4.58. Calcúlense los permanentes de los cuadrados latinos cicli- 
cos de ordon 3, 4 y 5, compuestos por los olementos 0, 1, 2; 0, 1, 
2, 3 y 0, 4, 2, 3, 4 respectivamente. 

4.59. Calcúlense los permanentes de los cuadrados latinos del 
problema 4.51. 

4.60. a) Dispónganso 16 cartas superiores de cuatro palos de un 
modo tal quo ni los nombros do las cartas ni los palos se repitan ni 
en las filas, ni en las columnas, ni en los diagonales principales. 

b) ¿Se podrá hacer de tal талога que en este caso los colores 
de los palos se dispongan escaqueados? 

с) ¿Se podrá hallar, sin tener en cuenta la 
cartas on las diagonales principales, una ѕојисі 
colores se alternen en forma escaqueada? 

4.61. Tomemos un grupo aboliano de orden 9 que es un producto 
directo de dos grupos cíclicos de orden 3. A base de la tabla de multi- 
plicación de dicho grupo abeliano construyamos otra tabla de multi- 
plicar, sustituyendo la relación a-b = с por la а-с = b. ¿Será la 
tabla de multiplicar obtenida un cuadrado latino? ¿Será este cua- 
drado ortogonal al de partida? 

4.62. Constrúyase un conjunto completo de cuadrados latinos 
ortogonales de orden 3. 

4.63. El problema 4.62 para cuadrados latinos de orden 5. 

4.64. Hállese un conjunto completo de cuadrados latinos orto- 
gonales de orden 4. 

4.65. НАПопѕе б cuadrados latinos cíclicos, ortogonales de dos 
en dos, de orden 9. 

4.66. Constrúyanse dos cuadrados latinos по cíclicos de orden б, 
haciendo uso de los cuadrados latinos de orden 2 у 3. ¿Serán orto- 
gonales los cuadrados obtenidos? 


isposición de las 
, en Ja cual los 


1) Un conjunto Af con una operación binaria (o) se llama casi grupo, 
si las ecuaciones a o г = б с y > а = b tienen soluciones únicas para cua- 
losquiera а, b. 
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4.67. Muéstreso que р — 1 cuadrados latinos, que representan 
el conjunto completo de cuadrados latinos ortogonales de orden р 
(p es un número impar), son isomorfos entre sí. 

4.68. Domuéstrese que si p es un número primo impar, las matri- 
сез de orden р: 


Ar = (a) 
1]J=04.. pb k=1,2 


“Р—1. 


dondo а}! = ik + j (mód р), forman un sistema completo de cuadra- 
dos latinos ortogonales. 

4.69. Sea G un grupo abeliano de orden 8 que representa un pro- 
ducto directo de tres geupos cíclicos de orden 2. Sea H un grupo de 
automorfismos del grupo G tales que dejan inmóvil sólo la unidad 
del grupo G (por supuesto, a excepción del automorfismo idéntico). 
Empleando el grupo }/, constrúyase una familia de sioto cuadrados 
latinos ortogonales do'ordeu 8 que difieren uno de otro solamente 
en el orden do las filas. 

4.70. Sca С un grupo abeliano de orden р“ que representa un pro- 
ducto directo do а grupos cíclicos de orden р, donde р es un número 
primo. Demuéstrese que existe un conjunto completo de cuadrados 
latinos ortogonales de orden р“ que difieren uno del otro sólo en el 
orden de las filas (columnas). 

4.74. Sean = p% ... pa". Domuéstreso que existe una familia 
de min ((p% — 1) | ¿ = 1, . . ., п} do cuadrados latinos de orden л 
ortogonales dos a dos. 

El esquema se llama resoluble si los bloques pueden ser divididos 
en r conjuntos de tal manera, que en los bloques de cada uno de estos 
conjuntos cada elemento se encontrará exactamente una vez. Sca А 
una matriz de incidencia del bloque-esquema D. Entonces el bloque- 
esquema соп la matriz de incidencia A” so llamará dual al bloque- 
esquema D. 

4.72. Constrúyase una familia de cuadrados latinos ortogonales 
de orden 9, empleando el campo de Galois. 


$ 3. Sistemas de ternas de Steiner 
y juegos semejantes 


Se denomina sistema de ternas de Steiner do п elomentos tal juego 
de subconjuntos de dichos п clementos que 

a) cada subconjunto consta de tres elementos distintos; 

Ъ) cualquier раг de elementos se contiene en un y sólo en un sub- 
conjunto. 

Las ternas de Steiner existen cuando, y sólo cuando, п = 6t + 
+1227, о bien n =6 +3 >3. 
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Dos sistemas de ternas de Steiner se denominan ¡somorfos, si uno 
de ellos puede obtenerse del otro mediante una nueva designación 
de los elementos y una permutación de las ternas y de los elementos 
en las últimas, 

Se llama automorfismo de cierto sistema tal transformación que 
transfiere el sistema en sí mismo. Un conjunto de automorfismos de 
un sistema dado forma un grupo. 

Se denomina sistema de ternas de Kirkman a un sistema de ternas 
de Sleinor partido on tales grupos de ternas que cada uno de п ele- 
mentos figura en una y sólo una terna de cada grupo. 

Describamos el método de distinguir los sistemas de ternas de 
Stoinor no isomorfos. Sea A, un sistema de ternas de Steiner cons- 
truido en un conjunto Æ, y supongamos que х, y Є E, z y. Intro- 
duzcamos la designación 


Пр = (а, Brito, а, MEA стеу, Buh 
Un grafo Pyy, cuyo conjunto de vértices está гергезоп1айо рог ol 
conjunto Æ y el conjunto de aristas, por el conjunto I U TI, leva 
el nombro de grafo de entrelazamiento de los elementos z e y en An. 
Esto grafo representa un juego do ciclos disjuntos de longitud par. 
A él se la puede poner en correspondencia la especificación лу, = 
= (s, о. Sm), donde r; es ol número de ciclos de longitud 2s, 
en ol grafo Гу. La especificación л„, se denomina tipo de entrelaza- 
miento de z e y en el sistema A,. Es obvio que los tipos de entrelaza- 
miento son especificaciones de las particiones del número (п — 3/2 
en partes, cada una de las cuales no es inferior a dos. Donotemos 
con q == q (n) el número de tales particionos. 

Cuando п == 13, hay dos tipos posibles de entrelazamiento: 
Т, = (2, 3), Т, ). Cuando п = 15, hay cuatro tipos: 7, = 
= (23), Т, =(2, 4), Ta = (32), Т, = (б). Convengamos en numerar 
los tipos de entrelazamiento on el orden lexicográfico. 

Se denomina vector índice del elemento = en el sistema A, a un 
vector q-dimensional (t,, ta, ..., 14), donde t; significa el número 
de elementos еп Æ que tienen el tipo de entrelazamiento 7, con el 
elemento z. 

Al sistema A, se le puede poner en correspondencia la tabla 


а. 


Т comio 
ba ОЕА META 


donde 1, denota ol número de elementos en Æ que tienen en An 
el vector índice (KW, ..., 19%). Los vectores indice en Т (A,) so 
disponen еп ol orden lexicográfico. La tabla 7 (А) se llama T-tabla. 
Dos sistemas de ternas бе Steiner a los cuales corresponden las 
T-tablas diferentes по son isomorlos. 
Se llama sistema de grupos de pares П, de orden 2p tal partición 
del conjunto P (F) de рагоз no ordenados de elementos del conjun- 
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to F, | F | = 20, en grupos de pares que cada elemento de Р intor- 
viene exactamente en un par de cada grupo. 

Dos sistemas de grupos de pares Ia, y Па, de orden 2p, basados 
en los conjuntos Ё y Æ’, so llamarán isomoríos, siempre que exista 
una correspondencia biunívoca р: P +> Г", on la cual a Lodo grupo 
de pares de Flap le corresponde un grupo do pares de May. 

Sea Iau un sistema de grupos de paros ту, - - «y туз do orden 2p. 
El grafo Gij, de cuyos vértices sirven los elementos dol conjunto Р 
y do aristas, los elementos del conjunto т; U ту (i эё], 1 < ў 
X 2p — 1), representa, evidentemente, un modolo de ciclos disjun- 
tos de longitud par. El símbolo (у sim), donde 0<8 <<... 
‚.. < Sm, ri 22 0 para cualquier i = 1, .7., m, recibe el nombre 
de tipo de entrelazamiento de los grupos de pares t; y тр si en el grafo 

т 


буу están contenidos exactamonte гу ciclos de longitud 2sx у Ў) rash = 
© 


= pw. Los tipos posibles do entrelazamiento son, por consiguiente, 
especificaciones do las particiones del número p en partes, cnda una 
de las cuales no es inferior al número 2. 

Llamemos vector índice de un grupo de pares E en el sistema de А 
grupos de pares 15,, un vector (лү, Ta, ..., 24), en el cual ту denota 
el número de grupos de pares do este sistema que tienen ol tipo de 
entrelazamiento Т, con el grupo E. 

La especificación de los grupos de pares del sistema de В grupos 
de pares Пу según sus vectores Índices en este sistema la escribiro- 
mos en forma de la siguiente tabla 


donde у > 0 es el número de grupos de pares en Tiz, que tiene el 
vector índice (200, 259, .. ., д), mientras que los propios vectores 
mencionados están dispuestos en el orden de su crecimiento lexico- 
gráfico. r 

La tabla 7 (May) so denominará 7-tabla del sistema May. 

Dos sistemas de grupos do pares, a los que corresponden diferentes 
T-tablas, по sou isomorfos. Lo recíproco по es siempre cierto. 

4.73. Está dado un conjunto Æ de п elementos 1, 2, .. 
Fórmense las ternas de tal modo: 1 

a) que cada par de Æ se contenga a lo sumo en una terna y que el 
número de ternas sca lo más grande posible, n = 5; 

b) que cada par de Æ se contenga por lo menos en una terna y que 
el múmero de ternas sea lo más mínimo posible, п = 5; 

с) que cada par de Æ se contenga exactamente en una sola terna; 
n=. 
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4.74. ¿Existirá al menos un sistema de ternas de Steiner con т 
elemontos, si а) n = 95; b) » = 100; c) п = 105? 

4.75. Domuéstrese que el número de ternas en un sistema de 
ternas de Steiner do л elementos es igual a л (п — 1)/6. 

4.76. Demuéstreso que no existen sistemas de ternas de Steiner 
de п = 6k + 2 elementos. $e 

4.77. Compruébeso si son sistemas de ternas de Steiner los sil 
guientes juegos de ternas: 


A)J012 137 238 345 489 57b 679 
03b 14c 246 36c 4ab бас 68 b 
047 156 259 39e 780 
058 18а 27a 

06c 19b 2bc 

09a 

B) Oia 142b 23c 35a 46b 57e боа 
027 138 249 367 478 589 7a 
034 145 256 39b 4ac Soe 
05b 16c 28a 

068 179 

09e 

С) 014 129 238 346 45а 57 67a 
025 13a 247 35b 49b 59a 686 
03c 148 256 379 46с 

069 1660 28» 

lr iTe Dare 

08a 


4.78. ¿Qué ternas de las citadas en los pp. a) —d) deben agre- 
garse al sistema de ternas 1 2 3, 145, 167,25 6,247 
para obtener un sistema de ternas de Steiner: 


а) 234, 567 b) 346, 357; 
б 345, 36'7 4) 456, 123? 


4.79. Demuéstrese que para cada elemento de nn conjunto 
inicial el número de ternas de Steiner, en las cuales él está presente, 
no deponde de este elemento. Indíquese este número. 

4.80. Sea An un sistema de ternas de Steiner y А„, su subsistema 
do Steiner. Demuéstreso que a < (л — 1)/2. 

4.81. Demuéstreso que dos subsistemas de Steiner de un sistema 
de ternas de Steiner o bien no se intersecan, o bien su intersección 
es tambión un subsistema de Steiner. 

4.82. Constrúyase un sistema de ternas de Steiner para n = 7. 
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4.83. Dibújese un grafo de entrelazamiento de los elementos 
3 y 9 on ol sistema А) del problema 4.77. Indíqueso el tipo de entre- 
lazamiento de estos elementos, 

4.84. Calcúlese ol vector índice del elemento 3 en el sistema A) 
del problema 4.77. 

4.85. Escríbase toda clase de tipos de entrelazamiento de los 
elementos del sistema Ân en el caso de n = 19, 

4.86. Muéstrese que los siguientes sistemas de ternas do Steiner 
son  isomorfos: 


a) 123 Ъ) 123 
145 248 347 145 247 348 
167 256 359 469 168 256 359 469 
189 279 368 578 179 289 367 578 


4.87. Establézcase que los sistemas A) y B) del problema 4,77 
по зоп isomorfos. 

4.88. Establézcaso зі la pormulación a = (012345678%abc) оз 
о по es un automorfismo dol sistema В) del problema 4.77. 

4.89. Constrúyaso un sistema do ternas de Steiner рага п = 9 
elementos con grupo cíclico de automorfismos. 


4.90, Constrúyaso un sistema de tornas de Kirkman a baso de 
nueve elementos. 


4.91. ¿Cuántos grupos de ternas están contenidos en un sistema 
do tornas de Kirkman de л = 6% + З elementos? 
4.92. ¿Se podrá complotar un juego de grupos do- tornas: 
31 4 74 5154 9434 610 
62 5 82 9102 442 2 41 45 
9310133 414 3 511 3 712 
10 11 12 6 1114 6 8126 7154 813 
13 14 15 9 12 14 7 11 13 8 10 14 5 9 14 
hasta que se obtenga un sistema de ternas de Kirkman de orden 15? 
Indíquense los grupos que faltan. 
4.98. ¿Será un sistema de ternas do Kirkman el siguiente juego 
de grupos do ternas de los elementos: 
1231 471 54314 6 8 
4 562 510 2 4142 211 43 
10 11 12 6 11 14 6 7 15 4 10 45 
13 14 15 91215 8 10 14 5 914 
78 93 81433 911 3 712 
9 10 1 11 15 1 12 14 
7142 6 9 2 8 45 
5153 4143 610 
8 
2 


12 
4 5 
7 8 


115 812 4 913 
13 7110 13 5 711? 


Ф озю к= 


4.94. Domuéstrese que no existe un sistema de ternas de Kirk- 
man de л = 6k + 1 elomentos. 

4.95. Nuevo inspectores deben revisar durante cuatro dias 12 orga- 
nizaciones. Cada organización se controla por una comisión de tres 
inspectores en el transcurso de un día. ¿Cómo realizar el control de 
las organizaciones de un modo tal que todas ellas sean controladas 
por las comisiones, pero que en éstas no se repitan ni los pares ni 
las ternas de inspectores? 

4.96. Compruébese si son automorfismos del sistema del pro- 
blema 4.93 las siguientes permutaciones: 


a=(1,12) (2,7) (5, 15) (8, 11) (6, 10) (9, 13) 
P=(1,2,3) (4, 12, 7) (6, 10, 9) (5, И, 8). 


4.97. Demuéstreso que el grupo de automorlismos de un sistema 
de ternas de Кігктап es un subgrupo del grupo de automorfismos 
del correspondiento sistoma de ternas de Steiner. 

4.98. А partir de los elementos O, 1, 2, 3, 4, 5 fórmense 5 juc- 
gos de a 3 pares en cada ито, de nn modo tal que en cada juego sean 
distintos todos los elementos y en los diferentes juegos los pares no 
se repitan. 

4.99. Se requiero distribuir 8 examinadores entre 4 comisiones, 
а dos examinadores en cada comisión, de un modo tal que cada 
consecutivo en el transcurso de una semana (7 días) las compo: 
nes de las comisiones no se repitan. 

4.100, Sean los elementos 1, 2, ..., 2p los números do los ju- 
gadores. Los pares de jugadores que integran el primer grupo juegan 
en la primera jornada; los pares que integran el segundo grupo jue- 
gan en la segunda, etc. So necesita hacer el horario do los juegos para 
11 días por jornadas рага 2н = 12. Escríbase ol sistema de grupos 
de pares de 12 elementos para obtener la tabla ajedrecística. 

4.101. Sea dado un grupo de рагоз de elementos, por ejemplo, 


04 
2 2а 1 
3 2а 2 


¿Cuál de las permutaciones de 2p elementos (0 1 2 3... 2н — 1) 
у (0) (1 2 3... 2н — 1) dará un sistema de grupos de pares de 
tipo cíclico ')? 

ares se obtiene 


nación de 
праз de pares 


1) Un sistema de grupos de pares, en el que cada grupn de 
a partir del grupo anterior de pares con ayuda de nna misma 
elementos 0, 1, ..... 2н — 1. Ieva el nombre de 
del tipo cíclico. 


50378 65 


4.102. Determínese, calculando las T-tablas, si se tienen siste- 
mas isomorlos de grupos de pares de orden В entre los que siguen 


abajo 


nvierta el primero de los 


os de pares escritos más abajo en el segundo: 


4.103. Hállese una permutación que co: 


sistemas de grup: 


08 0 
5 
7 
6 
9 


07 
1 
2 
3 
5 


05 06 
y 
2 
3 
5 
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4.104. Pártanse los cuatro elementos 0, 4, 2, 


viéndose para Ја división de tres modos. Determines 
automorfismos del sistema obtenido. 

4.105. Determínese el orden del grupo de automorlismos del 
sistema obtenido en el problema 4.98. 

4.106. Muéstrese que un grupo de automorfismos de los sistemas 
de grupos de pares de tipo cíclico contiene un subgrupo cíclico de 
ordon 2p — 1 con el elemento generatriz 7, donde Г es cierta permu- 
tación del problema 4.101. 

4.107. Se tiene un sistema de grupos de pares de 4° orden de los 
elementos 4, 5, 6, 7: 


en pares, sir- 
e el grupo de 


G 75 74 
64 65 


que se obtenga un sistema de ter 


Continúese su construcción hast 
de Steiner para siete elementos, 

4.108. Constriyase un sistema de grupos de por 
siguiente cuadrado latino simétrico 


partiendo del 


2-шы у 


$ 4. Bloque-esquemas 


en bloque) es un sistema de subeon- 
juntos de un conjunto finito que satisface viertas condiciones liga 
das con la frecuencia de aparición de los pares de elementos del con 
junto еп los subconjuntos del sistema, El bloque esquema se define 
por un par de conjuntos (Y, 25), donde 


EL bloquesesquema (esq 


ES fé o Пее В ars i 
В E 


se Патап elementos del blaque-esque- 
ma, y los elementos del conjunto # reciben el nombre de bloques 
del! Dloque-esquema. El elemento a; y ol bloque H; son incidente 
si a; ЄЛ). El número | B; | de elementos, incid 

al bloque 8), se denota por А, y el número de bloques incidentes con 


Los elementos del conjunto 1 


es von r 
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relación al elemento ау, por r; Mediante As; se designa el número 
| {Br а: Є 8), oi € B;) |. 

Los números v, b, ri kp M (i 11 
зо llaman parámetros del bloque-esquema. q 
i=t, ... v, узі ky = k рага todos los ў = 1, ..., b, Y Au = А, 
entonces (У, B) es un bloqno-esquema incompleto equilibrado, o bien 
BIB-esquema. 

Supongamos que entre los números Aj (i, L= J, ..-., 0) se 
encuentran exactamente m diferentes: + «+ Am y que en los ele- 
mentos del conjunto У están introducidas m rolaciones simótricas de 
conexión de un modo tal quo se cumplen las siguientes condiciones: 

a) el conjunto V? de todos los pares de elementos del conjunto V 
se parte en m subconjuntos disjuntos Vi, Vi, .. ., Vi, con la parti- 
cularidad do que si (a, а) € V}, suele decirse que los elementos 
a y а' son j-conexos; 

b) | {B 2€B, а ЄВ), (а, а) EVI) 1 А 

с) | fa: da! (а, а) С) = nn i=l, 

d) | fa”: (a", a) EV}, ба", а) E Vi, (a, а) € VÂ) | = pho 
con la шан de que, on virtud de la simetría, ру = рж 
(i j, к= 1, . 

El bloquo-osquema con las propiedades a) . . . d) se Пата bloque- 
esquema. parcialmente equilibrado соп m tipos de coneziones o, simple- 
mento, PBIB(m)-esquema. Los parámelros del bloque-esquema están 
ligados mediante relaciones determinadas. Para los BUB-esquemas 
son válidas las igualdades 


er=kb, à (w — 1) =r (k — 1). (4.4) 


Para los parámetros de los PBIB(n)-esquemas son válidas las igual- 
dades (4.1) y las siguientes relaciones: 


m a 
È navi, Y Anm=r(k-4. 
Д fa 


El пу, ij 
PA 


n-i, i=j i jel, n m 
nph=nph=mp i jy k=A, a т. 


La matriz de incidencia de un BIB-csquoma satisface la relación 
matricial principal 


‚ ААТт.= (r —%)Ё HAS, (4.2) 


donde Е es la matriz unidad de orden v, y J, la matriz de orden v 
formada por unidades. La existencia de la (0, 1)-matriz qne satisfaco 
la condición (4.2) es una condición suficiente para la existencia de 
un BIB-esquema con los parámetros dados. Do (4.2) se deduce la 
desigualdad b>v. Un BIB-esquema, para el cual b = о (у, por 
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tanto, г = k) se Паша bloque-esquema simétrico, о bien (v, k, А)- 
configuración. 

4.109. a) Demuéstreso que si Ву, Ba, -... By son bloques de 
un BIB-osquema simétrico en el conjunto X = {д -.. Zoh 
ontonces para cualquier # los conjuntos 
Bu BiBa — Вів; s A, В, = В, 
forman en el conjunto Ñ — nse los pará- 


istirán Jos BIR-esquemas eon los 


iel ros: 


с) еф 


d) v = 36, „ kb, А0. 


4.112. ПаПепхе la base y el grupo de automorfismos de 
BIR-esquema con los parámetros: 


in 


a е r= 
b) ›=13, b=26, r=6, 
e) v =25, b= 100, r= 


4.113. Compruébeso la relación malri 
BID-esquema, donde D es: а) el (7, 3, esquema de) problema 
4.140, a); b) el (13, 4, I-esquema del problema 4.110, b). Escri- 
base para el esquema D la ecuación de incidencia en Та forma cuadrá- 
tica. 

4.114. Constrúyase un blo 

А 


al principal рага un 


-esquema con los parámetros y = б, 


o partiendo de las 


siguientes igualdados de incidencia: 
а) ДА. pia ath la +з 
b) Lit o Liai to ia) lla +. da, 


donde L= нул, j 2, ...‚ 9 y ny son los coeficientes de 
а 
la matriz de incidencia del BIB-esquema. 
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4.116. Establézcase el cumplimiento de la condición necesaria 
de existencia de los (о, А, A) B1B-esquemas simétricos: 


a) 21, 5, 4; Ш) 15, 7, 3; с) 19,9, 4 d) 29, 8, 2. 


4.117. ¿Cuáles de los cinco poliedros regulares (Letracdro, octae- 
dro, cubo, icosaedro y dodecaedro) son BIB-esquemas? Hálionse los 
parámetros de estos bloque-esquemns. 

4.118. Muéstrese la dualidad de los siguientes pares do bloque- 
esquemas: a) octacdro y cubo; b) dodecaedro y icosaedro. Muéstreso 
que ol tetraedro es autodual. 

4.119. Constrúyaso el bloque-esquema de PG (2, 2). 

4.120. Constrúyase la matriz de PHadamard partiendo de 
PG (2, 2). 

4.121. Determánense los parámetros de nn PBIB-csquema obte- 
culo de un conjunto de diferencias: а) 1,2, 3 (mod 5); b) 1, 3, 9 
mo 


d 13). 
4.122, Hállense las matrices de conexión de пп esquema: 


3478, 1234, 2367, 5678, 1256. 1458, 
%»=8,5 = 4,40. 1323, п. 


Determínense 447 y todos los B;B;- 
4.123. Constrúyase el PBIB-esquema de inversiones de un esque- 
ma residual obtenido a partir del siguiente BIB-esquema simétrico: 


12345 12678 1379X 148ХЕ 
1569%  236XE 2479Е 2589Х 
34689 35788 4567X 


соп los parámetros v = b = 11, г = К = 5, А = 2, Hállense los 
parámetros del PBIB-esquema construido. 

4.124. Constrúyase el (19, 9, 4)-esquema cíclico. 

4.125. Constrúyaso un B1B-esquema resoluble con v = Y, b = 12, 
И =A, k = 3 partiendo do ÆG (2, 3). ¿Cuál será el bloque-esquema 
ua: 

4.126. Constrúyanse el plano parċial (r, k, t) y el РВ1В(2)- 
esquema que le corresponde; hállense los parámetros de dicho blo- 
que-esquema y señáleso si éste posee la propiedad de resolubilidad: 


ar=3,k=4t=2 br=4k=5t=3 


4.127. ¿Cuáles de los siguientes BIB-esquemas con Jos pará- 
metros 0, b, г, k, А son resolubles: 

а) 9, 12, 4, 3, 1; b) 6, 30, 5, 3, 2; с) 13, 26, 6, 3, 1; d) 10, 
30, 9, 3, 2? 

4.128. Constrúyase un BIB-esquema D 2-rosoluble, si están 
dados un BIB-esquema D, con los parámetros v, = b, = 3, гр = 
= k, = 2,» = 1 y un BIB-esquema resoluble D con los parámetros 
va = 9, b, = 12, k, = 3, г, = 4 y А, = 1. Hállense los parámetros 
del esquema. Muéstrese que D es 2-resoluble. 
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4.129. Constrúyase un PBIB-esquema D 3-rosoluble, si están 
dados nn BIB-esquema D, соп los parámetros 0, = b, = 4, гу 
=k, 2 y un PBIB(2)-esquema resoluble con el esquema 
de conexión en forma del plano parcial (3, 4, 2) y con los parámetros 
б = 16, by=12,1,=3, К, = 4, А = 1,5, = 0. Delermínense 
МА parámetros del esquema construido. Muéstrese que D es 3-rrso- 
ШИ 

4.130. Se tienen tres circunferencias concéntricas dentro do las 
cuales están trazados tres diámetros. Muéstrese que si los puntos de 
intersección de los diámetros con las circunferencias se toman por 
elementos del bloque-esquema D y los propios diámetros y circunfe- 
rencias, por los bloques del mismo, entonces D es un PB1B(3)-esque- 

Hállense los parámetros de 0. ¿Será resaluble esto esquema? 
4.131. Resuélvase el problema 4.130 para el caso de cuatro cir- 
eunlerencias y cuatro diámetro 
Constrú ma de conexión у hállenso 
los pará metros Пе un PHRA) cuyos elementos son todos 

п, у los ше, 

А үй. (1.00) 
аја b)n = 4 
xión y cómo pueden estable- 
s elementos son ternas ordenadas 


поба más quo los conjuntos. (а, 1) 
е 1), donde z, y = 1, 
4.133. ¿Cnántos son los tipos de e 
corso en un PRIB-esquema en 


(5, 3: 0), ryan сую Е, п, 


у los bloques хоп nada más que los conjuntos (lr, y, 1)},. 
ren AE AOS e Door We ls o йр 
(п. у, 2))? 


lense v, буг, k, пу, hi рага n = 4. 


$ 5. Problema de Van der Waerden 


Se denomina cápsula convezo ile los puntos Po, Py, PER" 
el conjunto de puntos Д/ € R” que pueden ser representados en la 
forma 


Й i 
MY AP,, donde № А, = 1. 
Fa En 


Los puntos Por Pi o.a Pa ERY se Пашан independientes, 
ios vectores (P; — Py) som linealmente independientes (i= 


La independencia de los puntos Ж a PRE 
Аарона cito cuando F< Los puntas ри seee PAE 
ÈR" son independientes cuando у sólo cuando “le a condici 


Y МР, =0, $ А, = 0 se deduce que Lodos los A, son iguales a cero. 
zE 


"Supongamos que Pa Py, +. Py ER" son independientes, S 
Пата símplice con vértices en los puntos Pa, Ph. Ph a una cåp- 


di 


sula convexa de puntos Po, Р, ‚ Ру. Para cualquier punto M 
dispuesto en, tal símplico wna representación de la forma Af = 


= 2, MPi 5 м = 1, M>0 es unívoca (i = 0, 1, ..., А). Esto 


permite lamar el juego (Аъ, А, « « -, А) coordenadas baricóntricas 
del punto M. 

4.134. Supongamos que el punto ЛУ pertenece a una cápsula con- 
vexa de puntos Py, ..., Pa de R”. Entonces existen los números 


enteros no negativos 0 S ia < ў < ... < in y los números no ne- 
п n 
gativos Ar, А, + + + Arp tales que D Ar = 1, M == Y) AP ij. 
Ж ўа! Г] 


Una matriz A=/layli? se denomina dos veces estocástica, si 


para cualesquiera i, j se cumplen las condiciones а 22 0, 
ч ч 

D а= Ў ау= 

ЕП =. 

4.135. Demuéstrese que el producto de las matrices dos veces 
estocásticas es una matriz «dos veces estocástica. 

4.136. Demuéstrese que el permanente de una matriz dos veces 
estocástica no es superior a 1, y es igual a 1 cuando y sólo cuando Ja 
matriz es conmutable, 

4.137. Demuéstrese que para las matrices cuadradas A y B de 
un mismo orden con elementos no negativos se verifica la desigualdad 
per (А + В) > per A + por B. 

4.138. Demuéstrese que el permanente de una matriz dos veces 
estocástica es superior a cero. 

4.139. Pruébese que para cualquier matriz dos veces estocástica 


б 
А de orden n se verifica ol desarrollo A = У) АР, donde P; son 
A 


à 
matrices conmutables, A; > 2 м=1 (kn? п 1). 


4.140. Muéstresc que sobre un conjunto de matrices cuadradas 
de orden т, en las cuales la suma de elementos de cualquier fila o de 
cualquier columna es igual a 1, so puede, introducir la estructura de 
un espacio lineal de dimensión (n — 1)%. 


4.141, Demuéstrese que para cualquior matriz dos veces esto- 


һ 
cástica А de orden л es válido el desarrollo А = ХАР, Чопде Р; 
= 


x 
son matrices conmutables, A; > 0, NA = 1 (k< r? — 2n + 2), 


4.142. Demuéstrese que el permanente de una matriz dos veces 
estocástica de orden п es superior o igual а (n? — 2л + 2)”. 
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4.143. Sea S (д, - . - Za) mn polinomio simétrico de las varia- 
Мез т, - - ., Zn, lineal con relación a cada una de sus variables 


o= {шь of. 


Demuéstrese que 


min (л, ..., ла) = min 
а акса 


ade 


PAN 0 


4.144. Determínese el valor mi «presión ш" + y? + 
+ 2% + 3ayz, siendo limitados los valores de z >0, y >0, 2 >0, 
а ме йр 

4.145. Demuéstrese que el m 
dos veces estocástica do orde 

4.146, ¿So podrá representar el permanente de una matriz dos 
veces estocástica de orden n > 4 en forma de ina función que sea 
simétrica respecto de los elementos de cada fila? 

4.147. Supongamos que una matriz dos veces estocástica A es 
tal que su permanente tiene el valor mínimo entre los permanentes 
de todas las matrices dos veces estocásticas del mismo orden. 

a) Demuéstreso que si todos los elementos de la matriz A son 
positivos, entonces per A => п!/п", donde т es el orden de Ја ma- 
triz A. 

b) Muéstrese que la matriz 
de una recta de otras dos n 

4.148. En un caso parti ndo n = 3, obténgase la de- 
mostración directa (sin emplear la desigualdad de Cauchy—Bnnia- 
kovski para el espacio de Minkowski) de la siguiente desigualdad de 
Alexándrov —Egóryche: 


nimo del permanente de una matriz 
s igual a 2/9. 


А no puede ser representada en forma 


am- 
РЕ 
ти анаа 
а а 
У per eh 
a ann 


donde uin >0, ауу son, para 1 <j <n — 1, números reales arbi- 
їгагїоз. 

Еп la desigualdad se logra el signo de igualdad cu 
cuando para cualesquiera ¿=1, 2, ..., n se cumple 1 
аһ = Min. 


ndo y sólo 
gualdad 
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Empleando esta desigualdad, С. Р. Egórychev demostró en 1980 
el siguiente teorema (solución positiva del problema de Van der 
Waerden): el mínimo del permanente de nna matriz dos veces esto- 
cástica de orden » es igual a m1/n” y se consigue en un punto único, 
a saber, еп una matriz cuyos elementos son todos iguales а 1/n. 

Aún antes, en 1979, este hecho (sin unicidad) fue demostrado por 
D. E. Falikman. La demostración completa de la desigualdad y la 
solución del problema de Van der Waerden se aducen en {1}. 


CAPITULO Y 


METODOS GEOMÉTRICOS 


$ 1. Interprefaciones 
y problemas referentes a los grafos 


En forma gencral un grafo puedo definirse como una totalidad 
dol conjunto Й (de vértices) y la aplicación œ del conjunto V х V 
en ello conjunto M (el signo X es el indicio de un producto carte- 
siano). 

Los pares (a, b) E х V, para los cuales о: (a, b) > O, se dono- 
minan aristas. Cuando a (a, b) 2 1, la arista (а, 0) se denomina 
múltiple (o paralela), y el grafo С, que contione aristas múltiplos, 
so llama multigrafo; el número a (a, b) Neva ol nombro de multi- 
plicidad de la arista. Si Vía, b): æ (a, b) < 1, so dico que ol grafo 
está privado de aristas múltiplos. 

Si | V | = п es un número finito, el grafo se Пата finito, mien- 
tras que п se denomina orden del grafo. 

Si Vía, b) EV X V: а (a, b) = © (b, a), el grafo С es no orien- 
tado. De lo contrario, so denomina orientado. Si Ya € V: о (a, а) = 
= 0, snele decirse que el grafo G no tiene bucles. 

So denomina subgrajo С (V, а) а un grafo С, (Vy, œ) tal que 


И SV, Vía, b) €V, X Vi: a, (a, b) Є10, a (a, b)l. 


Un grafo finito no orientado sin bucles y aristas múltiples se 
Hama grafo simple (o simplemente grafo). El grafo se defino por ol 
juego de dos conjuntos V, X, dondo X сє Y x V, con la particulari- 
dad de que X= (а, ЄР Xx Via (a, b) =1) V (a, b) € 
ЄХ: (b, а) ЄХ, Va € V: (a, a) 4 X y este grafo es cómodo expre- 
sorlo en un plano en forma de cierto conjunto de puntos (vértices), 
algunos de los cuales están unidos medianto aristas. 

Los vértices a, b € V del grafo G (V, X) se denominan adyacentes, 


si (a, b) € X. El vértice a y la arista (b, с) € X зе llaman incidentes, 
si a=b ó a =c¢. El número | X | lleva el nombre de dimensión 
del grafo. 


Se denomina matriz de adyacencia А = (a;;) del gralo G (V, a) 
con | V | == п la (п X n)-matriz, en la cual а,у = а (ау, ау), donde 
a a EV. 

Sea G un grafo simple orientado con | V | =n y | X | = m. La 
matriz de incidencia B = (b; del grafo orientado С зе Пата tal 
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(n x m)-matriz, cuyas filas corresponden а los vértices y las colum- 
nas a los arcos, que 
1, si el vértice a; es incidente a la arista 
EX y у= (а, аһ); 
P si el vértice a; es incidente a la arista 


0 
IEX y зу= (а. п); 


| 0, on caso contrario 


(aquí ar es ciorto vértico del grafo G). La matriz de incidencia do 
un grafo no orientado G so determina do manera análoga, а excepción 
de que todos los elementos iguales a — 1 so sustituyen por los igua- 
les a +4. 

Una sucesión alternativa do vérticos y aristas as, (Lp, 01), а, - 
‚ (@n-i» аһ), а» del grato С, donde ap, a; ЄЎ, (aii, a1) ЄХ 
yi = 1, 2, ..., п, so Пата cadena si loras sus aristas son diferon- 
tes, y cadena. simple, si todos sus vérlices (y, por consiguiento, tam- 
bién sus aristas) son distintos. La cadena se llama cerrada si ap == an. 
Una cadena cerrada simple se lama ciclo, y cl número de aristas en 
la cadena, longitud de la cadena. Designemos рог Cn el grafo que 
consta de un ciclo de longitud л, y por Pa una cadena simplo de 
longitud т — 1. Se llama cadena hamiltoniana (respectivamente, 
ciclo hamiltoniano) a un cielo simple (respectivamente, cielo) que 
contiene todos los vértices del grafa G. El ciclo que contiene todos 
los vértices y todas Jas aristas del grafo G se llama euleriano. El 
grafo С es hamiltoniano (respectivamente, euleriano) si contione el 
ciclo hamiltoniano (respectivamonte, ewleriano). 

El grafo С se Пата сопехо si cada par de sus vértices está unido 
por una cadena simplo. El subgrafo conexo máximo del grato С 
se denomina componente de concxión de éste. 

So llama grado del vértice e € V un número dega = | {b € 
EV: (a, b) € д) ‚ Si Va Є И: deg a = d, el gralo so llama homo- 
géneo (o regular) de grado d. 

Si en el grafo G se tienen /; vértices de grado і, Ja expresión 
(2%... nën) se denomina distribución de los vértices del grafo G 
en grados. A 

El grajo completo K, so llama grafo simple sobre n vértices, en 
el cual cada par do vértices es adyacente. Se denomina clique de 
grajo G al subgralo completo máximo de éste. El grafo bipartido G 
es un grafo, cuyo conjunto de vértices V puedo ser partido en dos 
subconjuntos V, у V, de tal manera, que cada arista del grupo G 
une los vértices de los diferentes subconjuntos. Si el grafo G contiene 
todas las aristas que unen los subconjuntos V, y Y, entonces tal 
grafo se Jlama bipartido completo. Si en este caso | У, | = л y 
Í V, | = m, escribiremos С = Kp.m. Sean С, y G, grafos arbitrarios 
sobre los conjuntos de los vértices Ў, у Va, respectivamente. Se llama 
producto cartesiano G, X G, de los grafos G, y С, a tal grafo sobro el 
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conjunto de Jos vértices Y, = V, х Va, que dos de sus vértices 
(a, y az) y (b, y b) son adyacentes cuando y sólo cuando o bien 
a, = b, y el vértice a, es adyacente a б, en ol grafo Ga, o bien a, = 
= б, y ol vértice a, es adyacente a 0, en ol grafo бү. Supongamos que 
V, AV, = Ø. Entonces el grafo sobre el conjunto de vértices 
Y, U У, cuyos conjuntos de aristas contienen todas las aristas de 
los grafos G, y ба, así como Lambién todas las aristas del tipo (a, b), 
donde a € V, y b € Va, se denomina unión de los grafos G, y G, y se 
designa рог бү + бу. Se llama subgrafo de esqueleto el subgrato del 
gralo G que contiene todos sus vérlices. 

Sea G un grafo simplo arbitrario con la arista е = (a, b), La eli- 
minación de la arista e de G conduce al grafo de esquelelo que con- 
tiene todas las aristas del grafo С, a excepción de e, сз decir G — e 
es ol subgralo máximo del grafo С, que no contiene e. Por otra parte, 
si a y b ло son vértices adyacentos del grafo G, la adición de la arista 
e = (а, 0) conduce al grafo I =G 4-е en el mismo conjunto de 
vértices л, tal que 17 — e = С. Sea С el grafo con arista е = (a, b). 
Designemos por С/е ol grafo obtenido de С mediante el estrechamiento 
de la arista e, сз decir, por identificación de los vértices adyacentes 
a y b, о, Јо mismo separando a у b con la siguiente adición de un 
nuovo vértice с, adyacente а todos los vértices del grafo G, que han 
sido adyacentes a а, о bien а b. 

El complemento © del grafo G es un grafo sobre el mismo conjunto 
de vértices que el grafo С, y dos vértices en G son adyacentes cuando 
y sólo cuando ollos no son adyacentes en G. 

El grafo G se llama planario, si sus vértices y aristas pueden dis- 
ponerse en un plano de tal modo que las aristas no se inlersoquen. 
Un grafo quo no contiene ciclos se denomina bosque. Un árbol es 
un grafo conexo sin ciclos (circuitos). El árbol radical tiono un vórtice 
(raíz) quo so destaca entre los demás. El subgralo do esquelolo del 
grafo conexo б, que es un árbol, se Пата esqueleto. 

El gralo G: (V,, X,) se denomina isomorfo al grafo Gs (Va Xy) 
(la designación es: G, = G,), si existe una aplicación biunivoca 
Ф: И > V, que (а, b) € X, cuando y sólo cuando (р (a), ф (5) Є Xa 
pora cualesquiera a, b Є И. En este caso la aplicación p se Пата 
isomorfismo de los grafos G, y Ga. 


п Юм a 


Pig. 54. 


8.1. ¿Son isomorfos los grafos de las figs. 5.1...5.0? 
5.2. Supongamos que р es un isomorfismol de los grafos 


б, (Ya Ху) уб. (Va Xa), que | V, | = | V, | єп, А, y 42 son las 


7 


matrices de adyacencia de los gralos G, y С, respectivamento, y que 
P = (pi) es la (п х m)-malriz tal que 


f si p (a; =b), donde ЄЎ, у d,€ Va; 
РИ 00, en el caso contrario 


_ Сопуепсотве de que P es Ja matriz de cierta k-permutación у 
PYA,P = Az, donde Р? es una matriz transpuesla а P. 


G X 


Fig. 5.2. 
a) d) c) 
Fig. 5.3. 


5.3. Demuéstrese que sí los grafos G, y б, son isowmorfos, sus 
matricos de adyacencia tienen valores propios iguales. ¿Es justa la 
afirmación inversa? 


1 
7 2 
в з 
6 4 
a) 


») 
Fig. 5.4. 


5.4. Demuéstrense las siguientes afirmaciones: 
a) la suma de los grados de los vértices del grafo G es igual al 


número duplicado de sus vértices; А 
b) еп cualquier grafo el número de vértices con grados impares 


es par; 
с) cada grafo cúbico (es decir regular de grado 3) tiene un número 


par de vértices. 
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5.5. Sen B una matriz do incidencia de un grafo simple по orien- 
tado. Demuéstrese que su matriz de adyacencia А se obtiene de 
BB” por sustitución do todos los elementos en la diagonal por ceros. 
Hállese el rango de la matriz 8. 


ries 


5.6. Demuéstrese que cada minor de la matriz de incidencia del 
grafo orientado G sobre n vértices es igual a 1, —1 0 0. Es cierto 
quo su minor de orden (r — 1) se diferencia de O cuando y sólo 
cuando las columnas de este minor corresponden a las aristas del 
esquoleto del grafo G. 

5.7. Domuéstrese que el grafo es bipartido cuando y sólo cuando 
so cumple una de las siguientes condicione: 

a) todos sus ciclos son de longitud par 

b) para cualquior número impar п todos los elementos diagonales 
do la matriz A" son iguales a cero. 

5.8. Domuéstrese que un grafo simple finito es euleriano cuando 
y sólo cuando es conexo y todos sus vértices tienen un grado par. 
Constrúyanse 4 grafos eulerianos no isomorlos de orden 5. 

5.9. Demuéstrese la siguiente afirmación: 

a) si p>3 y dega + deg b> р para enalquier par a y b de 
vértices по adyacentes del grafo G, entonces G es un grafo hamil- 
toniana; 


b) si p>3 y dega>L para cualquier vértice a del grafo б, 


entonces G оз un grafo hamiltoniano; 

c) en cada gralo hamiltoniano cúbico existe por lo menos tres 
cielos hamiltonianos diferentes. 

AN. ais ios Муас Коо hay en dos grados 


bipartidos completos Kss y Kaa? А ў 

5.11. Dese un ejemplo de un grafo que sea: culeriano y hamilto- 
niano; b) euleriano, pero no hamiltoniano; с) hamiltoniano, pero по 
euleriano; d) no euleriano y no hamiltoniano 


5.12. Muéstrese que un grafo con n vértices, cuyo número de 
aristas es superior a (т — 1) (п — 2)/2, es conexo, 

5.13. Muéstrese que para todo £ natural existe un grafo cúbico 
són n = Gt vértices, у cada vértice pertenece a un у sólo un trián- 
gulo. 

5.14. Muéstrese que para todo п =6t +4 (0 2> 1) existe un 
grafo cúbico de n vértices y cada vértice del grafo, a excepción de 
uno, pertenece a un y sólo un triángulo. 

5.45. ¿Existe un grafo simple finito en el cual no haya dos vérti- 
ces con grados iguales? 

5.16. ¿Existe un grafo con la siguiente distribución de vértices 
en grados? а) (2931415972); b) (293405973)? 

5.17. Supongamos que un grafo simple С tiene la distribución 
de los vértices en grados (1%3'42). Málleso la distribución del gra о G. 

5.18. Sean G, y б, unos gralos regulares de grado K, y Kaf res- 
pectivamente. ¿Es cierto que los grafos G, X Ga y бү + бу воп tam- 
bién regulares? 

5.19. Demuéstreso la eq 

a) С os un árbol; 

Db) cualesquiera dos 
cadena; 

e) el grafo G es conexo, pero la separación do cualquiera de sus 
aristas lo hace no conoxo; 

d) la adición do cualquier arista nueva al grafo G conduce a la 
aparición exactamente de un ciclo. 

.20. Indíquese el número de componentes conexos de un hosque 
que tiene 76 vértices y 53 aristas. 

5.21. Demuéstronse las siguientos afirmaciones: 

а) G, X бу = бу X бу, 

b) el grafo G, X G, es conexo cuando y sólo cuando es conexo 
por lo menos uno de los grafos С, y бу; 

с) el grafo G, X б, contiene subgrafos isomorlos a бу у бз. 

5.22. Hállese la distribución de los vértices en grados en el grafo 
G, X Py. Ropreséntose gráficamente озіе grafo. 

5.23. ¿Es cierto que: a) б, +G, = Gi + Gs b) Ĝi X G, = 
= бу X б? 

5.24. El grafo autocomplementario es un grafo isomorío a su 
complemento. Dense ejemplos de grafos autocomplementarios para 
4, 5 y 8 vértices. Demuéstrose que cada grafo autocomplomentario 
tiene ån б 4n +41 vértices. 

5.25. Sea А una (п X n)-matriz simétrica соп ceros on la diago- 
nal principal, en cada fila de Ja cual se oncuentran 2k + 1 elementos 
no nulos. Demuéstrese que n es un número par. 

5.26. Se denominará grafo de las n-permutaciones a un grafo 
cuyos vértices son todas las permutaciones de elementos de un n-con- 
junto, y dos vértices son adyacentes cuando y sólo cuando uno de 
ellos se transforma en el otro por transposición de dos elementos. 


ivalencia de las signiontes afirmaciones: 


юв en С están unidos por una sola 


EJ 


Indíquense el orden, la dimensión y el grado de cada vértice del 
grafo de las n-permutaciones. ¿Será el grafo regular? Exprésese en 
un plano el grafo de las 3-permutaciones. 

5.27. Sea С un grafo de n-permulaciones y n > 3. Оошибзітеѕв 
que С contione una cadena hawiltoniana y no es un grafo planario. 

5,28. Sea M un mn-conjunto y supongamos que А (М) es una 
totalidad de todas las particiones de M en m-conjuntos. Las parti- 
ciones Ry, R, de Д (M) se llamarán ortogonales, si Ја intersección 
de cualesquiera dos componentes, uno do los cuales se toma do R, 
y el otro de Йу, contiene a lo sumo un elemento. Un grafo con el 
conjunto de vértices А (М), cuyos dos vértices R, y Йу son adyacen- 
tes cuando y sólo cuando /?, y Л, son ortogonales, so denomina grafo 
de (т, m)-particiones ortogonales. Determínenso el orden y la dimen- 
sión del grafo de las (т, n)-particiones ortogonales рага m < п. 
{бө esto grafo regular? Si es regular, indíqueso la potencia de regu- 
aridad. 

5.29. Muéstreso guc el orden del clique en el grafo de (m, n)- 
particiones ortogonales до sobropasa el número [(ma — 1)/(m — 1). 

5.30. Indíquese el orden del clique y constrúyase cl mismo: 

а) en ol grafo de las (2, 3)-particionos ortogonales; 

b) en el grafo de las (3, 4)-particiones ortogonales. 

5.31. Se denomina cubo de Boole Qm do dimensión т un grafo cuyos 
ез ostán representados por los vectores m-dimensionales de 

ceros y unidades, con la particularidad de que dos vectores зотојап- 

tes son adyacentes cuando y sólo cuando se diferencian en un сот- 

ponente. 

Ретибзігеѕо que Qm ез nn grafo hamiltoniano conexo. 

5.32. Existe un grupo de n individuos y hay п obras. Cada miem- 
bro del grupo puede realizar sólo algunos de las obras mencionadas. 
Se necesita llenar todos los lugares de trabajo con obreros califica- 
dos. ¿Será suficiente para ello quo cada miembro del grupo pueda 
realizar un mismo númoro 0 < < n de obras (diforentes) y cada 
obra pueda ser efectuada рог К individuos? 

5.33. Hay п personas у cada dos de ollas tienen oxactamente un 
conocido. Muéstrese que en с] grafo de los conocidos'existe"al menos 
un triángulo y no existo ningún С,. 

5.34. Muésirese que el número de particiones de un N entero 
өп з partes do un modo tal quo la parte mayor es igual а m, equivalo 
al número de particiones de M en т partes do tal modo que la mayor 
parle es igual а л. 

Sea А un cuadrado latino de orden 6. Determinemos dos grafos 
Aa y As, que tendrán por vértices las filas y las columnas del cua- 
drado latino A, respectivamente, con la particularidad de que dos 
vórtices son adyacentes, si uno de los vértices se puede pasar a otro 
con ayuda de una permutación del siguiento tipo: 
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Las aristas que corresponden а œ se representarán en la figura 
mediante las que corresponden a В, a traves de ----, las 
que correspon: ел a ү, por y ô, mediante 

5.35, Dibújense los grafos de los siguientes cuadrados latinos: 


123456 123654 123456 
214365 216345 234561 
351624 В: 345216 С: 351624 
462513 432564 465132 
536142 561432 546213 
645231 654123 012345 


5.36. Hállense Jas permutaciones de filas, columnas y elementos 
que convierten el cuadrado latino A си el cuadrado latino B (рго- 
blema 5.35). 

So llama automorfismo del grafo С el isomorfismo « dot gralo G 
consigo mismo. 

5.37. ¿Es cierto que cada automorfismo «p del grafo С os una per- 
mutación del conjunto de vértices del gralo С que conserva la adya- 
cencia de éstos? Compruébese que todos los automorfismos del gralo 
G referente a la operación de composición de las aplicaciones, forman 
un grupo. ¿Cómo están relacionados entre sí los grnpos de permuta- 
ciones en л elementos y automorfismos del grafo С con el conjunto 
do los vértices V, donde | У | = п? 

5.38. Hállese el а de automorfismos de los siguientes grafos: 
а) Kn; b) Кыл; б) Р, + Pa, si los vértices do P, son los números 
3 y 5 y de рь 1,2у4;4) Ža + Cy si los vértices de X, son los nú- 
meros 3 y 4, y de С, 1, 2, 4 y 5 

5.39. Hállenso todos los 'grafos, | сол el número de vértices infe- 
rior o igual а 6, tales que su grupo de automorfismos sea trivial. 

5.40. Sea G un grafo que consta de dos componentes conexos, uno 
de los cuales es Ka, y otro, Km. Hállese el grupo de automorfismos 
del grafo Н, si: а) H =G y m n; b) Н =G y m = n; c) m =n 
у Н ез un grafo conexo, obtenido de G por adición de aristas de tal 
шапега, quo cada vértice del primer componente está unido con el 
único vértice del segúndo componente y viceversa. 

5.41. Se denomina epimorfismo de un grafo sobre otro grafo a una 
aplicación sobreyectiva del conjunto de vértices del primer gralo 
sobre el conjunto de vértices del segundo, con la particularidad (е 
que dicha aplicación conserva la relación de adyacencia. Muéstrose 
que existe el epimorfismo del grafo K, + С, sobre Cy. 

5.42. Se da cierto BIB-esquema. А todo elemento del conjunto 
pongámosle en correspondencia un vértice del grafo. Unamos dos 
vértices mediante una arista cuando y sólo cuando el par correspon- 
diente pertenece по а cada bloquo del BIB-esquema. Dese la inter- 
pretación del BIB-esquema оп términos de la teoría de los grafos. 
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5.43. ¿Cuáles son los parámetros del BIB-esquema, correspon- 
diente al gralo K, + C,? ¿Existirá el cpimorfismo del B1B-osquema 
sobre el bloque-esquema рага v 

5.44. Demuéstrese que existen los epimorfismos del grafa С, + 
+C, sobre los grafos Р,, K, y С. 

5.45. ¿Corresponderá el conjunto de subgrafos del tipo del grafo 
С, + С, del BIB-osquema? Dese la generalización del B 1B-esquema 
para este caso (véase problema 5.42). 

5.46. ¿Formarán los subgrafos del tipo P, х Р, del grafo C, + 
+C, un BIB-esquema generalizado. 

5.47. Constrúyaso la tabla rectangular a partir do elementos de 
cinco tipos de una manera tal que los segmentos que unen los cle- 
mentos iguales formen un retículo cuadrado. 

5.48. Un plano está cubierto con unos hexágonos de л colores 
do un modo tal que los centros de los hexágonos de un mismo color 
forman los vértices de un retículo formado por triángulos regulares 
iguales. ¿Para qué número de colores será posible Lal construcción? 

5.49. Un grafo, de cuyos vértices sirven Lodos los -subconjuntos 
Чо cierto -conjunto, y dos k-subconjuntos están unidos por una arista 
cuando у sólo cuando su intersección contiene exactamente / ele- 
mentos, lleva el nombre de (п, Ж, d-grafo. Determínenso el orden 
y la dimensión del (л, k, I}-grafo, ¿Se o grafo regular? 

5.50. Hállese el número cromático de los siguientes grafos: 
a) Kni b} Km.ni с) árbol 7: d) grafo de n-permutaciones; e) cubo 
booleano Qm; 1) ciclo Cp. 

5.51. Hállese el número cromático de un grafo obtenido de Kn 
por supresión de: п) una arista; b) dos aristas; с) tros aristas que for- 
man un triángulo. 

5.52. Hállese у (Ọm + с) рага т 2> {. 

5.53. Demnéstreso que у (G X Pa) = у (С), para un grafo arbi- 
trario G con aristas, 

5.54. Indíquese un grafo сй 
cromático sen igual а 4 
Se Пата a-transformación del grafo С la 
quiera dos de sus aristas (a, b) y (с, d) no adya 
aristas (a, с), (b, d) ó (a, d), (b, с 

5.55. ¿Varian los grados de los vértices del grafo G cuando tic- 
nen Jugar las e-transformaciones? Constrúyase en la fig. 5.7 con 
ayuda de Таз a-transformaciones, el grafo J7 sin triángulos a partir 
del grafo С. Hállese x(G) y x (H). 

5.56. ¿Se podrá obtener mediante las «-transfor 
tir de un árbol, un grafo conexo que no sea árbol? 

5.57. Constrúayanse todos los grafos que se obtienen a partir 
de un grafo cúbico expuesto en la fig. 5.8, empleando las -transfo 
maciones. 

Se denomina distancia entre los vértices a y ё del grafo G la mini- 
ma longitud de una cadena simple que nue e y б en el grafo G. Se 


ico de 1004 vértices 


nyo número 


ución de cuales- 
centes por dos novas 


ciones, a par- 


ES] 


llama matriz de distancia del grafo G sobre n vértices la (п X п)- 
matriz D dij), en la cual dı; son iguales a la distancia de a; a 
ay; si los vértices a; y a, yacen en distintos componentes conexos del 
gralo б, entonces d = со. 

5.58. Hállese el número de diferentes cadenas más cortas entro 
dos vértices del grafo Qm que sean distintas оп 1 componentes. 


Fig. 5.7. Fig. 5.8. 


5.59. Escríbaso la matriz do distancias para los siguientos gra- 
fos: a) Ку b) Cy с) С, X Ka 
5.60. Sea P (G; A) un número de diferentes -coloraciones del 
grafo б. ¿Será cierto que P (G; у (6) >0 y 
Р (б, A) =0 para todo A < y (G)? 
5.61. Domuéstrose que si G es un grafo 
simple y e, su arista arbitraria, entoncos 
Р (G; A) == Р (G — e; A) — Р (Gle; А), donde 
G — е y С/е son los grafos obtonidos de С por 
Fig. 5.9 eliminación y contracción de la arista e, res- 
с pectivamente. 

5.62. Sea G un grafo simple arbitrario 
sobre п vérticos obtenido del grafo К, рог climinación do las 
aristas €,, ез, + ек. Supongamos que б, = Kn, Gi = G 
y б! == (11/61, donde і == 1, 2,..., k. Es ovidento que 
Demuéstrese que 


—t, 


Gh 


Й 
PG №= (К: + PG N. 


Hállense Р (Kn; A) у Р (G; A) para ol grafo G representado en la 
fig. 5.9. ¿Se podrá pintar do un modo regular en dos o tres colores 
los vértices del grafo G? 

Р (G; A) se denomina, según consideraciones evidentes, polino- 
mio cromático del grafo б. 


5.63. Sea P(G; А) = У) aA un polinomio cromático del grafo 
£s 


G con el conjunto de vértices V (С) y el conjunto de aristas Е (G), 
y supóngase que бү, . . ., Съ son sus componentes conexos. Demués- 
{гезе que: 

arn=|V(G)l y a. = 1: 
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b) an = — | E (G) l: 

c) aa K 

d) P(G; a 1206; 2); 

e) a, = 0 рага todo i< k. 

¿Es cierto que si un polinomio satisface las condiciones a) ... е), 
entonces es cromático? 


” 
5.64. Sea Р(С; А) = У) а}! un polinomio cromático grafo G 
E 


y sea n= |V (G)|. Domuéstrese que 
a) la sucesión а, az, - - -, ак, An = 1 es de signos alternados; 
аа 
b) si С ев un grafo conexo, entonces lay] alia 4): 


ES 
daS S- mp, es el número de subgrafos engendrados 


del тай с" "con k componentes conexos y j aristas, 
5.65. Demuéstrose que el y 
cuando y sólo cuando P (G; А) 


cos es nn árbol 


= АА — 


$ 2. Problemas enumerativos en los grafos 


5.66. Analicemos 8 clases de grafos con vértices marcados. Cada 
una de estas clases se define prefijando los parámetros а, В y y 
toman los valores 0 0 1; llamemos (a, В, y)-grafos a sus elementos. En 
este caso, si а = 0, so analizan los grafos sin bucles; si, en cambio, 
a = 1, los bucles se admiten; зі B = 0 los grafos sin 
aristas paralel: i si y = 0, so analizan 
los grafos no orientados, en cambio, si y = 1, se introduce la orienta- 
ción de las aristas. 

Denotemos соп gany (л, k) el número de (а, ф, y)-grafos con n 
vértices y k aristas. Demuéstrense las siguientes fórmulas: 


Baso tt № MOZA nta. (cepo), 


(= ча 1) 


Кола (т, К) = 


tuala = A 


Boos (n, k)= pem, 
Eros lo, k)= (2), 


тыз, = ("" бк 


кыз. 0 UE) 
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¿Cuál es el número máximo de агізіаѕ que puede tener un (а, В, ү)- 
grafo? 


5.67. Sea СЕ, (0) = Y ganrt К), 
КЕП 


n = 4, 2, 3, . . . Aquí, el límite superior de sumación (véase el pro- 
blema 5.66) es finito, зі P = 0, y оз igual a n (п — 1)/2 cuando 
a = 0, y =0; a n(n + 4)/2 cuando a =1, y =0; a n(n — 1) 
cuando a = 0, y = 1; a п? cuando a = 1, y = 1, y, por fin, os igual 
a оо, siempre que $ = 1. Por definición (y por el sentido) pongamos 
Ba. (n, К) = 0, si k es mayor que la frontera superior (determi- 
nada en el problema 5.66) para ol número de aristas en el (æ, 0, ү)- 
grafo. Por eso el límite superior de sumación respecto de le puede con- 
siderarse en todo caso igual a co. 
Demuéstrese que 


Соц) "еә, С (0) = (1 yy rn, 
о) (Hee, Gha E, 
Eo = (тео, (1 roma, 
GMa Y, (or 
5.68, Sea cany (п, k) el número de (æ, B, y)-grafos conexos 
con п vértices marcados y l aristas. Suponemos сш, = 0, si К 


es mayor que la frontera superior determinada en о] probloma 5.66. 
Demuéstrese la relación recurrente 


п луд 
ginti, | т) (141, т) в(п—1, k—m) (5.4) 


(fórmula de Hilbert). Соп el fin de simplificar la notación en (5.1) 
están omitidos los índices с, В y y. 

Las condiciones iniciales son Jas siguientes: g (0, 0) = 1 y 
4 (0, k) = O, si k >O (por acuerdo); с (1, 0) =1 y с (n, 0) =0, ві 
п > 1 (según ol sentido). 

5.69. Introduzcamos las funciones generatricos 


Cbr (0 E tag Юй, п=1,2,..., 


donde el límite superior de sumación respecto de le оз el mismo que 
figura en la definición de la función goneratriz Gh, (y). Dedúzcase 
de la relación recurrente (5.1), que se refiere a los números 
Bam (1 k) Y Copy (п, k), la siguiente relación recurrente para 
las funciones gencratrices Gia.» (у) y СЕВ» (0): 


(2) иаа. поа. бэ 


donde, de conformidad соп las condiciones iniciales del problema 
5.08, бав (y) = 1. 
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с (0 = 


5.70. [ю\гойи?сатоз las funciones generalrices 


Съб, De E Ср 00 2, 


Capri 0 E Сш 


xu) +. 


Demuéstrese que para las funciones депега(гїсез Geny (2, Y) y 
Camy б, y) se verifica la correlación 


баз. (2 3) = 0хр {Сва (=, 0)- (5.3) 


5.71. ¿Cuántos son los grafos (0, 0, 0) con 2». vértices у n aristas, 
cuyos componentes conexos son aristas aisladas? 

5.72. Hállese la función generatriz exponencial de los números 
ln, dondo ро = 1, pn = 0, si n os impar y fan es igual al númoro 
de gralos del problema antecedente, 

5.73. Supongamos que с (п, K) ~ Coon (т, k) es el número do 
(0, 0, O)-grafos conexos con л vértices marcados у К aristas y que 
Ё (n, ke) сз ві número de talos grafos qve no tienen vértices termina- 
les, os decir, incidentes respecto de una sola arista. MuésLrose que 
рага л > 2 los números с (т, Ё) у F (л, k) están ligados entro sí por 
la relación 


Fin = Ў (1) emi 0000), n>2, 
En 


(0, Q)=1, c(0,K)=0 para k>0. 


5.74. El (0, 0, O)-grafo conexo sin ciclos es un árbol. El número 
de aristas en el árbol con n vértices es igual a n — 1. Haciendo uso 
del problema 5.73, demuéstrese que el número 7 (п) de árboles con n 
vértices marcados es igual a 


Т (п) =n", n= 

(primera fórmula de Cayley). 

5,75. ¿A qué es igual el número 

EA РЈ), вай, 2,005 E E м 
de árboles con п vértices marcados Py, ..., Pa, en los cuales los 
vértices Pz, ..., Ру, son terminales? 

5.76. Demuéstreso que el número 7 (п, г) de árboles con п vértices 
marcados, de los cuales г son terminales, se defino por la fórmula 


Tim у= 500—2, пт), т=1,2,...; 


(segunda fórmula de Renyi), donde 5 (n — 2, п — r) es el número 
de Stirling de 2* género. 
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5.77. Demuéstreso la fórmula (5.4), haciendo пво de la segunda 
fórmula de Rényi (véase el problema 5.76). 

5.78. Demuéstrese para los números 7 (n, ғ) del problema 5.76 
la fórmula recurrente 


$ Tin r)=rT (0-4, 1) +(—r)7 (04, 1-1) 


es 3, 4, ...ут = 1, +... п), haciendo uso do Ја fórmula explícita 
5.79. Hállese cl número 

Tí Р... Р), r=1 5 
de árboles con л vértices marcados Ру, . . ., Pa, de los cuales exacta- 
mente r (a saber, los vértices Ру, . . ., Р) son terminales. 

5.80. Obténgase la demostración combinaloria de la fórmula 
recurrente del problema 5.78. 

5.81. Domuéstreso, para Jos números 7 (x) del problema 5.74, 
la relación recurrente 


у вчт, 


п 
i 


200) 5 ( ) 970700, n=2 3, ... 


La condición inicial es: 7 (1) = 1. 
5.82. Demuéstrese Ја identidad 


200-1) wS (7) 9 A, n=2, 3, 
a 


5.83. Designemos соп т (п) el número de árboles radicales соп 
п > 1 vértices marcados e introduzcamos una función generatriz 


a= D т(л) 


Demméstrese que Ө (z), satisfaco la ecuación 
8 (2) e-0%) 


(ecuación de Polya) y en Ja forma explicita 0 (z) es 
Ө(ш= 23 п"! + 
=! 


5.84, Sea 


TO= ти) = У п, 
nal par 


Muéstrese que T (з) y ia función generatriz 0 (z) del problema 5.83 
están ligados entre sí por la correlación 


T (2) = 0 (z) — 0° (2)/2 


(primora fórmula de Renyi). 

‚ Demuéstrose Ja primera fórmula de Cayley (5.4) para un 
número de árboles con п vértices marcados, haciendo uso de los 
resultados del problema 5.83 (ecuación do Polya). 

5.86. Supongamos que para п = 1, 2, ...; k=1,2....n 


An Жууса” 


Ja sumación aquí se realiza respecto de las juegos ју... ., Ja tales que 
h +... jr == п. Demuéstrose Ja identidad 


Ann = Ка'=® (n — 1) (a — k)i. 


5.87. Designemos, paran =4,2,...k=1..., п, mediante 
1, (п) el número do bosques соп n + Ё — 1 vértices marcados 
ж+к- Y К componentes tales que las vértices P,, Pas... 
a pertenezcan a los componentes diferentes. Demuéstrese que 


la (п) = k (n + 0) 
(segunda fórmula do Cayley). 


5.88. Demuéstrese que el número de bosques radicales la (п) 
con п vértices marcados y k componentes es 


КЁ 


һо) = (571) a, nad, 2, ...; k= 


5.89. Supongamos que T, (n) denota el número de árboles con т 
vértices marcados P,, . . ., Py, en los cuales el vértice P, es de grado 
К. Muéstrese que 


т) (174) (MA, n=2, 3, . рне 


(fórmula de Clark). 
5.90. Dése una nueva demostración do la primera fórmula de 
Cayloy (5.4), haciendo uso de la fórmula de Clark del problema 5.89. 
5.91. Demuéstrese la validez de la identidad 


nt 


D (5) (21) At (0 


par NP. 


уйа, 


donde n =k 4 1, k +2, 
identidad se reduce a la 


. (Рага k =} esta 


k=1, 2, 
dad del problema 5.82). 
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5.92. Denotemos por La (n) el nú 


о de bosques con п vórticos 
marcados у А componentes. Demu 


ese que 


E) 
4 = 


M= 


2 (== (0) (а) Cant, 


jno 


(torcera fórmula de Rényi). 

5.93. En un árbol соп n > 2 vértices marcados P, ..., Pa 
existe un único camino que une dos vértices arbitrarios. Suponga- 
mos que para k > 2, y, (п) es el número de árboles con т vértices 
marcados, en los cuales los vértices Р, у P están unidos mediante un 
camino do longitud Æ — 1 (es decir, mediante un camino que pasa 
рог k vértices sucesivos, incluidos Р, y Pa). Domuéstreso que 


Va (п) == Кп" (n—2) (3)... (n—k), п=2, 3, ...5 
кй, 

(fórmula de Meir — Moon). 
5.94. Domuéstrese que el número t (n; vı ... Va) de árboles con 


п > 2 vértices marcados Ру, Pa, ..., Pa, en los cuales el vértice 
Pi ез de grado v; > 1, зе determina por la fórmula 


(у... Un) = (л — 2)1/(0, — 1)... (Un — 1)1) 


yi 


(fórmula de Moon), con la particularidad de que los grados vy, .. «1 Un 
satisfacen la correlación 


++... Hen = 2(л —1). 


5.95. Domuéstrese la primera fórmula de CayJey (5.4), la segunda 
fórmula de Rényi y la fórmula de Clark (problema 5.89), haciondo 
uso del resultado del problema 5.94. 

5.96. Se denominará altura del vértice Q de un árbol respecto de 
cierto vértico fijo Р la longitud del único camino que uno el vértico 
Q con el P. La altura del propio vértice P en esto caso se considerará 
igual a сего, La altura del árbol por encima del vértice Р se definirá 
сото altura máxima de sus vértices con relación a Р. Denotomos рог 
d, (n) el número de árboles con л vértices marcados P}, Pz, . . 
cuya altura por encima del vértice P, no sobrepasa de К. 

Demuéstrese que 


a Pr 


at= D (ра (т)... фат). 


m1 
donde d, (1) = 1 y d, (т) =0, si m > 1; Ја sumación ве realiza 
respecto do los juegos лы, ..., Mp tales quo m, +... + mp = 
= п — 1, т.р 1. 
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5.97. Sea 


a i m 
Dr (2)= У A, ka 
n= 
donde П, (2) = z. Demuéstrose que 
Drt (2) = z exp{D; (2), = 0, 1,... 


5.98. Muéstrese que рага los números d, (т) (véase el problema 
5.96) se verifica 


4 (= г 


maT 
kæl, 2, ..., пі: 


m'm’... MA, п=2,8,...; 


, My talos que 


la sumación so realiza respecto de los juegos my, 
m d... +m =ni, m¿>0. 

5.99. Sea dy (п) el número de árboles соп n vértices marcados, 
cuya allura por encima del vértice P, es igual exactamente a К. 
Muéstrese que 


а, (п) = dy (п) — ds (н), 
а (п) = У реа mM, 


п=2, 3, ...3 kmi, ..., n—1 


la sumación se realiza respecto de tales juegos ту, ..., Mp que 
м +... +m =ni, m>0. 

¿Sa КА (п) el ЕНН de (0, 0, 0)-gralos соп п > 3 vértices 
marcados y k arislas que tienen un único ciclo de longitud К (3 < 
<k<n) y n—k vérlicos aislados. Muéstroso que 


1 Ц 
E) (а= 44). 
5.101. Designemos рог Рх (п) cl número de grafos conexos con 


n > 3 vértices marcados que tienen un único ciclo de longitud А 
3 <k < п). Muéstreso que 


л, ge 
P= 9 i энш, 


donde la sumación se realiza respecto de tales juegos л... Ma 
que m H... pri=n—k, п;>0. 
5.102. Introduzcamos una función gencratriz 


Р@ у= 2 D Pm. 


т=з ез. 


a 


Юешпёмгезе que 


Pr p= t [may + 2000.0: HO 
2 1 2 J 


donde Ө (2) es la función goneratriz de los números de árboles radica- 
les (véase el probloma 5.83). 
5.103. Demuéslrose la fórmula para los números de g 
xos соп п vértices marcados y un único ciclo do longitud 
{а—1)1лл-® 
=> 


fos cone- 


n>k>3. 


$ 3. Planos finitos 


Un plano se llama finito, si contiene un número finito de puntos 
y rectas. En un plano proyectivo finito en cada recta yacen n +- 1 
puntos; por cada punto pasan п + 1 rectas; п recibo el nombre de 
orden del plano. 

Un sistema que se obtiene do ип plano proyectivo finito рог 
supresión de uva recta y de todos los puntos situados en ésta, Пета 
el nombre de plano afín del mismo orden que el plano proycctivo 
dado. Un plano afín de orden п tiene п? puntos, п + n rectas; on 
cada recta yacen л puntos y por cada punto pasan п -}- 1 rectas. 
El plano afín se interpreta por intermedio de un bloque-esquema 
equilibrado incompleto con Jos parámeltos 


р=пї, = п п, Е = п, r=ndd, А = 1. 


Un plano proyectivo lleva el nombre de Desargue, кі en él ко 
cumple el 

TEOREMA DE PESARGUE. Si las rectas que unen los correspondientes 
vértices de dos triángulos se intersecan еп un punto, los puntos de inler- 
sección de los lados correspondientes yacen en una misma recla. 

Cualquier plano finito de Desargue es isomorfo a un plano de cierto 
orden т, construido зорго el campo de Galois GF (п), donde п = 
= p* (р es un número primo y a, un número natural). 

Se denomina curva de segundo orden (cónica) a un conjunto do 
puntos de un plano, cuyas coordenadas satisfacen la ecuación 


аца? + ау? аза? + Za az -+ aat -H apaya = 0, 


donde mediante z, y, z vienen designadas las coordonadas homogé- 
neas. La regularidad de la cónica se dolermina por la condición de 
regularidad de la matriz 


ац an ly 
A=| а, а anj, щр=ар. 
аң hz азу 


Una curva de segundo orden se define por cinco elementos: о 
bien por cinco puntos, o bien por cuatro puntos y una tangento en 
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uno de los puntos mencionados, o bien por tres puntos y las tangon- 
tes en dos de ellos, сіс. 

Se denominará arco de un plano proyectivo a cualquier conjunto 
de puntos, de los cuales cualesquiera tres no yacen en una misma 
recta (no colincares tres a tres); un arco, en el que están contenidos 
k puntos, se Пата k-arco. Un arco que no puede ser ensanchado se 
denomina completo, y si el citado arco contiene un número máximo 
posible de puntos para el orden dado n del plano, se denominará 
óvalo, 

Una recta que pasa por dos puntos de un arco se llama secante 
de dicho arco; los k-arcos con sus secantes llevan el nombro de poli- 
gonos de # lados (vértices) completos, 

Si algún punto del plano no yace en ninguno de los secantes dol 
arco dado, entonces este punto puede ser añadido al arco; en éste 
сазо se obtiene цп arco nuevo que conticno el arco dado, por lo cua; 
este último resulta ser incompleto. Viceversa, si todos los puntos del 
plano yacen en los secantes del arco dado, tal arco no podrá ser ensan- 
chado. 

Una recta que tiene con el arco sólo un punto común, so denomina 
tangente. Una recta que no tiene puntos comunes con el arco, so 
denomina recta externa de este arco. 

Un óvalo en el plano de Desargue de orden impar representa una 
curva do segundo orden, mientras que en el plano de orden par cons- 
ta de una curva de segundo orden y del núcleo de la misma, es decir, 
do un punto por el cual pasa toda tangente a la curva. 

5.104. Trácese, valiéndose de una regla corta, una rocta entre 
dos puntos alojados. 

5.105. Hállese el número de todas las curvas de segundo orden 
que pasan рог un punto prefijado en un plano proyectivo finito de 
Dosargue en orden л. 

5.100. Hállese el númoro de todas las curvas de segundo orden, 
que pasan por nn par prefijado de puntos, en ol plana proyoctivo 
finito de Desargue de orden л. 

5.107. Hállose el número de todas las curvas de segundo orden, 
que son tangentes a las dos rectas dadas en dos puntos prefijados, en 
un plano proycctivo finilo de Dosargue de orden n. 

5.108. En un plano proyectivo finito de orden » se tienen n? + 
+ п + 1 rectas, de las cuales una es impropia y las restantes, ordi- 
narios. La recta impropia es incidente con relación a los puntos im- 
propios y sólo impropios. Por cuanto en cada recta de este plano yacen 
n + 1 puntos, en el plano hay п + 1 puntos impropios. 

Una curva se llama hiperbólica, si corta la recta impropia, es 
decir, tiene con la misma dos puntos impropios comunes. Hállese 
el número de todas las curvas hiperbólicas de segundo orden, que 
pasan por dos puntos ordinarios dados, en un plano proyectivo finito 
de Desargue de orden n. 

5,109. Una curva se denomina parabólica, si entra en contacto 
соп la recta impropia (véase problema 5.108), es decir, tiene соп 
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esta última un punto común. Hállese cl número de todas las enrvas 
parabólicas de segundo ordon, que pasan por el par dado de puntos 
ordinarios, en un plano proyectivo finilo de Desargue de orden n. 

5.110. Una curva se donomina elíptica, si no tiene puntos comu- 
nes con la recta impropia. Hállese el número de todas las curvas 
elípticas de segundo orden, que pasan por el par de puntos ordina- 
rios dados, en un plano proycctivo finito de Dosargne de orden л. 

5.111. Hállese el número de todas las curvas de segundo orden 
en un plano proyectivo finito de orden п. 

5.112. Determínese o) número máximo k de puntos del arco de 
un plano proyectivo finito de orden n. 

Indicaciones. Analícenso los casos de los planos proyectivos de 
órdenes par e impar. 

5.113, Domuéstreso que en un plano proyoctivo de orden impar n 
por un punto no perteneciente a un óvalo pasan no más de dos tan- 
gentes de dicho óvalo; hállese el número de tales puntos (externos), 
por los cuales pasan dos tangentes al óvalo dado. 

5.114. Hállense todos los valores de л tales quo сп un plano 
proyectivo do orden z existan los 4-arcos completos. 

5.115. Dotermínese cómo depende de л el número de puntos 
tanto dispuestos en las secantes del 5-arco, como los que no yacen 
en él 

5.116. Demuéstrese que en cualquier plano proyectivo no existen 
arcos completos. 

5.117, Demuéstrose que en un plano de ordon 4 existe al menos 
un 6-агсо completo (óvalo). Hállese el número de ellos. 

5.118. Demuéstrese que el (n + 1)-агсо en un plano proyectivo 
de orden par п no puede ser completo. 

5.119. Demuéstrese que todas las tangentes del (n + 1)-arco en 
un plano proyectivo de orden par n se intersecan en un punto. 

5.120. Dése la oxplicación combinatoria del problema en ol que 
una secante del óvalo en un plano proyectivo de orden л, se interseca 
en los puntos dispuestos fuera del óvalo con las secantos restantes, 
«121. ПаПсѕе el número Ж; de puntos de tipos diferentes, ad- 
misibles para el k-arco de un plano proyectivo de orden n, donde 
k = 1,2, 3, 4, 5, і es el número de secantes del k-arco que pasan por 
un punto del plano. * 

5.122. Hállenso los números máximo y mínimo de puntos К, 
(@ = 0, 1) para el G-arco en un plano proyectivo de orden n, donde i 
es el número de secantes del б arco que pasan por estos puntos. 

5,123. Demuéstrese que el п-агсо en un plano proyectivo de orden 
impar љ по es completo. 

5.124. Hállese el número de prutas de un plano proyeclivo de 
orden п gue no están dispuestos en Ires Indos y tres diagonales de 
un cuadrilátero (polígono de 4 vértices) completo. 

5.125. Demuéstreso que todos los puntos de ип plano de orden 
36 5 se disponen en los lados y en las diagonales de un cuadrilátero 
completo. 
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5.126. Demuéstrese que en un plano proyectivo de orden 4 Jos 
puntos diagonales do cualquier cuadrilátero completo son colineares, 

5.127. El subplano proyectivo de un plano proyectivo, distinto 
del último, se denomina baeriano, si por cada punto del plano pasa 
por lo menos una recta del subplano mencionado. 

Hállese la relación existente entre el orden л del plano y el orden 
m de su subplano bacriano. 

5.128. Muéstrese que el orden љ de un plano y el orden т de su 
subplano no baeriano están ligados entre sí por la relación n > 

т? -j т. 

5.129. Muéstreso que un plano de orden 13 tiene un subplano 
de orden 3, y no tiene subplanos bacrianos 

5.130. Demuéstrese que un plano afín finito es equivalente al 
conjunto completo de cuadrados latinos ortogonales de dos en dos. 
131. Demuéstrese que la existencia de un plano afín finito 
es equivalento a la existencia de ип plano proyectivo 

132. Demuéstrese que no existo un plano alfin de orden б, 

33. Constrúyase un plano proyectivo finito de orden 2. 
5.134. Se denomina plano de Galois P (2, q). construido sobre el 
campo de Galois GF (q), a un conjunto de elementos de Jos puntos 
y de sus subconjuntos determinados, los cnales se definen del modo 
siguiente: se Пата punto а una clase de ternas ordenadas 


(z, y, 2) со (a, Ay, А), 


donde (=, y, 2) 52 (0, 0, 0) es wna terna fija de elementos de GF (q), 
A EGF (9), A 520, y la recta es un subconjunto de puntos (т, y, 2) 
gue satisfacen Ja condición 


их + zy + ш: =0, 


donde, además, le, о, ш] <> Тиш, po, рио]. Demu 

P (2, q) forma un plano proyectivo finito. 
5.135. Demuéstrese que una recta en el plano de Galois P (2, q) 

puede ser definida también como un conjunto de puntos del tipo 


(Мт, + ит», А 


éstrese que el plano 


а CE pys Az + pz 


donde A со (х1, у, д) у B со (a, уз, 22) son dos puntos de la recta, 
(à. 1) (0, 0), A, p EGF (9). 

5.136. Demuéstrose que el plano de Galois P (2, q) definido en 
el problema 5.134 tiene un orden igual a q. 

5.137. Mállense todos los puntos y las есмасіопез de todos los 
tipos de rectas del plano P (2, 2), tomando por olementos de GF (2) 
los residuos 0, 1 según el módulo 2. Compárense los resultados con 
el problema 5.133. 

5.138. Se denomina transtormación proyectira (colincación) del 
plano de Galois P (2, p°) la transformación de sus puntos definida 
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рог el sistema de ecuaciones 
szt = ayt?” + ау?" + ayan, 
sy'= ахх” Hay + Aya, 


зї! = аңа?” озу" азза", 


donde 


аа An а 
#0, ap SEGF() s0, 


Gr fa аз 
ly Mn My 


donde ғ es un número entero по negativo cualquiera. 

a) Compruébese lo correcto de esta definición: conservación de 
la incidencia del punto y do la recta en esta branslormación. 

b) Demuéstrese que en el sistema de ecuaciones podemos limi- 
tarnos а los valores siguientes: ғ = 0, 1, 2, ..., ћ — 1 (para cual- 
quier m > А llegamos a uno de los Lipos do transformacionos ргоусс- 
tivas que corresponden a estos valoros). 

5.139, Demuéstrose que el número de diferentes triángulos on 
el plano Р (2, q) os igual a 

@#-+0+1)(%+10@. 

5.140. Demuéstreso que cl númoro de diferentes cuadriláLeros 

(sistomas de cuatro puntos no conexos) del plano P (2, q) es igual a 
(Pra DADA 1. 


5.141. Demuéstrese que el conjunto de todas Jas colincaciones 
del plano de Galois de orden g = p* forma un grupo finito con un 
orden de 


№ (рал + p" +4) (р® + p") pp? — 1). 


Si en el plano Р (2, g) la colineación æ, distinta de la idéntica e, 
se repite m veces y a” = e, entonces el valor mínimo del número 
natural К, para cl cual Lieno lugar tal igualdad, recibo el nombre 
de período. 

corema de Singer. En el plano Р e, ) existe por lo menos una 
colincación cíclica del período Ф + q +1 

5.142. Demuéstrese el teorema de Singer рага q = 3. 

5.143. Hállese la сспасібп de Іа colincación en el plano Р (2, 5) 
definida por un раг de cualernas de puntos no conexos 


(1, 0, 1) — (0, 0, 1), (0, 1, 0) — (1, 0, О), 
(0, 0, 1) — (0, 1, 0), (1, 1, 1) — (1, 0, 1). 
5.144. Constrúyaso un plano proyectivo de orden п a partir de 


un conjunto completo de cuadrados latinos recíprocamento orto- 
gonales de orden л, donde n=2, З y 4 
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5.145. Un piano proycctivo sobre el campo de residuos según 
el. módulo 2 contiene sicte puntos: (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), 
(£, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1), (1, 1, 1) y sieto rectas, con la particulari- 
dad de que en cada recta se disponen exactamente tres puntos y por 
cada punto pasan exactamente tres rectas. ¿Cuántas matrices de todo 
{бео de tercer orden pueden formarse a partir de las coordenadas 

е dichos puntos, si cada fila se compone de Jas coordenadas de un 

punto? ¿Cuántas matrices de las mencionadas serán regulares? 

5.146. En el plano Р (2, р"), р +2, so llamará curva de segundo 
orden (cónica) a un conjunto de puntos del plano, cuyas coordenadas 
satisfacen la ecuación 


аца? + алау? + aaa? + 20,34 + 2ау2 + 24,512 =0, а, E GF (р). 


El carácter regular de la cónica se determina por la condición 
de regularidad do la matriz 


аа а аз 
A=| ан ав ал 
ад an dy 


Domuéstreso que cualquier cónica regular on P (2, q) contiene 
exactamente g + 1 puutos, 


1-0378 


CAPITULO МІ 


SISTEMAS DE CONJUNTOS 


Los problemas de este capítulo están seleccionados y agrupa- 
dos do tal manera que en el transcurso de sn resolución se ex 

que sucesivamente el contenido de nlgunas cuestiones del 
combinatorio y se adquieran Jos hábitos correspondientes. 


$ 1. Problemas extremales 
en los grafos e hipergrafos 


En la preparación de este párrafo prestaron gran ayuda O. Boro- 
dín, D. Katona, A. Kóstochka, L. Mélnikov y A. Sidorenko. Su 
cooperación incluía tanto observaciones valiosas, como material 
concreto: hay problemas que fueron enunciados y resueltos especial- 
mente para este párrafo; tales son, por ejemplo, los resultados obto- 
nidos por Katona, Kóstochka y Sidorenko. A la exposición de algu- 
nos resultados cardinales, como son, por ejemplo, el teorema de 
Erdós — Ko-Rado y el teorema de Kruskal — Katona, contribuyó 
la preparación de textos para la demostración de éstos, realizada por 
D. Katona. Hay también problemas que por ahora no tienen resolu- 
ción complela (estos últimos están marcados por el signo?). 

са Sn =(0, --., an} un conjunto no ordenado de vértices 
de п elementos y sea С! (Sr) =(S = Sa: 15 | =1) el conjunto de 


¿subconjuntos del conjunto Sn, de snerte que 1С(5,)1= Са = (9). 
а 


C(S) =CISI(S); #($„) = 2) 2С! (Sa), 19 (5)1= 2". So denomina 


жа 
hipergrafo en el conjunto de vértices S todo subconjunto С del con- 
junto @ (S). Los elementos del conjunto С representan los subcon- 
juntos e с S y llevan el nombre de hiperaristas, así que todo hipor- 
grato G es cierto conjunto {ө 1<i<m, dem = |G | hiperaristas 
e, с S sobre los vértices de 5; un l-grafo es б' с С! (5), y un grafo. 
ordinario es el 2-grafo; sus elementos son simplemente las aristas. 

A veces resulta cómodo no indicar los conjuntos de vértice; así, 
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por ejemplo, un hipergrafo F puede ser definido mediante sus hipera- 
ristos {A}, - - -) Am), cuya numeración, hablando en general, es do 
poca importancia. 

6.1. ¿Cuán grando es cl número de aristas que puede tener un 
gralo de n vórlices sin triángulos? 

6.2. ¿Cuán grando es el número de hiperaristas que puedo tener 
un hipergralo de л vértices sin hiperaristas encajadas una en otra? 

6.3, ¿Cuán grande es el número de biperaristas que puedo tener 
un hiporgrafo de п vértices en el que cualesquiera dos hipcraristas 
tienen una intersección no vacía? 

6.4. ¿Cuál es el número mínimo de vértices que puede tener un 
k-grafo de m aristas? 

6.5. Si un degralo 4 =-{/1, .. Am] у un bgrafo 9 s= 
=(B,, ..., Bm) son tales que A; N B; = Øs Ё == j, entonces 
¿cuán grande puede ser т? 

6.6. ¿Cuán grande es ol número de hiperaristas que puede tenor 
un hipergrafo de n vértices, en el cual cualesquiera dos Пірог 
tienen una intersección no vacía y enalesquiera tros, nna into 
vacia? 

Se denomina grado de un vértice ol número de aristas quo lo con- 
tienen. Las aristas se llaman independientes, si no son adyacentes, es 
decir, no tienen vértices comunes, Un sistema de aristas independien- 
tes recibe el nombre de combinación de pares. 

6.7. ¿Cuál es el número mínimo de colores que pueden aplicarse 
para colorar las aristas de un grafa (cada arista en un solo color) de 
tal modo que en cada vértice converjan las aristas de diferentes colo- 
гез? 

6.8. ¿Cuán grande es el número de aristas que puedo tener un 
grafo de п vértices, en el que el grado de cualesquiera de ellos no 
sobrepasa de d? 

6.9. ¿Cuán grande es el número de aristas que puede tener un 
gralo de л убгіісоѕ, el cual posce no más de £ aristas independientes? 

6.10. ¿Cuán grande es el número máximo de aristas que puede 
tencr un grafo. en el cual el grado de cada vértice no sobrepasa de d 
y el cual tiene no más de # aristas independientes? 

6.11. ¿Cuán grande es el número de aristas que puede tener un 
grafo de n vértices, en el cual el grado de cada vértice no sobrepasa 
de y y el cual tiene no más de £ aristas independientes? 

6.12, ¿Cuán grande es cl número de k-aristas que puede tener un 
k-grafo de n vértices, el cual posee 2 k-aristas independientes? 

Para X N 5 =Ø la notación С" (X) С! (S) significa un 
(k + l)-grafo sobre el conjunto de vértices X 4-5 de la forma 
ес +S: len Х| =, [en S =1).Sen Fa un grafo de 
k vértices con (4/2) aristas independientes, y sea Fg un grafo de А 
vértices соп [4/2] aristas independientes en la medida posible. Como. 
siempre, 


Ka + C° (Sa). Kam = C' (5,) С: (Sm) Sa NS 
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6.13. ¿Cuál es el número mínimo de aristas т = т (п; Н») que 
puede tener un grafo б, с С° (Sn) tal que sea 


VS = 5, (Ga NCSI) > Н, 


donde Ha с C? (Sa) es un grafo de k vértices prefijado de antemano? 
Examínese este problema para los siguientes grafos Ну: 
Н, es un grafo de К vértices соп una arista: | к | == 1; 
2) Hn =C* (5,) C (SiN Sa), Sy Em 
= Са (a) Сї (SaNa) = es una estrella; 
4) Hy ma «ruedan, es decir, una. ала С (a) C' (SaNa) y un 
(k — 1)=ciclo Cams = Суху (SaNa) sobre los vértices (SaNa); 
5) Нь es un gralo de k vérticos arbitrariamente prefijado que 
tiene un vértico de grado k — 1; 
б) Ha = Су es un ciclo simplo sobre К vértices: 
7) Ha == Ру оз un simple camino en k vértices; 
8) Ha = F? esungrafo de К vértices con Jk/2Í aristas indepen- 
dientes еп la medida posible; 
9) Ha = бу = К — Ch cs un grafo completo sin k-ciclo; 
10) Ha E Гара Pa з un grafo completo sin К-сатіпо; 
с 
в) бе Sic Sn k>34+1>7 
asi dsi 264201, dæ 0 (mód 2), d) 2t, k= 
та 


= 2t + 2t/d; 

14) (?) H se compone de £ aristas independientes у k — 22 
vértices aislados (21 < К); 

15) (?) Ha зо compone de un grafo Ha de q vértices y (p — 0) 
vértices aislados (k == p). 

6.14. ¿Cuál es el número mínimo de aristas que puede tener un 
grafo Gn с C? (Sn), si 


“VS, 5, За Є 5,35, : С! (а) С! (5,) = Gn? 


6.15. ¿Cuán grando es el número de aristas que puede tener 
un grafo plano de n vértices, es decir, un grafo que puedo ser expre- 
sado en el plano sin que haya autointersecciones? 

6.16. ¿Cuán grande os el número máximo de aristas que puede 
tener un grafo de n vértices, en el cual todo subgrafo engendrado de 
k vértices es plano? 

6.17. HIPOTESIS DE DIRAC. Si un grafo de п vértices tiene 3n — 5 
aristas, él tiene un subgrafo que es homeomorío a Ку. 

6.18. Problema de dos subgrafos prohibidos, ¿Cuán grande puede 
ser el número f = f (n; G”, ..., G, .. .) de aristas do un grafo 
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de т vértices que no contiene en calidad de subgrafos. los grafos 
Gm, a GD, = {GOF 
1у Teorema de Erdós — Shimanóvich 


гов (69) = (1 + т A ( 3) +00. 


2) Si el número de subgralos prohibidos es finito, entonces la 
igualdad f (n; {G®}) = О (n) se verifica cuando y sólo cuando entro 
los subgrafos prohibidos {6%} se tiene о bien un árbol o bien un 
bosque. 

3) La igualdad f (п; {С9)) = О (1) so verifica cuando y sólo 
cuando entre los subgrafos prohibidos {G®} se tienen una combina- 
ción de pares y una estrella. 


si 


8 


О if e 
Го тю (k — 2) т?. 
8) (69 abn 
9) {бо 
Gö) 3» Са...) es ип conjunto de todos los ciclos. 


11) (60) = {Cas Сә... } es un conjunto do todos los ciclos 
no pares. 


„19 {GO} = (Ca Cas...) ев un conjunto de todos los cielos 


o) ОФ) = (С Cren - + + } es ча conjunto de todos los ciclos 
“Jargos” 


1a) (60) = (Cs ..., Ci) es un conjunto de todos los ciclos 
“cortos”. 


Un hipergrafo G7 se Пата dual con relación al hipergrato б, 
si Ја matriz de incidencia de G7 es matriz de incidencia transpuesta 
de G. La cadena es una sucesión do conjuntos encajados uno on el 
otro; Ja longitud de una cadena оз el número de lérminos en tal sucesión. 


La anticadena es un sistema de conjuntos no encajados recíprocamente 
uno en el otro. 


6.19. ¿Cuál es el número mínimo de hiperaristas que puede to- 
пег un hiporgrafo С (S,) en el cual 


Va,, а E Sn Fen e ЄС (Sn): а, € €i, аг ёе, 
isih =1,% Фер 
6.20. ¿Cuál cs el número máximo de hiperaristas qne puedo te- 
пег un hipergrafo de z vértices sin cadenas de longitud А + 1? 
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6.21. Si Ay... Ær son anticadenas disjuntas de ? (S,), 
* 


entonces ¿cómo puede ser de grande el número У) | 4,1? 
á 


6.22. ¿Cuán grande es el número de hiperaristas que puode toner 
PSP (Sa), si 


734, AE F: AZ Ap 14,4 1>2? 


6.23. ¿Cuán grande оз el número do hiperaristas que puede tener 
Ес ® (Sn), si 


734, AEF: Ле, 14411 =1? 


6.24. ¿Cuál es el número máximo de hiperaristas que puede te- 
ner FE $ (Sa), si 


7341, A) EF: Ас Ap AJA 1<h (AN 


(?) ¿Cuál es el número máximo de hiperacistas que puedo 
SP (Sa), si 


7341, AJE F: = Ap 14,411 =18 


6.26. ¿Cuál es el número máximo de hiporaristas que puedo tener 
Fa 9 (Sn), si 


734, 4,€F: 14/64, 1< Л? 


6.27. ¿Cuál es el número máximo de hiperaristas que puedo tener 
Рс Ӯ (Sn), si 


VA, ру Жей: |а 


Analícense los siguientes casos: 

a) r =1,t es arbitrario; 

b) t = 2, res arbitrario; 

0) t=3 r=2 

6.28. SUPOSICIÓN DE ERDOS — FRANKL. La construcción extremal 
para el problema 6.27 tiene la siguiente forma. Sea Sn == 5,16 + 

+5... бена Seran = Ø. Pongamos 
rota 
Am tr hya D CAS P (Sn 1m) 
tert- 
y escojamos h tal quo maximice | 4 (п, t, r, h) |. 

6.29. ¿Cuál es el número máximo de k-aristas que puede tener 
GA С" (Sy), si Ver, е, Є СА, e, (| е, + Ø? ¿Cómo variará la res- 
puesta, si suponemos la ausencia de los vértices pertenecientes а to- 
das Jas aristas? 


6.30. ¿Cuál es el número máximo de k-aristas que puede tener 
t 
бє С0 (51), si Yen ..., 6.66" П D? 
ami 
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6.31. ¿Cuál es el número máximo de k-aristas que puedo toner 
Gh (Sn), si Vep es EChlesfMe,1>1? Mnéstrese que para n 
pequeños este número puede ser superior а e 
Se ли, A (sombra) del k-grafo P=C*(S) al lgrafo 
A 


6.32. Demuéstrese que para cualesquiera m, k naturales existen 
y son únicos tales è naturales, ar > la >... > a> l, para los 
cuales se verifica la llamada representación binomial canónica 


a a 
mA) (7). 
6.33. Demuéstrese que si un -grafo с С* (Sn) es anticadena, 
entonces 
1Cr (F) [32k | F (n= k + 1). 
6.34. Sea 
1,00) 0. pm), 


dondo t, ах, + + +, a, son componentes de la representación binomial 
canónica m. Constrúyase un k-grafo con m aristas tal que so verifique 
| Сл (F) | = fa (т). 

0.35. Demuéstrese la desigualdad 


fa (т + ma) < máx (fa (т), Ma) + fis (т). 


6.36. ¿Cuán pequeña será la potencia de la sombra Cr- (Р) 
que puede tener un k-grafo F de m aristas? ¿Cómo variará la res- 
puesta, si minimizamos la l-sombra? 

6.37. Domuéstroso la desigualdad fa (m, + ma) < fr (т) + 
+ fn (т). 

6.38. ¿Cuán grando puede ser el número т, con el cual para todo 
kegrato do m aristas 4 = (Aj, ..., Am) existe un (k — 1)-grafo 
de т aristas % = (Bj, ..., Bm}, para el cual Вус An Bi 56 
By i zj? ¿Cómo variará la respuesta, si 9 es un grafo? 

6.39. ¿Cuán grando puede ser el número de pares de hiporaristas 
en F н м} © $ (Sn), para las cuales |4/44,] =1? 

6.40. ¿Cuáles son las condiciones necesarias y suficientes de ехіз- 
tencia de las anticadenas Р =P (Sa) con parámetros fijos pi = 
=|P N C (Sa) l, i =0, sun? 

6.41, muvoresis (B. S. Stechkin, P. Frankl). Si un k-grafo 


0А r Am) у un Гато B={B, ..., Bm) son tales que 
LAB, |<2% аъ i=j, entonces m máximo os igual a (15%). 
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6.42. Si los hipergrafos 4=[(4Mj, .... Am), P=(B ..., Bm} 
son tales que A;N = Ø, i= ў, entonces 


тл yal 
2 ( пат) 


6.43. ¿Cómo variará la respuesta del problema 6.41, si la con- 
dición |A; П B; |< Аі =j la sustituimos por la condición 
ТАЕ П Bil =A, |A: N B; |> Аі j, o bien por la condi- 
ción A; N В, =Ø, 1410 В, |2 А, і 

6.44. Si un k-grafo 4 с СР (Sa) y ча Egrafo PE С!($„) son 


tales que Д, NB Ø, k+1<n, entonces o |41 (51) , o bien 
n—i n—i—k 

1% (01) = ( 14 

6.45, Si los hipergralos # y 2 son tales que A € A, CS A = 
=C EA BEB, D> B = 0 EP, resulta válida Ja desigualdad 
ТП |с|#|1# 12". 

6.46, PROBLEMA DE TUNAN. ¿Cuál es el número mínimo do Laristas 
Т (п, k, 1) quo puede tener un Egrafo GL= б! (Sn), si VS Sn 3 
38/€6k $ Sa? 

Analícense los casos: 

a) Z =2 (véase el problema 6.7, a); 

b) T(n, k, у =п— k +1 <= n< (k — 1) ЩЕ 1); 

c) k =n 1. 

Al problema de Turán es similar el 

Problema de empaques. ¿Cuál es el número máximo de l-arístas 
que puedo tener un ¿-grafo de л vértices, en ol cual entro cualesquiera 
k vértices hay no más de una ¿arista? 

6.47. Supongamos que un lgrafo Gh posee dos propicdados: 


VS, = Sn 3S/EGÍ: S/C Si (2) 
Ve, e1€6h |е, Пе, |>. (D) 
¿Cuál es el número mínimo de aristas que puede tener Gi? ¿Cuál 
ез е1 número máximo de vértices que puede tener С? 
6.48. ¿Cuál es ol número mínimo de k-aristas que puede toner 
Gh с СА (Sn), зі 
VS) = 5, 35,5: C* (S) Gh? 
6.49. Моёзігеѕе que si p< 2 (q — 1), entonces el grafo Gi = 
<= С? (5,) posee la propiedad 
VSpC Sepie 3539 5p:C*(S,)= Gi, 
si y sólo si 
‚Жү ET (Бара) 65 
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6.50. PROBLEMA DB ERDOS-KATONA. ¿Cuál es Ја cantidad máxima 
de hiperaristas que puede tener G¿< Ӯ? (Sn), si todos los nímeros 
{le П еу 1}, en €, EG,:1 Æj, son diferentes? 

6.51. ¿Cuál es el número máximo de ¿aristas que puede, tener 
Gh С! (Sn), si todos los números {| е, П eji}, es 6; EGL i = 
j, son diferentes? 

6.52. ¿Qué cantidad máxima de k-aristas pnede tener G} < 
© С* (Sn), si Yen e, EGà |е П е1 = 1? 


Un sistema do subconjuntos Р = (e), 1< i< m, del conjunto, 
Sn se Пата determinante (о de reconstrucción) en Sn, si Lodo subcon» 
junto se restablece unívocamente según un sistema no ordenado de 
números {|T Neal} 1<i<m. 


6.53. ¿Cuán pequeño por su potencia puede ser un sistema doter- 
minante de conjuntos en Sn? 

6.54. Domuéstrese la unicidad del sistema de conjuntos mínimo, 
determinato en Sn. 

6.55. Constrúyase un ejemplo de hipergralo de л vértices con 
n hiperaristas, en el cual todos los grados son los números 1, 2, .. ., 
n y el cual es distinto de cero. 


La valencia del conjunto de vértices S, do q entero y del hipergra- 
lo С es ol número v(S, 7, б) =|(eEG:1eNS|=09) l, 
de suerte que si a es un vértice de С, entonces v (a, 1; G) = dege (а) 
es el grado más corriente de dicho vértice en G. 


6.56. Muéstrese que 
Уб = С? (5) У) дево (a)=216 1. 
des 


6.57. Demuéstronse las siguientes identidades de valencia: 
a) Si G y F son dos hipergrafos, entouces 


5005, q 6)=)Y о(е, q; Ё). 
& 56 
b) Si Сс f (Sn) entonces 


У 0 O= 5 (2) (P) Sn ©). 
5рсЅа ipa 
©) Si G! œ C' (Sn), entonces 
Бы А y уа 1 
Zn (Ie, 
SpCSn 


е _ [1—1 n—ri+j 5 
Da) (510) Sehe 
SCS pCSn ige 


4) Si G es un hipergrafo, entonces 
У degs (а) = У 1eNS!, 
© Ба 


D ов D (KI (Ia), 


Spes 


R (pe) = 


aes 


J pes m 8) = Y (84). 
Spas g їєй<...<е]б| 
6.58. Haciendo uso de las valencias, demuéstrenso las identidades 
IO CO GO GER CZI) = 
(ИЕ GA) 
>] (ette) ( эст ) КЕР) a gz (ea, 


e тен 40—711 M=q—i лүн, 


6.59. Hállese la esperanza matemática M (v (Sp, q; Gn)) bajo 
el supuesto do que los subconjuntos Sp de $, 50 cligen casualmente 
con probabilidades iguales. 

6.60. ¿Cuál es el número mínimo de k-aristas que puede tenor 
Със С" (5), si Sa = 85 + буу? 


VS¿=Sp 38, Snap: С"! (5) С! (5,) = Gh? 


6.61. Supongamos que 4 es una propiedad arbitraria de los 
hipergralos у que т (п, l; 4) = máx | Сы |. Demuéstrese que si 
ha, 


A оз do tal género que 
GUS») ~ AYS nai Sms 


(С' (5) ПС! (Sa-i) ~ A (6.1) 

y si existe una función de valores numéricos enteros f (л) tal que 
fin) = т (пу, 5.4), RL, (6.2) 

0</(M<M(R, l; A), пот, (6.3) 

0а, n>m (6.4) 


entonces рага todo n> л, necesariamente se verifica m (п, l; 4) = 
= f (п). 
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6.62. Si el hipergrafo Ё y el sistema do hiporgrafos Y = 
= (Gu...) son tales que YG ES, |G П F |< 1, entonces 


D MED <A, donde dogg (5) = 11669: 69531. 


08: Sea f(n) una función fija de valores reales; calcúlese 
máx “©! (ГА |), donde el máximo se toma respecto de todas las 
anticadenas 4= P (Sn). 

6.64. ¿Qué cantidad máxima de hiperaristas puede toner un 
hipergralo Ёс P (Sa), si 


VAEF, |41<0n/2, УА, AEF, ANA. AD, Add? 


6.65. Si un hipegralo F = (Aj, .-.. Am) оз el mismo que fi- 
gura en el problema 6.54, entonces 


2 ( at үч, 
141-11 ©- 
6.66. ¿Cuál ез el número máximo de l-aristas quo puedo tener un 
¿-gralo de n vértices P = (А1... Am} С! (Sm), si 
УА А, А»КЕЄР, Ar DP ЛАА, 
ij k Al 


6.67. ¿Cuál es el número máximo de hiperaristas gue puede te- 
ner РС P (Sn), si 


VAn AEF А, LAy ANAA GQ, 
41 UA, Sn? 
6.68, ¿Qué cantidad máxima de hiperaristas puede tener 
FE? (Sa), si 
VA, AEF A, ПА, 00, AUA: Sp? 

6.69. ¿Cuál os el número máximo do /-aristas que puede tenor un 
¿grafo crítico máximo de Turán, es decir, el l-grafo Сіс: С! (Sn) 
que posee las dos propiedades siguientes: 

№5, 5. IS: E GKST Shi (Т) 
VS ¡EGh (6. –С (5) + Т. (К) 

6.70. ¿Cuán pequeño ев el número de aristas comunes que puedon 
tener dos grafos de п vértices de Turán Сус C? (Sn), i = 1, 2, tales 
que 


Ү5,с5, 35,€G¡:5,Syi=1,2 


6.71. Sea n = о (k). Demuéstreso que С" (Sn) puedo ser repre- 


sentado en forma de una suma С" (5,) = SiG, donde G; N С; = Ø, 
у cada С, representa un k-grafo de n/k К-агїзїәз independientes 
sobre los vértices de Sh. 
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6.72. ¿Es cierto que si un grafo бї tieno más de % (n — k) + 
+(%) aristas, se encontrará en él un subgrafo en el cual el grado de 
cada vértice será superior a Л? 

6.73. miroresIs рп Beror. En todo grafo, cuyos grados de los vér- 


tices son todos iguales a cuatro, se encontrará un subgrafo, en el 
cual todos los grados de los vértices son iguales а bros. 


$ 2. Problemas extremales sobre 
la partición de los números 


Demos a conocer, ante Lodo, algunas situaciones práclicas rola- 
cionadas con los problemas extremales у Ја partición do números. 

6.74. ¿Cuál es la cantidad mínima do pesas que so necesitan para 
poder pesar cualquier número entero de libras desde 1 hasta п? 

6.75. ¿Cuál es ol númera mínimo de billetes de 1, 3, 5, 10 y 25 
rublos quo se necesitan para saldar Inas cuentas con una Jochora, ver- 
dulera, Javandera y un carnicero, si en total hay que pagarles a todos 
37 rublos? ¿Y si en este caso so conoce que las mujeres van a pedir 
un precio máximo do 3,5 y 5 rublos, respectivamente? 

6.76. En cierto lugar se inaugura un bar con un mostrador Jargo. 
Se sabe que los habitantes visitan el bar en familias (k; personas en 
la i-ésima familia), y hay en total t familias. Cada familia se sienta 
al mostrador ocupando lugares seguidos sin que se queden por ambos 
lados do ella lugares desocupados. Habiendo permanecido sentada 
cierto tiempo, una de las familias se va, pero puede volver de nuevo 
cuando lo desee. ¿Qué capacidad debe tener el mostrador para que 
so garantico la ausencia de colas? 

i el bar tiene además пп administrador que acomoda los visitan- 
tes en los asientos a su modo (sin separar las familias), entonces 
¿qué parte del mostrador podrá economizar? 

6.77. Veamos un esquema de alojamiento de » partículas indis- 
tinguibles en r células indistinguibles. ¿Podrán realizarso todos los 
resultados de este esquema alojando un número inferior a n de cua- 
lesquiera objetos? 

6.78. Durante el funcionamiento do los sistemas de cómputo se 
observa un fenómeno de fragmentación de la memoria del ordena- 
dor, es decir, una situación en que toda la memoria está partida 
en pedazos (fragmentos) ocupados y libres; al mismo tiempo se ne- 
cesita colocar la siguiente porción informativa en dichos fragmentos, 
con la particuloridad de que la mencionada información puedo ser 
dividida en una cantidad de bloques, no mayor que la determinada, 
de definido volumen (por ejemplo, por razón de una sola dirección 
de las tablas o ficheros). Resulta natural la cuestión sobre la deter- 
minación de la posibilidad de alojar la información requerida en el 
sistema de fragmentos dado, es decir, ¿si es alojable ol sistema dado 
de interrogaciones dentro del sistema de fragmentos dado? 
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La partición de n natural se reduce a su representación en forma 
de una suma no ordenada de sumandos naturales: п = љ +... 
. «+ +n; estos sumandos z; lievan el nombre de partes do la par- 
tíción y su número r, de rango de Ја partición. El concento de parti- 
ción de un número surgió por primera vez en la correspondencia en- 
tro J. Bernoulli y С. Leibniz. Las particiones se escriben comúnmente 
еп la forma vectorial: X = (ксн = (ш, ..., д) | — п, ез de- 
cir, n = УУ z; la notación (n$, np) | — n denota una parti- 
ción de л, en la cual la parte n; interviene exactamente a; veces, de 
modo que 571-1007; =n, y el rango do osta partición es igual’ а 
За. Para los números naturales que se designan por letras minús- 
culas, la notación fr] significará un conjunto de los primeros г 
númoros naturales, es decir, Ir} =(1,2,...,r). 

La composición es una representación de un número natural п 
por la suma ordenada de sumandos naturales. Así, pues, 
siciones pueden considerarse como “particiones ordenadas 

6.79. Escríbanse todas las particiones y composiciones del nú- 
mero 6. 

6.80. Cerciórese de que el número de composiciones de un nú- 
mero natural п derango r es igual a C424, y el númoro total de com- 
posiciones del número z es igual a 21, 

Los problemas de particiones son mucho más complejos que las 
cuestiones correspondientes referentes a las composicionos. Así, por 
ejemplo, incluso el cálculo de р (л, г), esto оз, del número de todas 
las particiones de л de rango ғ, es decir, el cálculo del número de so- 
luciones de la ecuación n =, +... 4 х, 1> 2.2... 2, 
еп z; naturales constituye uno de los aspectos fundamentales de la 
(сога enumerativa de particiones, Ја cual se da a conocer en los ma- 
nuales clásicos de Mac-Mahon y Andrews. El problema extromal 
sobre las particiones so enuncia por lo general, en forma de pregunta: 
¿son muchas o pocas las particiones existentes que se encuentran en 
la correspondoncia dada? La elección de una correspondencia concre- 
ta entre las particiones se determina por las condiciones del proble- 
ma práctico, precisamente de aquel, para el cual las particiones con 
la citada correspondencia sirven de esquema combinatorio. 

Uno de los resultados extremales teórico-numéricos más Lempra- 
nos pertonece, al parecer, a Sylvester, cuyo teorema afirma: sean 
‚ т unos números naturales recíprocamente primos у sea 
S(r ++ ., г) un número entero máximo s que no puede ser repre- 
sentado en la forma в = уау, donde a, EN, = {0,1,2,...}, 
¿=1,2,.... 2, Entonces з (т, 75) = гү, —T, — ra 

Cuando t> 3, ol problema de cálculo de los valores exactos de 
S (ru ++» г) queda hasta ahora abierto y llova el nombre del pro- 
blema de Frobenius. 

En términos de las particiones puede enunciarso también el prin- 
cipio ampliamente conocido de Dirichlet. 

Principio de Dirichlet. Si л (k, ғ) es п entero mínimo, para el 


¡CR 
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cual en cada partición do este n en r partes existe nna que no es infe- 
rior а k, entonces n (А, л) =rk —r + 1. 

Este principio se enuncia con frecuencia en términos de alojamien- 
tos y se conoce como principio de los cajones. Cualquiera quo sea el 
alojamiento do (r +- 1) objetos en r cajones, existe nn cajón que con- 
tiene al menos dos objetos, 

6.81. Definamos entre las particiones la correspondencia > 
rigiéndonos por la regla: la partición (лу, ..., л,) se encuentra en 
correspondencia >= respecto (о Ја partició a k,), si existe 
un i: iK i< г, para el cual k< лу, es decir, si en 1а segunda parti- 
ción existe una parte que no sobrepasa la parte correspondiente de 
la primera partición. Entonces surge Ја pregunta ¿cuál es, para la 
partición dada (ki, ko), el n =n (к, .-., k,) mínimo, con 
el cual para cada partición de esto n en ғ partes so cumplirá Ја co- 
rrespondencia (т, . .., Ry) > (ly, .. ., К)? No es difícil comprobar 
quo el v (ky, . . ., А.) mínimo que so busca existe y se calcula por 
la fórmula 2(k, -o В) = Vik 5 44 

Puede calcularse también la caractorísti а: calentar para 
una partición dada (ц, ..., л,) el Æ = k (y, ..., m,) máximo, 
cada partición del cnal en r partes poseerá la propiedad do que 
(nis + «+ Mp) ж (kis ...› К). Dicha característica se determina so- 
gún la fórmula k (a)... n) = Dian +r — 1. 

6.82. Si n, es el n mí о, para el cual existen, cualquiera que 
sea Ja coloración en dos colores (2-coloración) de las aristas de un gra~ 
lo completo К, sobro n vértices, dos triángulos monocromáticos, qui- 
zás de diferentes colores, pero sin aristas comúnos, entonces n, = 7. 

6,83. Si n, es el n mínimo, para el cual existen, cualquiera que 
sea la 2-coloración de las aristas de Xn, dos triángulos monocromá- 
ticos de un mismo color y sin aristas comúnos, entonces п, = 8. 

La correspondencia principal entre las particiones de los números 
en la que nos detendremos aquí, será su capacidad, de encajarso: 
una partición (k,, ..., k) se encaja en la partición (ny ..., y), 
si existe una aplicación p: (1, ..., 2) {1,..., г} en la cual 
se cumple el sistema de desigualdades 


У кт i= 
іе) 


т, 


donde pi) = {7:7 Є (1, ..., t}, p (j) = i} es la proimagen com- 
pleta del elemento { еп la aplicación Ф. 

Dicho de otro modo, la partición (Ку, ..., Ку) se encaja en la 
partición (zı, ..., My), si las partes à; de la partición (kp, ..., Xp) 
pueden ser agrupadas en г grupos (cada parte Кү integra un solo 
grupo y los grupos vacíos se admiten) de un modo tal que, siendo su- 
madas todas las partes k;, en cada grupo habrá r números ри my 


è =1, ...„ r. Si la partición (%4, . - ., /;) so encaja en la partición 
(,. п,), se escribirá este hecho empleando las designaciones 
рага la inclusión do los conjuntos: (Xy, ..., ki) = (т, ..., Mp). 
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Por ejemplo, (2,2,2) = (4,2), puesto que (4,2) = (2 + 2, 2), pero 
(2,2,2) Œ (3,3). 

.84. Compruébose que la relación binaria de encajamiento es 
una relación de orden parcial. 

Introduzcamos algunas designaciones. Р es un conjunto de todas 
las particiones de todos los números naturales; Р (п) es un conjunto 
de todas las particiones del número n; Р, es un conjunto de todas Јаз 
particiones do rango r; Р, (n) es un conjunto de todas las particiones 
de rango r del número п, de modo que P, (n) = Р (n) П Pp. 

6.85. Lema del cambio. Si К, = пу, entonces (ku ..., ki 
S (h oeo п) > (kp -on ic ki) S (np oe п}, 
+ « «y Ry), donde la virgulilla sobre el elemento do la sucesión quiere 
decir que éste está ausente en dicha sucesión. 

.86. Una partición (k') se encaja en la partición (n, ..., п,) 
cuando y sólo cuando se verifica la desigualdad 


Bimi a/t. 
Intóntese oxaminar una cuestión dual: ¿cuándo la partición 
э) kı) se encaja on la partición (а)? 
7. Sca п, (k, t, r) el n máximo, рага с] cual ninguna partición 
del número k en t partes se encaja en ninguna partición del número 
п en r partes. Entonces 
по (k, t, r) = máx {k — 1, k —1 — t + r}. 


6.88. Si m, (к, t, r) es el n minimo, para el cual Yp € P, (n) Y 
ЖУ ФЕР, (0р Eq entonces n, (k. t, r) = тах {k +1, k +1 
=t +r}. 

6.89. Soa ne (д1, «+.» qui r) el n mínimo, para el cual ninguna 
partición de n еп r partes se encaja en la partición (д, >.. gi), 
n>.. «> 41 Entonces 


ne 2967) =14 90. 


зө, 


6.90. Si q € P, (k) y па(д; г) ез el n máximo, para 


tición del número q no se encaja en na part 
en ғ partes, entonces na (g; 7) = тах {k — 1, k — 1 — t +r}. 

6.91. Si ne (k, t, r) os el n mínimo, para el cual Yp € P, (n) Y 
Va EP (0) аср, entonces л, (k, t, r) = máx (kr (e — 1) + 
+1 


6.92. Si ny (k, 1, г) es el n máximo, para el cual Yp € P, (n) Y 
(ERO, Р©@, entonces ny (k, 1, r) = min {k,l kit x 
+r—1 


6.93. Principio de alojamiento completo. Sean k, > k> , . 
++, 22 К, r unos números naturales y sea n (k,, ..., ker) o n 
mínimo, para el cual la partición (№, ..., Ay) | — К se encaja en 
cada partición de este n en un número de partes que no sea superior а 
r. Entonces 


Mp kr) = máxigigt (Dias hey (k; —1) (г — 1)). 
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El principio puede formularse también en la forma dual, a sa- 
ber, como fórmula para r máximo con л fijo. 

6.94. Si para Jos números naturales ly > 1, 2,22... 
soeke (ko оо AS por ғ (К, ke; п) está do- 
signado el г máximo, para el cual en cada partición л еп г partes se 


encaja la partición (Хх, ..., /:,), entonces 
r(,, .. от) = mín 
tn>! 


6.95. Hálieso la magnitud m (n, Hn) (véaso ol problema 6.13) 
рага un gralo no vacío Ha, que consta de t componentes conexos, 
respecto do k; vértices en el i-ésimo componente conexo, con la parti- 
cularidad de que k>.. > k> 1, д... H иц =һ. 

6.96. Compruóbese que 


da TÉS, pr En eeo а) má (k r(k— 0+1) 


=n ((k—=t -+ 1, 1); r). 


6.97. (?) Calcúlese, рага ny, . . «y zp, / dados, д (n, <<, п, 0), 
osto es, el de máximo para el cual V (k, ..., ki) | — K so cumplo 
la capacidad de encajo (д, ..., А) (ц... л). 


La magnitud n (k, .. . Ку, r) se denominará frontera, y la fun. 
ción máx гн (Уау + (zı — 1)-(r — 1)), función de alojamiento 
completo, designándola con f (ту, .. ., zg г) о bien con / (X), cuan- 
do el valor de r es ovidente del contexto. 

6.98. Compruébenso las siguientes propiedades de la función de 
alojamiento completo: 

Si X o Y son dos vectores reales de igual dimensión, entonces 
1(Х + У; т) (Ху) У (УР) remi. 

Si 1 es un número natural, se verifican las siguientes igualdados: 

1 (аы... ler) = H sc kr + (r — 1) (3—1), 
1 (0i, - kirl 140) =Y ls КЮ, 
{ilki a ki r) = (as kg d+ (r— 1). 

Analíceso la validoz de estas mismas igualdades tambión para 
la frontera del alojamiento completo. 

Sea X = (zı, ..., z) E А", entonces 


sar =0> y HX; r)= Dja + (1) (60), 
entonces ¡> 0; 
si 9>...>21>0>2%, i=l4+41. í>l>i y si 


S, es un grupo simétrico de todas las permutaciones dél conjunto 
И] == (1, 2, - . .. 2), entonces 


máx [lla n= Da (a 1) (г — 4); 
165, 
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si, en este caso, Уи 


піп fla + 
К 


x,>0, entonces 


t 
ani P) = Dietr T+ f (Ey оо ж r)- 


Si ишт = 0. Pim |z| =d, entonces 


máx/(X;r)=1—r+dr/2, mín f(X; y rA 
E x E 


Appa 
Si Уа y 1<r€ Ri, entonces 
тип /(Х 


—r+1. 


r=)! 


6.09. La partición (kı, .. ., №) se encaja en cualquier partición 
de P, (п) cuando y sólo cuando la partición (Ш, ..., ly) se encaja 
en cualquier partición de Р, (nl + (г — 1) (1 — 1)). 

6.100. La partición (kı, . . ., ley) se encaja en cualquier partición 
‘de P, (n) cuando y sólo cuando la partición (kf, .. ,, ki) so encaja, 
on cualquior partición do P,r-r+, (т). 

6.101. Si la partición (д, ‚ k) se encaja en cualquier parti- 
ción de P, (n), entonces Ја partición (k!,. . ., Кї) se encaja en cual- 
quier partición de P, (nl + (r — 1) (i — 1)). 

6.102. Si para r, £, љу, ..., ne 2... Dk, naturales se veri- 
fica la desigualdad 


máx (Dim тот —1)—1)}> 
ШЫ 


уч ee (y o 
ná че Dik), 


entonces la partición (k,, . . ., kı) se encaja еп la partición (ny ... 


vwa fie 
6.103. Si p (kı, .. ,, k; r) es un p mínimo, рага el cual (ky, . 
-u ku г) сс (p°), entonces 


P (kn -oa ka NS (к. ke 0. 
6.104. Si М (k, t, r) es un M máximo, рага el cual Yg € Py (k) З 


ЗрЄР,(М) es tal que р 2 9, entonces para ғ suliciontemente 
grande 


M (k, t, r) = (ЮК + r — 1) ki — r. 

6.105. Si N (k, t, r) es un N mínimo, para el cual Yp € P, (М) 

3q € P, (k) es tal que рс 4, entonces 
N (k, t, r) =k + (ШЦ — 1) máx (0, r —t). 

6.106. Cualquiera que sea el alojamiento de n partículas indis- 
tinguibles en г células indistinguibles, existe t grupos de particu- 
las (п +r — 0) + r — 1)! partículas en cada grupo) situadas 
íntegramente en las células. 
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6.107. Si k =n (ky, .. ., Kg г), entonces cada alojamiento de 
k partículas en r células so realiza mediante el alojamiento de £ 
grupos de partículas en k; partículas еп el ¡-ésimo впро (ў == 1, 2, 
2...0), a condición de que cada grupo se dispone integramente оп 
una célula, 

6.108. Sean na -n Rd > > Кг unos números natu- 
rales y supongamos que л (k,, hii nas -.-, пу) representa el 
n mínimo, para ol cual cada partición (ру, ...‚ pr) de este z on r 
partes es tal que ри na == 2, ..., ғ, posce la propiedad de que 


(ro + ki) S (Pm ++ ++ Pr). Entonces 
A E SS 
= máx (Dja y + Diez mín (ny, А 1)). 
igis 


6.109. Si Dior n (lp .... ki Nas +++ п), entonces (№, ... 
у КОЕ y vos йө, 
Si (к, о... ла ооо n) > 5). үт тйл, n (ky 
Mg My, + пу), entonces (Ay, (Жз эз», бе} 
6.110. La función n (ly, .. «+ Ж; Ras... п) по оз sólo semo- 
jante а la función n (ky, ..., ч), о que а veces se expresa өп 
términos de la última. Domuéstrese la siguiente igualdad 


A EIA AA К т) т, 
donde А т< ky 


6.111. Estímese el valor mínimo posible de Ја frontera de enca- 
jamiento completo: 


mik, t, 79 йй. киб ае ЈЕ 
Ара 


И 


Si k==0(mod r'—(r—1)'), entonces 


y este valor se alcanza en la partición 
krii (riji 
ri)! 
Si k=0(modr'—(r—1)), entonces 
1 1 
кошу e 
6.112. La magnitud т (k, £, г) es el С entero mínimo, con 
el cual para un vector yy =[(C+r—4 јан 19/71, i=1,2, 
definido de un modo recurrente, se у Н 
Sea t (К, r) un t mínimo, para el cual existe una partición СА nú- 
mero К en t partes, que se encaja en todas las particiones de este k 
en r partes. 
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r+i 


6.113. La magnitud £(k,r) es el £ entero mínimo, con el cual 
рага un vector y¿=[(k+r—1— Di 9/1), i=1, 2, ..., t, defi- 
nido de un modo recurrente, se verifica la igualdad Di; у= k: 

6.114. Hay l balanzas de palanca de brazos iguales con dos pla- 
tillas y un sistema unificado do £ pesas cuyas masas son k>... 
+ + -> Кү. Es necesario asegurar el pesaje simultáneo de l cargas en 
estas 1 balanzas, es decir, una pesa colocada оп una balanza ya по 
puede estar colocada en las otras. El peso sumario do las cargas que 
se pesan nunca es superior al peso sumario de las pesas, ¿Qué cond; 
ciones son las que dobe satisfacer el sistema de pesas Zi, .. ., ki 
para asegurar Lal peso simultáneo y cuál ез la cantidad mínima de 
pesas que bastan para operar? 


$ 3. Constantes geométricas extremales 


La temática de Jas constantes geométricas extromales incluyo 
tanto el cálculo de las características numéricas extremalos de los 
sistemas de vectores, como también la descripción espacial de los 
sistemas de vectores extremales con relación a cualesquiera propio 
dades. Esta temática que se remonta históricamente а la conocida 
disputa entro Newton y Gregory sobre el significado de un número 
de contacto en №, representando un círenio amplio de cuestiones 
do la geometria métrica, ha ofrecido últimamente sus nuevas aplica- 
ciones en los problemas no geométricos, continuos y discretos, y 
forma hoy día una temática individual. Las constantes representa- 
das en esto párrafo están destinadas a ilustrar precisamente muchos 
aspectos de la cuestión on consideración; en primer lugar esto se re~ 
ficre a Jas constantes del tipo ô, las cnales están directamente vincu- 
ladas con las constantes de empaque, los números de contacto y sus 
aplicaciones. 

Sei X un espacio normado lineal sobro el campo de números ren- 
les; donotemos con Gn = {z}, ..., Zn} un sistema de п vectores, 
no forzosamente diferentes, z; € X, у supongamos que 


(0) = $ ato 1I=11(0)11 = I$- 


La operación de elección de un subsistema de vectores 0, On 
se entiendo como mna elección de fx, ..-., д} = 01, donde 
ty E On, y iKi... < ir n, de suerte que siempre hay exac- 
tamente (/) posibilidades para tal elección. 

6.115. Demuéstrose que 

a) entre cualesquiera tres vectores unitários (versares) del ospa- 
cio de Hilbert siempre existen dos vectores cuya norma de la suma 
será no inferior a uno; 

Ъ) entre cualesquiera tres vectores unitarios de un espacio lineal 
normado siempre existen dos vectores cuya norma de la suma será 
no inferior a 2/3; 
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с) entre cualesquiera tres vectores de un espacio linoal normado 
siempre existen dos vectores cuya norma do la suma no será inferior 
а 2/3 respecto de Ја norma de la suma de todos los tres vectores; 

d) entre cualesquiera tres vectores de un espacio lineal normado 
siempre existen dos vectores, cuya norma de la suma no será inferior 
a 2/3 de la norma del vector restanto. 

6.116. Sea А (k, l; X) ol A máximo, para el cual Yop œ Xdo, < 
< о, llo, {[;> А Ilor — 04 If. Caloúlese A (e, l; X). 

6.117. ¿Cuál es В = B (k, l, r; X) máximo, para ol cual 
Ма с: Х№о, с 0130/01 10, 228 1 0,11? 

6.118. Calcúleso el ô = ô (l, k; X) máximo, para el cual 
Vo <= X З ос: ох | о, 11>5 ( [| т, > 1). 

6.119. Sean k>1>1 unos números naturales, y SCAN Vy Va... 
A шу los números reales. Supongamos que С (01, 1) 
С máximo, para el cual Va, с: ХЭ0, = (х1, ... ти} с оу: 


es el 
П EN 
| РУ АРС 
Calcúlese С (д, Dr). 


6.120. Sean kæ [>> 1 unos números naturales у Y, ..., Up, 


números reales, mientras que 2), es un símplico de k vértices inscri- 
to en la esfera unitaria del espacio R*=!, Demuéstrese que si (х1, ... 


+. а}< Da, entonces 


Пп 1 1/2 
Д (è e my ) 


E 
k—1 


6.121. Sean v, . 
tante 


«s On unos números realos. Caloúlese la cons- 


5(0, 2= inf máx 2 noz К 
mex оп Ша 
ПЕТЕ 


donde л es una permutación de los números (1,2, ..., п}. 

6.122. El sistema de vectores unitarios 0, se denoninará L-siste- 
ma (se езсгіБе с» ~ L), si Усрс On 304 Op Y OKC Og || б, [| = 
=c E RI, Calcúleso o estímese la constante 


А, (п, р, q, ki X)= sup [| On ll. 
ago 
6.123. Sea T (п, К, 1) un número combinatorio de Turán (véaso 
el problema 6.46). Demuéstrese que en cualquier on © X (|| х, > 


> 1) existen al monos T (п, k, 1) subsistemas 0; < о» tales que 
1а, 11> 6 (0, k; z), donde б se toma del problema 6.118, 
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6.124. Calcúlese 8 (£, k; R?) (véase el problema 6.118). 

6.125. Demuéstrese que la matriz de Hadamard de orden án 
existe cuendo y sólo cuando 0(2, дт; 2"-1) = (án — 2)/(4п — 1). 

6.126. Problema sobre el tornillo sin fin. En un plano se dispone 
la línea де longitud unitaria. ¿Cuán pequeña ha de ser el área de un 
campo con el que se pueda cubrir completamente cualquier configu- 
ración de dicha línea? 


CAPITULO УП 


ANÁLISIS COMBINATORIO 
SOBRE LOS CONJUNTOS PARCIALMENTE ORDENADOS 


Los sistemas do conjuntos son 01 objetivo de los problemas de este 
capítulo, Estos sistemas, más complejos qne los grafos e hipergrafos, 
son, precisamente, los conjuntos ordenados. Los propios problemas 
están destinados para dar а conocer las prapimlades estructurales 
de los conjuntos ordenados y señalar los diferentes tipos de problemas 
combinatorios sobre los mismos. 


$ 1. Conjuntos parcialmente ordenados 


Sea Р мп conjunto arbitrario no vacío. La relación hinaria 
< sobre el conjunto Р se denomina relación de orden, si 

4) a< a para cualquier a € P (vellexividad); 

2) sia<b y 0< с, entonces a< с (transitividad); 

3)sia<Uyb<a, entonces a = b (antisimotria). 

Un conjunto P se llama parcialmente ordenado y se donota (Р, 
< ), si es no vacío y si está fijada en él una relación de orden <. 
Por supuesto, sobre un mismo conjunto so pueden fijar órdenes dife- 
rentes, 

Los conjuntos parcialmente ordenados (P, < ) у (Q, <) se do- 
nominan isomorfos y se designan рог (P, < ) = (Q, <), si existe 
una aplicación biunívoca p del conjunto P sobre el conjunto О tal 
que a < b tiene lugar cuando y sólo cuando р (a) < (b). Notemos 
que la biunivocidad de la aplicación Ф puede ser deducida de la úl- 
tima condición. Ља“ aplicación р: Р -+Q se llama isótona, si 
a< b lleva consigo «р (а) < «р (b) para todos los a, b EP. 

Un elemento М del conjunto parcialmente ordenado P so Пата 
máximo, si en P по hay un elemento р que sea «mayor» que М, es de- 
cir, pœ M по se cumple, cualquier que sea p Є P distinto de M; 
por analogía, un elemento т so llama mínimo, si en P no hay un ele- 
mento р EP, distinto de m y tal que p< т. Un clemento a € P 
so denomina maximal, si Ур € Р p > a. Un elemento b € Р se Nla- 
ma minimal, si Ур € P p> b. Para los elementos maximal y mini- 
mal se usan, a veces, las designaciones 1 y 0, respectivamente. 

Un par de elementos р, g € Р se denomina comparable, si p> q, 
o p< 4. Si en un conjunto parcialmente ordenado Р es comparable 
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todo par de sus elementos, P se denominará conjunto linealmente orde- 
nado o cadena. А diferencia de las cadenas se llama avticadena а Lodo 
conjunto parcialmente ordenado 0 que sólo consta de elementos in- 
comparables uno con otro. 

El clemento а de un conjunto parcialmente ordenado Р cubre 
el elemento b ЄР (designación: ba), sib <a y no existe c € P 
tal que b << с <a, Una cadena en el conjunto parcialmente ordena- 
do se llama saturada, si dicha cadena no puede ser encajada en ningu- 
па otra cadena distinta de ella misma. De un modo análogo se dofi- 
пе la anticadena saturada. Por cadena máxima (anticadena máxima) 
se entiende una cadena (апіісайспа) máxima por el número de sus 
elementos. 

El diagrama de Hasse de un conjunto parcialmente ordenado 
P cs el grafo orientado, de cuyos vértices зісусп los elomontos de P, 
mientras que el arco (т, y) está presente cuando y sólo cuando 2: cu- 
bro y. En ol grafo citado se acostumbra a expresar los arcos orientados 
hacia abajo. En tal representación se ponen de manifiesto de manera 
ilustrativa los niveles dol diagrama de /аѕѕо, es decir, del conjunto 
Че elementos de un mismo rango, es decir, del conjunto de aquellos 
elementos que distan de los eJementos minimos en un camino de lon- 
gitud igual. 

7.1. Dénse ejemplos de conjuntos con órdenes diferentes fijos 
sobre ellos. 

7.2. Demuéstrese que existen exactamente dos conjuntos no iso- 
morlos parcialmente ordenados que constan de dos elomentos. 

7.3. Indíquenso todas las relaciones de orden по isowmorfas sobre 
мп conjunto de cinco elementos. 

7.4. Dése la definición formal do relación de orden que se emplea 
para ordenar las palabras en los diccionarios (este orden se denomina 
Jexicográfico). 

7.5. Sca < una relación de orden sobre A y sea В un subconjun- 
to del conjunto А. Рага a, b € В pongamos a< pb, sia< b. Demués- 
trese que la relación < д es una relación de orden sobre el subcon- 
junto B ((8, < p) y Vleva ol nombre de subcoujunto parcialmente or- 
denado dol conjunto (А, < )). 

7.6. Sea S una familia de todos los subconjuntos del conjunto 
(a, b, с, d}. Diremos que A < В, donde А, B € 5, si А es un subecon- 
junto del conjunto B. Compruébese que = es una relación de orden. 
Dibújese el diagrama de Hasse y indíquenso los elementos máximos y 
mínimos. Dénse los ejemplos de cadonas (máximas) y de anticadonas 
en ($, S). 

7.7. Sea S un conjunto de todos los divisores enteros positivos 
del número 20, ordenados según la divisibilidad, es decir, a< b 
cuando y sólo cuando a | b (a divide b). Compruébese que < es una 
relación de orden. Dibújeso el diagrama de Hasse, indíquense los ole- 
mentos máximos y mínimos. Dénse los ejemplos de cadonas (máxi- 
mas) y anticadenas еп (S, <). 

7.8. Sea И un conjunto no vacio y sea Р el conjunto de todas las 
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relaciones de orden sobre A. Рага р, с ЄР pongamos p< о, si 
apb lleva consigo aob (a, b Є A). Demuéstreso quo (Ё, <) es un con- 
junto parcialmente ordenado. 

7.9. Muéstrese que el elemento maximal, si existe, es máximo y el 
minimal, mínimo. 

7.10, ¿Será cierto que si el elemento máximo es único. es también 
maximal? 

Sea Р un conjunto parcialmente ordenado con 0 y f. Un elemento 
a de P se donomina átomo, si 0 < a, y coátomo, si a < 1. Sen Р (n) 
un conjunto de particiones de un número natural т, ordenado do una 
manera tal que si A, н € Р (л), ontonces A< p cuando y sólo cuando 
puede obtenerse la partición p sumando las partes separadas de la 
partición А. Por ejemplo, 3 +4 +1 = (12,3), 4+1 = (1, 4); 

-+ 2 = (2, 3) son las particiones del número 5; en este саво (1°, 
3)< (1, 4) y (4%, 3)< (2, 3), mientras quo (1,4) y (2,3) son elementos 
incomparables on 2 (5). 

7.11, Son Р (л) un conjunto parciolmente ordenado de particiones 
de un número natural n. Dibújese el diagrama de Мазве para P (5), 
indíquense todos los átomos y coátomos suyos. Hállese el número de 
elementos en Р (n) para n = 2, 3, 4, 5, 6 y 10. 

7.12. Demuéstrese que los conjuntos a seguir son parcinlmente or- 
denados: 

a) el conjunto de toda la gente y а < b significa que а es un 
descendiente de b; 

b) А es un conjunto de todas las funciones reales definidas en 0] 
conjunto X, y } < д, donde /, g € A cuando y sólo cuando f (1) < 
< g (2) para cualquier z € X; 

c) A es un conjunto de todas las funciones reales cóncavas conti- 
nvas definidas en cierto intervalo de un conjunto de números realos, 
y 1< g está definida del mismo modo que en 5). 

713. Sea (А, < ) un conjunto parcialmente ordenado. Definamos 
sobre el conjunto А una relación р, suponiendo apb, si b< a. Com- 
pruébese que (А, р) es un conjunto parcialmente ordenado que se de- 
nomina dual respecto del conjunto parcialmente ordenado (4,< ). 

Si a y b son elementos del conjunto parcialmente ordenado 
(4,< ), con la particularidad de que a< b, entonces el conjunto 
(a, bÌ = {= EA |а< т< h so llamará intervalo. El conjunto par- 
cialmente ordenado (4,< } se denomina localmente finito, si 
| la, Ь]| < оо para todos los a, b €A. 

7.14. Dénse los ejomplos de conjuntos parcialmente ordenados 
finitos y localmento finitos. 

7.45. Demuéstrese que оп todo conjunto finito parcialmente or- 
denado existen tanto elementos máximos, como mínimos. 

7.16. Dénse ejemplos de conjuntos parcialmente ordenados: 

a) sin 0; b) sin 1; с) sin 0 y sin 1. 

7.17. Demuéstrese que un elemento que es mínimo y máximo si- 
multáneamente no es comparable con ningún elemento distinto de él. 

7.18. Sea $ (S) una familia de todos Jos subconjuntos del con- 
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junto 5. Para A, В € Ф (5) pongamos А є B, si А es un subcon- 
junto del conjunto B. Demuéstrese quo (P(S), =) es un con- 
junto parcialmente ordenado llamado booleano. Hállense: 0,1, 
conjuntos de átomos y coátomos del pooseano. Represéntese el dia- 
grama de Hasse dol booleano en 2 (Sn), si|S, | = т. ¿Será el 
booleano Ӯ (S) пп conjunto localmente finito, si S es un conjunto: 
infinito? 

Se denomina longitud L (С) de una cadena finita C а un número 
igual a [C | — 1. Suele decirse que un conjunto parcialmente.ordes 
nado P es de longitud n, si еп Р existe una cadena de longitud у to 
das las demás cadenas en P tienen longitud no superior а n. Dire- 
mos que la anchura del conjunto parcialmente ordenado P es igual a 
п, si en Р existo una anticadena compuesta do л elementos, mientras 
que todas las anticadenas rostantes de Р contienen no más de л ele- 
mentos. Es evidente que la longitud del conjunto parcialmento orde- 
nado P os igual a |P | — 1, y la anchura, а 1. 

7.49. Sea (Aj, Aas ++ «+ Am) una anticadena arbitraria en el bo- 
oleano $ Ду Demuéstrese la desigualdad de Yamamoto —Lubel— 
Meshalkin: 


У 5<1 


(ла) 


7.20. Demuéstrese е] teorema de Sperner: Ја anchura del boo- 
п 
leano P(S) es igual а ra ‚ donde [z] es la parte entora de g. 
[+] 


7.21. Demuéstrese que toda cadena de Jongitud т es isomorfa al 
subconjunto (0, 1, 2,..., п) de números enteros ordenados de un 
modo corriente. 

Se denomina producto directo Р х Q delos conjuntos parcialmen- 
te ordenados Р y Q a un conjunto de todos los pares del tipo (т, y), 
donde z € Р, y €Q, con la particularidad де que (2,, y) < (£a, уз) 
en P xQ cuando y sólo cuando х, х, en Р e y, < ya en Q. 

7.22. Demuésirose que el booleano $ (5,) es isomorfo a un pro- 
ducto cartesiano de з cadenas, donde la longitud de cada cadena es 
igual а 2. 

7.23. Compruébese que la unión de una sucesión creciente de ca- 
denas encajadas una en otra de cierto conjunto parcialmente orde- 
nado es una cadena. 

7.24. Si ф es un isomorfismo y a, un olemento maximal (minimal, 
máximo, mínimo, respectivamente), entonces «р (а) será también un 
elemento maximal (minimal, máximo, mínimo, respectivamente). 
Constrúyanse los ejemplos que muestran lo ilícito de la afirmación 
para una aplicación isótona arbitraria. 
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7.25. ¿Cómo se pueden ordenar los vértices de un cubo unitario 
n-dimensional, рага que Jos mismos, junto con dicha ordenación, 
sean isomorlos al booleano Ӯ (S)? ¿Será única tal ordenación? 

7.26. Sea J (п) un conjunto de todos los divisores enteros no ne- 
gativos de un número natural л ordenados según la divisibilidad | 
Compruébese que ( (п), |) es un conjunto parcialmente ordenado, 
hállense sus 0 y 1 y los conjuntos de átomos y coátomos, Dibújese 
su diagrama de Hasse. 

7.27. Sea (В (Sn),=) un belliano, es decir, un conjunto de to- 
das las particiones de Bell (particiones no ordenadas tanto en el 
interior de los bloques, como también en los propios hloques) del 
conjunto Sh = {i „ аһ). ordenadas por la unión «e los blo- 
jones л, х, ЄВ (Sn) pongamos 1, л, cuando 
y sólo cuando cualquier bloque do n, ostá contenido en cierto bloque 
de л,. Compruébese que (B (Sn, œ ) es un conjunto parcialmonte or- 
denado, hállense su 0 y 1 y descríbanso los niveles de su diagrama de 
Hasse. 

7.28. Sea (P (н), <) un conjunto de particiones del número n 
en sumandos naturales ordenados de un modo tal quo si py, pa € 

€ (Р (п), <), entonces p,< ру cuando y sólo cuando se puede obte- 

ner pa sumando las partes soparadas do la partición ру. Compruébose 
que dicho conjunto сз parcialmente ordenado, descríbanse los niveles 
de su diagrama de Hasse. 

7.29. Sea (И, (9), =>) un conjunto de todos los subespacios del 
espacio vectorial n-dimensional V, sobre ип campo finito con g 
elementos, ordenado por inclusión. Domuéstrese que este conjunto 
es parcialmente ordenado y descríbase su diagrama de Hasse. 

7.30. Sea (Mn, Œ ) un conjunto de todas las aristas de un polie- 
dro Fla, ordenado por inclusión. Demuéstrese que este conjunto es par- 
cialmente ordenado y descríbase su diagrama de Hasse. 

«31. ¿Cómo están ligados entre sí los conjuntos (B (Sn), <) 
y PE Ш 

7.32. Sea 2 (п) un conjunto de todos los divisores naturales de 

un número natural п, ordenado según la divisibilidad |, y n = 
= p% p! «ps, donde p; son diferentes números primos y 
Qi, los números naturales. Demuéstrese qne 


DSD) XZ) o х@(р®), 


7.33. Sea (А, <) опо de los conjuntos parcialmento ordonados 
citados en los problemas 7.18 y 7.26—7.30, y sea, (A4, < ) un con- 
junto de todos los elementos del J-ósimo nivel de su diagrama de 
Hasse. Dése la respuesta a las siguientes preguntas: 

a) ¿Cuántos elementos distintos hay en (4, < )? 

b) ¿Cuántos elementos de nivel dado hay en (А, < )? 

с) ¿Cuál es el número de cadenas máximas entre el cero y la uni- 
dad en el conjunto parcialmente ordenado (4, < 
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d) ¿Cuál es ol número de cadenas máximas entro el cero y la uni- 
dad que pasan por un olemento fijo a € (4, < )? 

e ¿Cuál es la anchura del conjunto parcialmente ordenado (А, 
7.34. Sea (А, < ) un conjunto finito parcialmente ordenado. De- 
muéstrese que los elementos de A pueden enwmerarse del modo si- 
guiente: А = (4, az ..., аһ}, de suorle que de а; < а, se des- 
prenderá i < j. 

Una cadena, en la cual cada subconjunto no vacio posee un ele- 
mento: mínimo lleva el nombre de conjunto bien ordenado. El con- 
junto bien ordenado lo constituye cada cadena finita. 

7.35. Dése un ejemplo de conjunto que no está bién ordenado. 

7.36. Domuésirese que si una cadena С y una cadona dual respec- 
to de C en un conjunto dual parcialmente ordenado están bien orde- 
nadas, entonces С contiene nn número finito de elementos, 

Se dico que un conjunto parcialmente ardenado P satisface la 
comlición de mínimo (de máximo, respectivamente), siempre que 
cada subconjunto no vacío de P sea nn conjunto parcialmente ordo- 
nado «ue contiene elementos minimas (máximos, respoctivamen! 

7.37. ¿Satislace cualquier conjunto bien ordenado Р 1а condici 


л 
dol mínimo? ¿Qué puedo decirse sobre el cumplimiento de la condi- 


ción de máximo en P y en un conjunto P*, dual respecto а P? 

Un conjunto parcialmente ordenado P satisface la condición 
de rolura de las cadenas decrecientes (condición de rolura de las cadenas 
crecientes, respectivamente), si para una sucesión numerable arbitraria 
(а п = 1, 2, .. .) de elementos de / tal que а, >... > > 
>...(1<4...<4p...), respectivamente existo un número 
letal que an == ar para cualquier n> К. 

7.38. Demunéstrese que en un conjunta parcialmente ordenado 
Р la condición do mínimo оз equivalento а la de rotura de las cadenas 
docreciontes. ¿Será cierto que la condición de máximo os equivalente 
a la condición de rotura de las cadenas crecionles? 

7.39. Demuéstreso que si un conjunto parcialmente ordenado по 
contiene ni cadenas infinitas ni anticadenas infinitas, es finito. 

7.40. Demuéstrese que nn conjunto finito satisface las condicio- 
nes_de mínimo y de máximo. 

7.41. Demuéstrese que si una cadena no es bien ordenada, contie- 
ne una subcadena dual respecto de una serie nalural, 

7.42. Demuéstrese que un conjunto parcialmente ordenado local- 
тепе finito satisface la condición de mínimo. 


7.43. Demuéstrese el teorema de Dilworth: el número mínimo de 
cadonas disjuntas que contienen todos los elementos de un conjunto 
finito parcialmento ordenado Р os igual a la anchura de Р. 

7.44. Sea Р un conjunto finito parcialmente ordenado. Demués- 


trese que el número máximo de elementos en la cadena de P ез ¡igual 
al número mínimo deanticadenas disjuntas, que contienen todos los 
elementos del conjunto Р. 


7.45. Sea С (У, E) un grafo orientado sin contornos. Diremos 
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que a es superior а b, donde a, b € У, si en G existe una cadena orien- 
tada desde а hacia b. Formúlese el teorema de Dilworth en términos 
del grafo orientado sim contornos. 

El teorema de Dilworth, demostrado en 1950, cuenta con un am- 
plio dominio de aplicación. Es equivalente !) a los Leoremas funda- 
mentales del análisis combinatorio tales como, por ejemplo, el teo- 
rema de P. Hall sobre el sistema de representantes distintos (véase 
el cap. III, $ 2), los teoremas de Ford y Fulkerson sobre el (lujo má- 
ximo expresado en números enteros y el corte mínimo, los teoremas 
de tipo de Menger, Konig y otros que ocupan el logar central en la 
matemática combinatoria. 

Se donomina red а un grafo conexo orientado С (У, £) con el 
conjunto de vértices У y el conjunto de arcos Æ, en el cual а todo ar- 
со (zy) € E so le ha puesto en correspondencia un número no nega- 
tivo с (z, y) llamado capacidad del arco (т, y). Sean s, t dos vértices 
distintos de G, Г (z) = (y € V | (2,0) Є) y Г (о) = (y EV | 

i (у, 2) € E). So denomina flujo estacionario de la magnitud v do 
s a £ la Función real у que está definida sabre el conjunto de arcos X% 
y que satisface las siguientes correlaciones 


v, si r=s; 


Ў iey- Ð m=} 0, si з, @.1) 


єго) жт =й, 9 х 
0< / (х, у) < с (х, y) рага todos los (х, y) Є E. (7.2) 


En este caso el vértice s se Пата fuente y L, salida (vertedero). Ёл el 
problema sobre el flujo máximo entre dos vértices so roquiero construir 
un flujo estacionario desde ol vértice s al vértice £, que tenga la mag- 
nitud máxima posible v. Sea X un subconjunto de vértices de la red 
G tal que s € X, t4X. En este caso ol conjunto de todos los arcos 
(к, y) EE tales que хЄХ, y y 4 X, so llamo corte de la rod С 
y so designa (X, X). La capacidad dol corte se llama magnitud 
e(z, y). 

зех 

Kesulta válido el siguiente teorema do Ford y Fulkerson sobre 
el flujo máximo y corte mínimo: la magnitud máxima de un flujo 
en una гей arbitraria es igual a la capacidad mínima de sus cortes. 

Si la función de la capacidad de los arcos se expresa en números 
enteros, existo un flujo máximo que también se mide en números 
enteros (teorema sobre el flujo en números enteros). 

Muchos problemas de la optimización discreta se reducen al 
probloma sobre el flujo máximo entre dos vértices. 

En la fig. 7.1 está representada una red, en Ja cual el primer nú- 
mero en el arco es igual a la capacidad de ésto, y el segundo, al valor 


1) Es decir, puede obtenerse directamente de la validez de cada uno de 
los teoremas citados más abajo, y viceversa, cada uno de estos últimos se dedu- 
се, а su vez, directamente del teorema de Dilworth, 
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de la función del flujo f. Con línea з punteadas están designados dos 
cortes cuyas capacidades son iguales a 4. El valor del flujo en esta red 
ез igual a 4 y este flujo es máximo. 

Se denomina sistema de representantes distintos (o transversal) de 
una familia de subconjuntos (X,, Xa, ..., Xn) del conjunto X 
а tal sistema de elementos (д, Za, .. . Zn) que z; € Xn y z; зе 
= ху para cualesquiera i s4). 


Fig. 7.4. 


TEOREMA DE, Р. HALL SOBRE EL SISTEMA DE REPRESENTANTES DISTINTOS: 
para una familia arbitraria de subconjuntos (Xi Xp... An) 
del conjunto X una transversal existe cuando y sólo cuando para 
cualesquiera й, da...) in tales que {< <... іп, 
1 5 п, so verifica la desigualdad |X; U.. U Xn (> k. 

Se denomina combinación de pares en el grafo С (У, £) un sub- 
conjunto de sus aristas М, М <= E, dos cualesquiera de las cuales no 


Fig. 7.2. 


tionen vértices comunes. Dicho de otro modo, una combinación de 
pares ев una familia de aristas no adyacentes de dos en dos. Un 
grajo bipartido, es ol grafo С (У, E), en el cual el conjunto de vérti: 
ces V puede dividirse en dos subconjuntos disjuntos 5 y Т (es decir 
V=5UT, SNT =Ø) de un modo tal que cada arista une cierto vérti- 
се de $ con un vértice de Т. En las figs. 7.2 y 7.3 se muestran los gra- 
fos bipartidos, en los cuales las aristas de las combinaciones de pares 
зеуехргезап mediante líneas punteadas. El conjunto de vértices del 
grato С (V, E) lleva el nombre de conjunto de vértices (А, 13)-separador, 
donde A, В S Уу А f B = Ø, si la supresión сл el grafo de dichos 
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vértices junto con las aristas incidentes a ellos ( о arcos) rompe todas 
las'cadenas que усп de Jos vértices del conjunto А a los vértices del 
conjunto B. Análogamente, se denomina conjunto de aristas (o de 
arcos) (A, B)-scparador а tal familia de aristas (arcos) del grafo 
G(V, у, cuya supresión de G rompe todas las cadenas que van de 
los vértices del conjunto А а los del conjunto В. Supongamos que ол 
el grafo representado en la fig. 7.4 А == 

b e = {a.b} y В = {с, g). Entonces (у, b, d 

es un conjunto de vértices (А, /3)-sepa- 

rador, у {(a, f); (Б, е); (b, d); (b, с)), 

a а оп conjunto do aristas (A, B}-separador, 
TEOREMA DE KONIG: el número máximo 

de aristas de una combinación de pares 


Y 9 en un grafo bipartido arbitrario С ($ U 
Fig. 7.4. U 7, Æ) es igual a la potencia mínima 


del conjunto de vi 
del grafo G. 

TEOREMA DE MEA scan s y / dos vértices de nu grafo orientado 
G. Entonces el número máximo de caminos que no se intersecan en 
los arcos de s a £ en G, os igual а la potencia mínima del conjunto 
de arcos (s, 1)-separador del grafo С. 

7.46. Demuéstrese cl análogo matricial del teorema de Konig: 
el número mínimo de filas y columnas de una matriz quo contienen 
todos los elementos no nulos, es ignal al número mínimo de dichos 
elementos no dispuestos de dos en dos en una misma fila o en una 
misma columna. 

7.47. Demuéstrese el análogo de vértice del teorema de Menger: 
sean s у t dos vértices no adyacentes en un grafo orientado G. Enton- 
ces, la potencia mínima del conjunto de vértices (s, !)-зерагайог en el 
grafo С es igual а) número máximo de caminos de s a t, que no tienen 
vértices comunes. 

7.48. Domuéstrese que las afirmaciones del teorema de Monger y 
de su análogo concerniente а los vértices (problema 7.47) son válidas 
también para los grafos no orientados. 

7.49. Demuéstrese una variante más del análogo de vértices dol 
teorema de Menger: sea G (У, Æ) un grafo (orientado) y sea 5, Те 
© V. Entonces la potencia mínima del conjunto de vértices (5, 7)- 
separador es igual al número máximo de cadenas que van de los vér- 
tices del conjunto 5 a los vértices del conjunto 7 y que no tienen 
vértices -comúnes. 

7.50. Dedúzcase el teorema de Konig: 

a) del teorema de Dilworth; 

b) del teorema de Ford y Fulkerson sobre el flujo máximo expre- 
sado en números enteros y de corte mínimo: 

с) del teorema de Menger; 

d) del teorema de P. Hall sobre el sistema de representantes 
distintos. 

7.51. Demuéstrese, basándose en el teorema de Konig, la validez: 
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tices (S, F)separador 


a) del teorema de Dilworth; 

b) dol teorema de Monger; 

с) del teorema de Р. Hall sobre el sistema de representantes distin- 
tos, 

7.52. Dedúzcase el teorema de Menger a partir del teorema de 
Ford y Fulkerson sobre el flujo máximo expresado en números enlo- 
ros y el corte mínimo. 

7.53. Dedúzcase el teorema de Ford y Fulkerson sobre el flujo 
máximo expresado en números enteros y el corte mínimo а partir del 
teorema de Menger. 

Todas las implicaciones, establecidas en los problemas 7.50— 
7.53, entre los teoremas principales de míni—máx del análisis com- 
binatorio están reducidas a un grafo orientado expresado en Ја fig. 
7.5; en dicho grafo los vértices corresponden a los teoremas y él arco 


"Teorema de Dilworth Teorema de P. Hall 
sobre el ancho de un 
[conjunto parcialmente 
ordenado 


Teorema de Ford y Fulkerson 
sobre el flujo máximo expresado 
en números y el corte 


Fig. 7.5, 


(А, B) está presente en el grafo mencionado cuando y sólo cuando el 
teorema B ha sido obtenido directamente del teorema А. Cabe indi- 
car que al haber resuelto todos los problemas 7.50--7.53, el lector 
mismo establecerá el hecho de equivalencia de los teoremas de Ford 
y Fulkerson sobre el flujo máximo expresado en números enteros y 
el corto mínimo, de Dilworth sobre el ancho de un conjunto parcial- 
mente ordenado, de Р. Hall sobre el sistema de representantes distin- 
tos, de Menger sobre la separación de las aristas y vértices y de Ko- 
nig sobre la combinación máxima de pares en un grafo bipartido. 

Representa interés el problema de hallar (demostrar) todas las im- 
plicaciones entre los teoremas del análisis combinatorio mencionados 
más arriba. Proponemos que el mismo lector halle todas las impli- 
caciones que faltan, es decir, resuelva el siguiente problema: 

7.54. Demuéstrense todas las implicaciones necesarias para que 
el grafo representado en la fig. 7.5 se haga grafo orientado completo 
sin bucles (lazos). 


127 


$ 2. Венсшоз 


Sea (А, < ) un conjunto arbitrario parcialmente ordenado y /# su 
subconjunto no vacío. El elemento a € A se llama cota superior exacta 
(supremo) del conjunto B, si a> b para todos los b Є В y si de la va- 
lidez de la relación væ b para todo b € B se deduce que v>a. 
De un modo dual se define la cota inferior exacta (infimo) del conjun- 
to В: el elemento a Є A se denomina cota inferior exacta, si a< b 
para todo b €B у si de la condición u< b para cualquier b € 2 
se deduce que и < a. Las cotas exactas superior e inferior del сопјап- 
to B en (A, < ) so designarán por los símbolos sup, e inf 4B, respec- 
tivamente. Un conjunto parcialmente ordenado (A, < ) se denomi- 
na retículo (o estructura), si para todos los а, Б Є ЛА existen sup 
(a, b} y inf (a, b}. En los relículos se emplearán también las desig: 
nacionos a À b = іп? (a,b), a Y 0 = хир (a,b); llamaremos 
A intorsección, Y, unión. 

7.55. Ser A S Ӯ (5). Demuéstrese que sup A coincide con la 
unión de los subconjuntos que integran A, mientras que inf A, con 
su intersección. 


B (inf A y inf B). Demuéstrese que sup А < sup В (inf A > inf Л). 

7.57. Domuéstrese que si a< b, entonces sup (а, b) =b о inf 
la, h е 

7.58. Sca {Aa} cierta totalidad de subconjuntos del conjunto 
parcialmente ordenado Р, A = UA a, y supongamos que existen sup A 
y sup Aa (inf A y inf Ag) para todo а. Demuéstreso que en este caso 

sup А = зир (sup Aa} (int A = inf {inf Aa})- 

7.59. Sea Q un subconjunto del conjunto parcialmente ordenado 

Р. Demuéstrese que si А < Q y existe а =suppA €Q (b =infpA Є 


Є ©, respectivamente), entonces а ==зиреА (b nfgA, respecti- 
vamente). 
7.6 


Déso un ejemplo en que de la existencia de виреА (en las 
condiciones del problema 7.59) no se deduce que existe suppA. 

7.61. Demuéstreso que si a y b son elementos máximos, entonces 
sup (a, b} existe cuando y sólo cuando а = b. 

7:62. Dése un ojemplo de conjunto parcialmente ordenado en el 
cual no existe int Ø 

7.63. Domuéstrese que si inf B existe para cualquier subconjunto 
no vacío B del conjunto parcialmente ordenado P, entonces en Р 
existe también sup Дд 

7.64. Demuéstrese que si Г, es un retículo соп а Ab =inf(a, b 
y a Y b = вир (a, b}, entonces las operaciones binarias A y 
para cualesquiera а, b, с Є L satisfacen las siguientes propiedades: 

a) а Ла =a; а Y а =a (idempotoncia); 

b) a A bò =b A a; a V b =b V a (conmutatividad); 

c) (a Ab) Лсе=ад (ДЛ о), 

V a Y (b V с) (asociatividad); 


d) a A (a V b) =a; ау (а Ab) «= а (absorción). 

7.65. ¿Cuáles de los conjuntos parcialmente ordenados, correspon- 
dientes a los diagramas de Наво ropresontados en las figs. 7.6, 7.7 
y 7.8, son retículos? 

7.66. Compruébese que los conjuntos parcialmente ordenados de 
los problemas 7.18, 7.26, 7.27, 7.29, 7.30 son retículos. 


о Ф © 


Pentagono 


Diamante Pie) 
Fig. 7.6. Fig. 7.7. Fig, 7.8 


7.67. Потиёзігево que ol conjunto parcialmente ordenado del 
problema 7.28 no os un retículo, cuando n > 5. 

7.68. ¿Qué conjuntos parcialmente ordenados del problema 7.12 
son retículos? Caleúlense a A b y a V b para aquellos que son roti- 
culos. 

7.69. Muéstrese que cualquier cadena es nn retículo. 

7.70. Domuéstrese que si un conjunto parcialmente ordenado 
(4, <) es un retículo, entonces el conjunto parcialmento ordenado 
(А, >), dual respecto a (А, <), también lo es. 

7.74. Sea A un conjunto ile todos los subgrupos (normales) del 
grupo G у рага X, У ЄЛ supongamos que X< Y significa que 
Х = Y Demuéstrese que (А, < ) es un retículo; catcúlense X A Y, 
хү 
7.72, Soa (А, <) пп conjunto parcialmente ordenado еп el que 
inf B existe para cualquier B <= A. Muéstroso que (А, < ) es un retí- 
culo. 

7,73, Demnéstrose que todo elemento mínimo (máximo) de un 
retículo es un coro (unidad). 

7.74, Domuéstrese que si a, b, с son elementos de un retículo y 
aVoYc=aAbAc, entonces a=b=c. 

7.75. Sea A un conjunto con dos operaciones binarias A у V, 
que son idempotentes, conmutalivas, asociativas y satisfacen las 
propiedades de absorción; además, a< b significa que a Y = 

= b. Domuéstrose que la relación < es relación de orden sobre el 
conjunto A y el conjunto parcialmente ordenado que surge resulta 
ser un retículo, con la particularidad de que 


a Y b =sup (a, 0), 
a Ab =inl (а, b}. 
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7.76. ¿Qué cambiará, si еп el problema 7.75 ponemos a< ù cuan- 
do y sólo cuando a À b =a? 

7.77. ¿Serán retículos los conjuntos parcialmente ordenados ro- 
presentados en la fig. 7.97 

7.78. Muéstrese que en la fig. 7.10 está representado dos veces 
un mismo retículo. 


<É> ES 


Fig. 7.9, 


= Ф 


Fig. 7.40. 


7.79. Dibújense los diagramas de todos los retículos que se com- 
ponen de no más de seis elementos. 

7.80. Demuéstrese que el producto directo Р х Q (como conjun- 
tos parcialmente ordenados) de cualesquiera dos retículos Р у Q 
es un retículo llamado producto directo de retículos. 

Un conjunto parcialmento ordenado se denomina retículo comple- 
to, siempre que todo su subconjunto no vacío tiene tanto cota ѕиро- 
rior exacta, como cota inferior exacta. 

7.81. Dénso los ejemplos de retículos completos. 

7.82. ¿Formará el retículo completo un conjunto de todos los nú- 
meros enteros con orden corriente según su valor? 

7.83. Compruébese que todo relículo completo es un retículo. 
¿Es cierto que todo retículo es retículo completo? 

7.84. Compruébese que el belliano Y (Sn) es un retículo comple- 
to. 

7.85. Demuéstrese que un producto directo de retículos completos 
es un retículo completo. 
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7.86. Demvéstrese que si un conjunto parcialmente ordenado P 
tieno la cifra 1 y sí cada su subconjunto no vacío tiene cota inferior 
exacta, entonces Р es un reliculo completo. 

Para los retículos hay dos conceptos equivalentes de isomorfismo: 

а) Los retículos Lo y Г, so llaman isomorfos, si son isomorfos como 
conjuntos parcialmente ordenados. 

Б) Los rotículos / у L se Патап isomorlos, si existe un isomot- 
fismo їр del conjunto Ly sobre el conjunto Z, tal que para cualesquie- 
ra a, b € Lo tiene lugar: 


e (e A b) = q (a) A (0); 
(a V b) = (a) V q (b). 
So denomina homomorfismo del reticulo Ly en ol retículo Z 


la aplicación q: Lo > L, que satisface, para cualesquiera а, b € Lo, 
Jas condiciones: 


(a V D) =p (a) V em 
ela Ab) =p (a) A p O 


7.87. Demuéstrese que todo homomorfismo de los reticulos es 
una aplicación isótona. ¿Será cierta la afirmación inversa de que 
toda aplicación isótona de los retículos es un homomorfismo? 

Un subconjunto 4 del retículo L se denominará también pentágo- 
no o diamante, si es un subretículo isomorlo al pentágono (убазе fig. 
7.6) o al diamanto (véase fig. 7.7). Do este modo, afirmando que 
В = (bj, da, bas by, bs) es un pentágono (diamante, respectivamen- 
to) suponemos que la aplicación q: b; ~ 0; б,-» а; b, — b; bi 
=> с, by — 1 es un isomorfismo del retículo B sobro el rotículo re- 
presentado en la fig. 7.6 (en la fig. 7.7, respectivamente). 

7.88. Muéstrese que la imagen homomorfa de un diamante Ja 
constituye el propio diamante o un retículo de un solo olemento. 

Una aplicación isótona р del conjunto parcialmente ordenado P 
en sí mismo lleva el nombro de operador de clausura, si ф (2) > a y 
Фф (р (2)) = Ф (z) para todo = ЄР. El elemento їр (х) so llama q» 
clausura de х. Un elemento que coincide con su q-clausura se Пата 
«p-cerrado. 

7.89. Dénso ejemplos de operadores de clausura sobre los conjun- 
tos parcialmente ordenados е indíquense todos los elementos cerra- 
dos en estos conjuntos parcialmente ordenados. 

7.90. Sea ф un operador de clausura sobre el conjunto parcial- 
mento ordenado Р; el subconjunto А = Р consta de elementos q- 
cerrados y а = inf А existe. Demuéstrese que en oste caso а es un 
elemonto_-cerrado, 

7.91. Sea p un operador de clausura sobre el retículo completo Р. 
Demuéstrese que un conjunto parcialmente ordenado Z de todos los 
elementos «-corrados, considerado como un snbcojunto del conjunto 
parcialmento ordenado Р, es también un retículo completo y que 
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еп tal caso para cualquier subconjunto no vacío А del conjunto /, 
tiene lugar inf, A infp А y sup, A = ọ (SuppA). 

7.92. Demnéstrese que si Фф es un operador de clausura sobre ol 
conjunto parcialmente ordenado P, todos los elementos máximos de 
P son q-cerrados. 

Un retículo L se llama modular, si para cualesquiera а, b, c € L 


аЛ V (Ло =a ЛУ (Л о) 
о bien, lo que es equivalente а la condición siguiente: 
a% с lleva consigo a A (b Y с) = (а Л b) V с. 


7.93. Muéstrese que los retículos que siguen: 

a) diamante (véase fig. 7.7); 

b) retículo del problema 7.2 

с) retículo dual respecto del retículo modular; 

d) subrotículo de un retículo modular; 

e) producto directo do los retícnlos modulares; 

f) imagen homomorfa de un retículo modular son todos modulares. 

7.94. Dénse ejemplos de retículos no modulares. 

7.95. Demuéstrese que un belliano 9 (Sn) es un retículo modular, 
si y sólo si k< 3. 

7.96. Domuéstroso que el rotículo L es modular si y sólo si по 
contiene pentágonos. 

7.97. Demuéstroso que el retículo Г, es modular cuando y sólo 
cuando para todos los а, b, c €L de Бра, а Ac =b Лесу de 
аус =b V с se deduce que а = b. 

7.98. Demuéstrese que si а y b son elomontos de un retículo 
modular 2, los intervalos [а A b,al y [b,a Y 0] son isomortos. 
En este caso el isomorfismo se realiza medianto las aplicaciones: 


9()=xVYb, sizEla Abal 
pu) =а Лу, вує a Y bl 


7.99. Demuéstrese que si Г, es un rotículo modular y зі а, b Є L: 
„entonces para cualesquiera z, y € la A b, bl so verifica Ја igualdad 


aV ЕЛ) = (Уа) Л (уу. 


Un retículo L se Пата distributivo, si рага cualesquiera а, b, 
cEL se verifica una de las siguientes identidades: 


М) Ла Мо = ау (Ле); 
a ADV (а Ло =a AHV 0. 

7.100. Muéstrese que 105 reticulos que siguen: 

a) booleano; b) toda cadena finita; c) retículo compuesto por no 
más de 4 elementos; d) retículo de números enteros no negativos or- 
denados según la divisibilidad; e) dual respecto del retículo distri- 
butivo; 0) subretículo de un retículo distributivo; g) imagen homomor- 
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la de un retículo distributivo; h) producto directo de los retículos 
distributivos son todos distributivos. 

7.101a. Dénse ejemplos de retículos no distributivos. 

7.101b. ¿Será cierto que un belliano 2 (S,) es retículo distribu- 
tivo, si y sólo si n< 2? 

7.102. Demuéstrese que un retículo modular L es distributivo 
cuando y sólo cuando no contiene diamantes. 

7.103. Demuéstrese que un retículo L сз distributivo cuando y 
sólo cuando para cualesquiera a,b,cELdea Лс =b Aca Vocea 
=b Y с se deduce que а = b. 

7.104. Demuéstrese que el retículo L es distributivo si y sólo 
si para cualesquiera а, b, с € L se verifica 


«лу Лу (Ла) = («У ЛОМО Л (Л а). 


Escribamos a < b (b > а), si a < b, ба = b. So dico que ol ro- 
tículo L satisface Ја condición de recubrimiento por arriba si para cua- 
lesquiera а, b, cEL do а < 0 so deduce que a Y e < Y c. La 
condición de recubrimiento por debajo se define de un modo dual. 

7.105. Domnéstrese que un retículo modular arbitrario satisface 
las condiciones do recubrimiento por arriba y por debajo. 

El rotículo Z se denominará semimodular, si satistace la condición 
de recubrimiento por arriba. 

7.106. ¿Serán somimodulares Jos retículos representados оп la 
fig. 7,11? 


а) b) 
Fig. 741. 


7.107. Demuéstrese que el producto directo do los roticulos se- 
mimodulares, la imagen homomorfa del retículo semimodular finito 
y ol БеШапо (Sn) son relículos semimodularos. 

7.108. Dénse ejemplos de retículos semimodulares que no son 
modulares. 

Sea L un retículo con 0. Definamos en él una función de rango 
r (a) del modo siguiente: r (a) es igual a Ja longitud de la cadena máxi- 
ma más larga en el intervalo [0, el, si tal cadena existe, y 
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r (а) = оо еп el caso contrario, Diremos quo /, es un retículo de lon- 
gitud finita, si r (а) < œ, cualquiera que sea а € D. 

7.109. Domuéstrese que en un relículo semimodular Z de longi- 
tud finila se cumplo la condición de Jordan—Hólder: cualesquiera 
dos cadenas máximas entro los elementos arbitrarios del relículo 
1, son de igual longitud. 

7.110. ¿So cumplirá la condición de Jordan—Hlder en un retí- 
culo de longitud finita que satisface la condición do recubrimiento 
por debajo? 

Así pues, en virtud de la condición de Jordan —Hólder, que se 
cumple en los relícnlos semimodulares de longitud finita, ol rango 
r (a) coincido con la longitud de la cadena máxima arbitraria en ol 
intervalo 10, al. 

7.111. Demuéstreso que: 

a) si en un conjunto parcialmente ordenado A cou O so cumple la 
condición de Jordan—Ilólder, entonces su función de rango r (а), 
definida para todo а €A, satisface Ins siguientes condiciones: 
r (0) =0 y de a < b зе deduco quo r (b) = (a) + 1; 

b) si sobre un conjunto parcialmente ordenado A, está dofinida 
una función r tal que r (0) =O y si de a < b so doduco que 7 (b) = 

r (a) + 4, entonces А satisface la condición de Jordan—Ulólder 
y esta función coincide con su función de rango. 

7.112, Demuéstrose que en el retículo L de longitud finita son 
equivalentes las siguientes condiciones: 

a) L ев un retículo semimodular; 

b) si a, b € L, а 50, y los elementos a, b cubren el clomonto 
a A b, entonces ol elomento a Y b cubre los elementos a y b; 

с) sia, b, c € L, a< b y С os una cadena máxima оп el intervalo 
te entonces {z Y e` æ ЄС) os la cadena máxima en el intervalo 
la Y e, b У cl; 

d) наа, cualesquiera а, b Є Г se verifica la desigualdad 


ría) +r (>ra AD) +r la У 0). 


7.113, Deomuéstrese que si en un retículo de longitud finita L 
se cumple la condición do recubrimiento por dobajo, entonces para 
cualesquiera a, b Є / so verifica la desigualdad 


r(a) + r(b)<r(a A b) 4-7 (a Y 1). 


7.114. Demuéstrese que el retículo /, es semimodular cuando y 
sólo cuando para cualesquiera z, y € L de x= > т A y se deduce 
Y у-у. 

7.115. Demuéstrese que para los retículos semimodulares resul- 
ta válido el axioma de sustitución de Мас Lane—Steinitz: si р 
y 9 son átomos del retículo L y si a € L,a <a Y а< а Y р, enton- 


аур =а ү q. ы 
7.116. Demuéstrese que para el retículo L de longitud finita son 
equivalentes las siguientes afirmacionos: 
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a) L ез un retículo modular; 

b) el retículo L satisface las condiciones de recubrimiento tanto 
por arriba, como por debajo; 

с) £ no contiene penlágonos; 

d) para cualesquiera a, b Є se verifica Ja igualdad 


r (a) +r {b) =r (a V b) +r( Л 0). 


7.117. Demuéstrese que en un retículo semimodular L de longi- 


tud finita para cualesquiera z; € L, i = 1, 2, ..., n, se verifica 
la desigualdad 


па Ма М Мл) (а) (а) +... +7 (00). 


7.118. Demuéstrese que en un retículo semimodular L de longi» 
tud finita, si р es un átomo tenemos: pS a ó a Y p > а. 

Un par de elomentos (a, b) dol retículo Æ se Пата modular y so 
denota а, si de z< b se deduce, para cualquier z 62, quo 
æ V (а Ab) = (Уа) A b. 

Inmediatamente de ta definición so desprende que el retículo L 
es modular cuando y sólo cuando аЛ/ф para cualesquiera а, b € L. 

7.119. Demnéstreso que para los elementos а у b de un retículo 
arbitrario L y las aplicaciones р y ip, definidas en el problema 7.98, 
lentes las siguientes condiciones: 


b) q es la aplicación do la, a Y b] sobre la Д b, bl; 

с) 1р ез la aplicación binnívoca de la A b,b) en la, a Y bl; 

d) qq (z) = = para todo z € la A b, bl. 

7.120. Domuéstrose que en un retículo semimodular 2, de Jongi- 
tud finita adfb cuando y sólo cuando 


r(a) + r (b) =r (a Y b) 4 r(a A b). 


Un retículo L se Пата MM-simétrico, si aMb lleva consigo bMa 
para onalesquiera a, DEL. 

7.121. Muéstreso que en el retículo representado en la fig. 7.11 
а) de añb no se desprende bMa. 

7.122. Demuéstrese que un retículo arbitrario /, de longitud fini- 
ta es semimodular cuando y sólo cuando es M-simétrico. 

Soa Г. un retículo con 0. El subconjunto X del conjunto LN (0) 
se denomina independiente, si para cualesquiera subconjuntos fini- 
tos suyos A y B es válida la igualdad 


inf (sup A, sup 8) = sup (4 П В). 


7.123. Demuéstrese que un subconjunto X del retículo L оз 
dependiente cuando y sólo cuando la aplicación q: A — sup А, defi- 
nida para todos los A Є F (X), св un ismorfismo entre ol rotículo 
del booleano P (X) y un subretículo del retículo L, engendrado por 
el conjunto X. 
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7.124. Sea L un retículo modular con 0. Demuéstrese qne el sub- 
conjunto de п elementos {01, ..., а) = L — {0} es independien- 
te, si y sólo si para cualesquiera i =1,2, ..., п—1 son válidas las 
correlaciones 


а Мау... Ма) Ла 


7.125. Sea L un retículo modular con 0. Demuéstreso que 

а) si a< bi а, bi € L, i =1,2, ...,1n y і, bz ..., bn son 
independientes оп L, entonces а, 0, ..., а, son Llambién inde- 
pendientes; 

Ъ) Si а, Mz, ..-, а, son elementos independientes del retícnlo 
L y si а =an Y 012 У... V Gin, donde аң, аш. 
también son elementos independientes del retículo L у i 
+. +, п, entonces los olementos ац, . . ., а, ад... а... 

25 аль, Son indopondientos. 

El conjunto 21, хз, + + ., Tn de elementos de un retículo somimo- 
dular de longitud finita será independiente, si satisface la siguiente 
condición 

T (2, V 2a V...V хз) =r (21) + r (27) =... +r (2n). 


7.126. Demuéstreso que si 21, Zz, ..., Zn son elementos indes 
pendientes del retículo semimodular L de longitud finita, entonco- 
para todos los ¿ = 1, 2, ..., n—1 se verifican las siguientes corre- 


laciones: 
а) (3; y V zi) À аы = 0; 
b) (a V V ж) Ма; 


DE? «n Zu son elementos independientes. 

7.127. ¿Será cierta la afirmación del probloma 7.124 para los 
ны; semimodulares de longitud finita? 

7.128. Demuéstroso que si X = (0, аг, ..., аһ) es un conjun- 
to de átomos de un retículo semimodular, entonces serán equivalen 
tes las siguientes condiciones: 

а) X cs un conjunto independiente; 
b) (а У... Ма) Ла, = 0 рага lodo i = 1, 2, ..., п—1; 

с) r V ал) = п. 

7. 120 *Muést ese que si сп un rotículo semimodular los átomos 
Ps ‚ P, son independientes y los átomos q}, . . ., й+у también 
son “independientes, será independiente también cierto conjunto 
Pu: 


Un АЧА L соп 0 у 1 se llama retículo con complementos, si 
para cualquier z Є L existe Lal elemento 2* Є L que z A 2* = 0 
уг Y х* =1, con la particularidad de que el elemento z* se deno- 
mina complemento del elemento z en L. Un retículo L recibe el nombro 
de retículo con complementos relativos, зі de que a< 2< b, donde 
a y b son elementos arbitrarios del retículo L, у = € L se deduce 
la existencia de Lal elemento y EL que z Лу =a, z V y =b, 
y en este caso el elemento y se denomina complemento relativo del 
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elemento х en el intervalo (a, b}. De acuerdo con las definiciones dadas, 
cada retículo Æ соп complementos relativos que poseo 0 y 4 
será retículo con complementos. 

7.130. Sea L un retículo representado en Ja fig. 7.12. Hállenso 
los complementos relativos: a) del elemento 5 en el intervalo [е, 1); 
b) de los elementos a y e en el intervalo 
10, b]. ¿Será el retículo L un retículo con 
complementos o complementos relativos? 


¿Podrá un elemento tener varios comple- р а 
mentos (relativos)? 
7.181. ¿Será cierto que cada retículo * й 


con complementos es un retículo соп com- 
plementos relativos? Arguméntese Ја res- 
puesta. o 

7.132. ¿Será un pentágono (véase lig. 
7.6): а) retículo con complementos; b) reti- 
culo con complementos relativos? 

7.133. Muéstrose que todos los retículos con complementos rola- 
tivos que tienen no más de 8 elementos son modulares. 

7.434. Demuéstrese que si en un retículo modular con 0 y 1 el 
elemento a tiene complemento, poseerá también complemento rola- 
tivo en cualquier intervalo que lo contiene. 

7.135. Demuéstrose que ол un retículo de longitnd finita L con 
complementos relativos, cada elemento a es una unión de átomos en 
él contenidos. ¿Será cierto que en un retículo modular de longitud fi- 
ліса con complementos, cada elemento es una unión de átomos en él 
contenidos? 

7.136. Sea L un retículo modular con complementos y sea a, = 
=0 <a, <... < а, = í una cadena еп L. Supongamos, además, 
que b, =a,, б, сз un complemento relativo de a, en el intervalo 
10, asl, ., ba os un complomento relativo del elemento 
аһ-уеп el intervalo [0, anl. Demuéstrese que el conjunto (b,, da, ... 
Л ba} es independiente en L. 

187. Sea Z un rotículo con 0 y 1; a, b, c, z, y, 2, £ € L; suponga- 
mos que z es un complemento relativo del elemento a en ol intervalo 
lb, c}, y es un complemento relativo del elemento с en el intervalo 
Iz, 1], 2 es un complemento rolativo del elomento b en el intervalo 
10, xl y Е es un complemento relativo del olemento х en el intervalo 
12, у]. Compruébese que t es un complemento del elemento a en L. 

7.138. Domuéstrese que en un retículo distributivo L соп 0 y 
1 cualquier elemento a tiene a lo sumo: а) un complemento relativo 
en cada intervalo; b) un complemento en Z. 

7.139. Demuéstrose que si en un rotículo distributivo Z los ele- 
mentos a y b tienen complementos a* y b*, respectivamente, enton- 
ces los elementos a A b y а Y b también poseen los complementos 
(a A b)* y (a Y Ь)*, rospoctivamente; además, son válidas en este 
caso las identidades de Aforgon: 

(a Л b)* =a* Y 6* y (a Y 0)* =a* A 0. 


Fig. 71.12. 
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7.140. Sea Г, un rolículo distributivo con 0 y 1; а, b € L. Demués- 
tresc que si los clementos (a A b) y (a Y b) tienen complementos, 
los elementos a у b también tienen complementos еп L. 

7.141. Demuéstrese que un retículo semimodular de longitud 
finita Æ es un retículo con complementos, si y sólo si su 1 es una 
unión de sus átomos. 

7.142, Demuéstrese que un retículo semimodular L es un rotíco- 
lo con complementos relativos, s sólo si cada elemento г de él 
es tal que z >Q, es una unión de átomos. 

7.143. Demuéstrose que si ау, da, » - -, пл son elementos inde- 
pendientes del retículo modular /, соп 0, entonces el snbrotículo H 
del retículo Z, engendrado por los intervalos (0, a), donde i == 1, 
2,.... п, es isomorío al producto 10, а] X 10,02 X... х 
х 10, an]. 

Se Пата retículo de Boole un retículo distributivo con comple- 
mentos. En vista del problema 7.138, cada clemento del rotículo 
de Boole B tiene un único complemento, y en virtud del problema 
7.134, el retículo de Boole cuenta con complementos relativos. Por 
ser simétrico el complemento, tenemos z** += х para todo z EN 
(esta propiedad lleva el nombro de involutividad). Un retículo de 
Boole, en el cual 0, 1 y * (operación de complemontar) se consideran 
como operaciones principales, recibe ol nombro de álgebra de Boole. 
De este modo el álgebra de Boole es en realidad un sistema algebraico 
(В; Л, М, *, 0, 1), donde A, V son operaciones binarias, * es ope- 
ración monaria, y 0, 1, las constantes de operaciones que satisfacen 
las propiedades de: idempotencia, conmutatividad, asociatividad, 
absorción рше modularidad, (retículo modular), distributivi- 
dad (retículo distributivo), fronteras universales (retículo con 0 y 1), 
complementariedad (retículo con complementos), involutividad е 
identidades de Morgan (retículo de Boole). 

7.144. Muéstrese que los retículos: a) booleano P (S); b) el reti- 
culo modular con complementos únicos: с) cualquier subretículo 
del retículo de Boole; d) el producto directo do retículos de Boote, son 
todos retículos de Boole 

7.145. Demuéstrose qu 
cierto booleano P (Sn). 

Dos intervalos |z, у} y [2”, у'] del retículo Z se llaman transpuestos, 
si Iz, y) = lb, aV bl y lz’, y] = [а A b, al para ciertos a, b EL. 
Diremos que los intervalos |z, у] у Iz’, y'] son proyectivos (1а designa- 
ción es: [z, у] ~ iz’, y')), si existo una sucesión finita de intorvalos 

lz, yl, le Ya), > +++ Ln Yah de, y’), 
en la cual cualesquiera dos intervalos vocinos зоп transpuestos. 

7.146. Demuéstreso que en los retículos modulares de longitud 
finita so cumplo la condición reforzada de Jordan —Holder: cualesquie- 
ra dos cadenas máximas entre los elementos arbitrarios del retículo 
modular /, de longitud finita tienen longitud igual; Si а а, - 

. ә ал-ь An Y bo = аы Èis » 0; би Ün = ün 65 un par de Lales 


138 


un retículo de Boole finito es isomorlo а 


cadenas máximas, exisle una permutación о de índices (1, 2,..., п} 
tal que [агау a] ~ быра, Del para i=1, hn. Además, 
si L es un retículo modular, la permutación т está definida dol modo 
unívoco. 

7.147. Sea S un conjunto finito; Z, un subretículo del retículo 
de Boole Ӯ (S); S”, el elemento minimal del subretículo у S*, 
el complemento on $ de su elemento maximal. Demuéstrese que si 

S=, 4, An = 555+ ез la cadena má 
ASA р li 4; , п}, entonces (S~, {/: КЄ Т}, 5°) 
será partición del conjunto 5 que по dopendo del modo de elegir la 
cadena máxima entre $- y SNS* сп £ (los conjuntos S~ y S* pueden 
sor vacíos, Lodos los F € .7 no son conjuntos vacíos). 

Una cadena se denomina puntual, si cada uno de sus elementos es 
una unión de átomos. Un retículo semimodular puntual do longitud 
finita sc Пата geométrico (o bien matroidal). De este modo, en vir- 
tud del problema 7,142, ol retículo geométrico es un retículo somi- 
modular de longitud finita con complementos rebativos, 

7.148. Muéstroso que los retículos: a) booleano Ӯ ($„); b) bollia- 
no % (Sn); с) ol conjunto parcialmente ordenado del problema 
7.29; d) el intervalo arbitrario la, bÌ del retículo geométrico L; е) 
el producto directo de los retículos geométricos, son Lodos geométri- 


з. 

7.149. Sea С un retículo geométrico y A, cierto conjunto de sus 
átomos. Demuéstreso que ol conjunto 2 de toda claso de uniones de 
átomos р € A ез un retículo geométrico, si le agregamos un elomento 
más 0 y ponemos 0 = зир Ø. 

7.190. ¿Será posible despreciar en las afirmaciones de los pro- 
blemas 7.141 y 7.142 ol requisito de semimodularidoad de Jos relículos? 
Arguméntese la respuesta. 

7.151, Demuéstrese que un retículo 2, de longitud finita con com- 
plementos relativos es geométrico, si y sólo si se cumple on él una 
de las siguientes condiciones: 

a) sia, b € L, а eb, y los clementos a, b cubren el elemento 
с( =a Л b), entonces el elemento а Y 0 cubre los elementos a y b; 

b) si р es un átomo del retículo L, entonces рага un clomento 
arbitrario a € L o bien p< a, o bien a Y p cubre a; 

с) si р, q son los átomos del retículo L y a<a V 9<a0V p, 
donde а Є L, entonces a Y q =a үр. 

d) la propiedad de independencia алое раса а аё (os 
decir, invariante respecto de todas Jas permutaciones de átomos). 

7.152. Domuéstrose que un retículo puntual de longitud finita 
es semimodular (geométrico) cuando y sólo cuando para cualquier 
elemento a € L y para cada átomo pEL: рда. 

7.153. Supongamos que en un retículo geométrico los elementos 

< b son complementos de а. Demuéstrese que si aMb y ae, enton- 
cos b = 

7.154. Sea G un grupo abeliano. Denotemos con L el retículo de 
todos los subgrupos Ħ tales que el grupo cociente С/ no Liene cle- 
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mentos de orden finito, salvo el cero. Demuéstreso que Æ es un retí- 
culo geométrico. 

7.155. Sea a* un complemento del elemento arbitrario a de un 
retículo geométrico L. Demuéstrese que a* Aa. 

Sea A un conjunto de todos los átomos del retículo geométrico 
L y sea В un subconjunto arbitrario suyo. Se Пата rango r (b) del 
subconjunto В cl rango del elemento sup В en el retículo L. 

7.156. Demuéstrese que la función de rango r de los subconjuntos 


Pig. 7.13. 


se ol problema 7.128). Los conjuntos independientes máximos (por 
inclusión) son bases del retículo geométrico Г. Los subconjuntos 
В < А, que no son indopendientes, so llamarán dependientes у los 
conjuntos dependientes mínimos (por inclusión), ciclos. Por ejemplo, 
en el retículo geométrico representado en la fig. 7.13 los subconjun- 
tos de átomos ab; bed, ade son independientes; los abc; cde; abed 
son dependientes; abc; cde son ciclos, y ace; bed; acd, bases. 

7.157. Demuéstrese que para el conjunto de todas las bases del 
retículo geométrico L se cumplen las siguientes condiciones: 

a) ningún subconjunto propio de una base será base; 

b) para cualesquiera bases 2, у В, y para cada a Є B, existe un 
átomo b € B, tal que (B,N (a)) U (6) también sorá una base. 

7.158. Demuéstrese que para el conjunto de todos los ciclos de 
un retículo geométrico Г, se cumplen las siguientes condiciones: 

a) ningún ciclo no es subconjunto propio de otro ciclo; 

b) si С, y С. son ciclos diferentes y a ЄС, П Ca, existe un ciclo 
С, tal que CS (С, UCAN {а}; 
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с) зі С, y С, son ciclos diferentes, a € С. С, у dECINCy, en- 
tonces existe un cielo C, tal que b € C, = (С, |) С.) N (a). 

Dos clementos a y b del retículo L con complementos se denomi- 
nan perspectivos, si tienen un complemento común, es decir, a Y с = 
=bYe=1, yapc=bAc=0 para cierto elemento с EL. 
En este caso el elemento c lleva el nombre de eje de la perspectiva. 

Si L es un retículo modular con complementos y si sus elementos 
a y b son perspectivos con el eje de perspectiva c, entoncos, al emplear 
sucesivamente las aplicaciones р y ẹ del problema 7.98; 


10, а] = [а A c, a) >te, a Y el =le, 1) = 
le, b V cl— lb A c, bl =10, bl, 


establezcamos el isomorfismo entre los intervalos 10, al y 10, b). 
Además, los intervalos 10, а) y 10, б] son proyectivos. Por eso, te- 
niendo en cuenta la analogía con los intervalos proycctivos, emploare- 
mos la designación а ~b para escribir los elementos perspectivos 


yb. 

7,159. Sca L un retículo geométrico. Muéstrose que а ~ b en-el 
retículo Z cuando y sólo cuando a Y z =b V х, уаЛ z=bAx 
para ciorto elemento х Є L. 

7.460. Sean a y Б los átomos del retículo geométrico L. Domués- 
trese que ab, cuando y sólo cuando existe un ciclo С del re- 
tículo L que contenga а y b simultáneamente. 

7.161. Demuéstreso que la relación de perspectividad de los áto- 
mos de un relículo geométrico es una rolación de equivalencia. 

7.162. Compruébese que en los problemas 7.85, 7.93 e), 7.100 h), 
7.107 y 7.148 e) son válidas también las afirmaciones inversas. 

Diremos que un retículo Z con Ô y 1 es desarrollable, si existon in- 
tervalos no trivialos Z, = [0, 2,) y La == [0, zo] Lales que para cada 
elemento z Є L se encuentre un único par (т, 27) € L, х La do tal 
índole que z ==, Y 27. Indiquemos que esto es equivalente а la 
afirmación de que L es isomorío а L; X La. 

7.163. Demuéstrese que un retículo geométrico es indosarrolla- 
ble cuando y sólo cuando dos de sus álomos cualesquiera son perspecti- 
vos, 
7.464. Demuéstrese que cualquier relículo geométrico es isomor- 
fo al producto directo de los retículos geométricos indesarrollables. 

7.165. Sean z e y los elementos arbitrarios de un retículo modu- 
lar geométrico М, y sea z uno de sus átomos tal que z< z Y y, 
y z < y. Demuéstrese que se encontrará un átomo х' tal que <a 
уг: үу. 

7.166. Sean а у b dos átomos distintos de un retículo geométrico 
modular №. Domuéstrese que а ~b cuando y sólo cuando el ele- 
mento a Y b contiene el tercer átomo с € М. 

Se denomina estructura de incidencia a un par (P, L) de conjuntos 
disjuntos Р y L, donde Р es un conjunto de puntos y L, una familia 
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de rectas relacionadas entro sí por la relación de incidencia. Se Mama: 
rá subespacio do la estructura de incidencia (P, L) al subconjunto S 
del conjunto Р, рага el cual si p, q ES ур +29, entonces el conjun- 
to de puntos de una recta que pasa por los puntos р y q también per- 
tenecen a S. Un subespacio зе considera engendrado por el conjunto 
de puntos A, sí es un subespacio minimal de la estructura de inci- 
dencia que contiene el conjunto А. Dos rectas se intersecan, si son 
incidentes respecto de un mismo punto. Una estructura do incidon- 
cia se llama geometría proyectiva de 
dimensión proyectica п—1, si satisface 
los siguientes cuatro axiomas 

PG1) dos puntos diferentes se ubican 
en una y sólo una recta; 

РС?) si una recta corta dos lados do 
un triángulo (по en ol punto de su inter- 
sección), entonces corta también su Lercor 
lado (vénso fig. 7.14); 

PG3) cada recta contiene por lo menos 
tres punto 

РСА) el conjunto do todos los puntos 
está engendrado рог un subconjunto que contiene » punlos, y no es 
engendrado por ningún subconjunto con número inferior de puntos, 

7.167. Muéstrese que una familia de subespacios de la geometría 
proyectiva forma un retículo puntual, 

7.168. Muéstrese que cualesquiera dos rectas distintas de la geco- 
metria proyectiva de dimensión proyectiva n—A se intersecan en un 
punto, si n< 3. 

7.169. Demuéstrese que un retículo de los subespacios do la geo- 
metria proycctiva de dimensión proyectiva n-—1 оз isomorto al retí- 
culo de subespacios de cierto espacio vectorial n-dimensional рага 
п> 5. 

7.170. Demuéstrese que el retículo de los subespacios de la geo- 
metría proyectiva es modular, 

Así pues, en los problemas 7.167—7.170 se ha establecido que los 
retículos de los subespacios de una geometría ргоуссМуа son retículos 
geométricos modulares. 

Sea ahora Л un retículo geométrico modular, Llamomos recta 
al olemento х € AT сой г (z) = 2 y puntos de la recta т a los átomos 
del intervalo 10, =]. De este modo, hemos difenido la estructura do 
incidencia PG (M). 

7.171. Demuéstrose que la estructura de incidencia PG (АГ) satis- 
face los axiomas PG1, PG2 y PG4. ¿Podrá ser que сп PG (M) no se 
cumpla el axioma PG3? 

7.172. Demuéstreso que un retículo geométrico modular M es 
indesarrollable cuando y sólo cuando la estructura de incidencia 
PG (M) es una geometría proyectiva. 

7.473. ¿Sorá cierto que cada rotículo geométrico modular es un 
producto directo de un número finito de geometrías proyectivas? 
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Los retículos L que satisfacen para todos los ap, dy, Aa, Do, bys 
b EL la desigualdad 


(@o V bo) A @ V d) Л (У b) 
< (СУ 2) Ла) V (су d) A bo) 


donde с = (а V а) A (bo V 3) Л (((2a Уа) A (do V b) V 
V (a, V aa) A (bi V a), ге denominan arguesanos. 

7.174. Demuéstrese que del carácter arguesano de un retículo 
so deduce su modularidad. 

7.175, Sea М un retículo geométrico modular, Demuéstrese que 
en la geometría proyectiva PG (M1) se verilica el teorema de Desarguo 
(véase el capítulo V, $ 3) cuando y sólo cuando el retículo M satis- 
face la identidad arguesana, 

7.176. Sea M un retículo geométrico indesarrollable de longitud. 
no inferior a 4. Demuéstreso que Af es un retículo arguesano. 

Sea L un retículo geométrico do longitud finita, Donotemos рог 
E (i) el conjunto do todos los olementos do retículo L do rango Ё, 
y supongamos que W, = | Æ (0) |. Es evidente que el conjunto 
Е (i) es una anticadena del retículo L. 

7.177. Sea L un retículo geométrico de lougitud finita, on el cual 
cualquier elemento a de rango i se cubre por Ку elementos y cubro my 
elementos (los números Кү y т sólo dependen del rango i). Demuéstro- 
se que la anchura de L es igual а máx ЇЎ,, 

ho IEr(L) 

7.178. Demuéstreso que si L es un retículo geométrico rle rango 

п, entonces 


И И, pant=2,3,... n—1 


y 
WE ИА Wat Wao рага k 4,2, 0.2, 


7.179. Sca Z un retículo geométrico de rango n, Demuéstreso 
que para cualquier К = 1, 2, ..., n—2 la igualdad 


A A ‚+ Иа 


se verifica si y sólo si el retículo L es modular. 
7.180. Sca L un retículo geométrico modular do rango п. Domués- 
trese que Wa = W,., para todo k =0,1,..., л. 


$ 3. Funciones de incidencia 
e inversión de Moebius 


Sea P un conjunto parcialmente ordenado y localmente finito y 
sea К ип campo de característica 0 (habitualmente, un campo de los 
números reales). Veamos una clase 4 (Р) de funciones ў (т, y) que 
toman valores en el campo К y que están definidas para cualesquiera 
+, y ЄР. Exijamos que f (т, y) =0, si no se cumple la condición 
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ж y. La suma de dos tales funciones, como también la multiplicación 
por los escalares so definirán del modo siguiente: 


(U + g) (=, y) = f (ж, y) + g (а, y) 
(0-1) (z, y) = a-f (2, y); 
mientras que ol producto (o convolución ) fag se delinirá así: 


(кв) у= У I, 2) (2,0). 
ta 


La convolución está definida correctamente, pues, por ser localmente 
finito el conjunto parcialmento ordenado /, en el segundo miembro 
es finito el número de sumandos у (f+g) (т, y) = 0 cada vez que 


dy. 

44 conjunto А (P) соп орогасіопоз de sumación, multiplicación 
por escalares y convolucionos recibo el nombre de álgebra de inciden- 
cia del conjunto parcialmente ordenado Р sobre el campo К, y sus olo- 
mentos, de funciones de incidencias del conjunto P. Entre las funcio- 
nes de incidencia on А (Р) destaquemos las siguientes: 

función de Kroneckor (o bien función delta) 
Ф ( 1, si z=y; 
(+= о, en ol caso contrario; 
función zeta 
1, si 2<y; 


Elz, у) = 


función lambda 


0, еп el caso contrario; 


Ma 1, si z=y, o bien y cubre z; 
0, en el caso contrario 
función de las cadenas (o bien función eta) 
n (z, y) = Ẹ (z, y) — ô (z, y); 
función de recubrimiento (o bion función kappa) 
% (2, y) =A (z, y) — ô (2, v); 
función de Mocbius 
р (z, y) = Б (z, y); 
función de la longitud (o bien función rho) 
p (z, y) =l (z, y), 


donde 2 (z, y) es la longitud del intervalo [z, y] en P. Las razones 
que nos hacen destacar estas funciones y sus nombres se aclararán 
después de resolver algunos problemas correspondientes. 
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7.181. Compruébese que la convolución de las funciones de inci- 
dencia es asociativa y la función de Kronecker sirve de elemento neu- 
tral respecto de la convolución. 

7.182. Pruébese que una convolución еп А (Р) es conmutaliva 
cuando y sólo cuando P es una anticadena. 

7.183. Demuéstrese que una función de incidencia f en А (Р) 
tiene tanto la función inversa izquierda como la función inversa de- 
recha respecto de la operación de convolución cuando y sólo cuando 
f (z, т) 0 para todo z ЄР. ¿Coincidirán entre sí las funciones in- 
versas derecha e izquierda? 

7.184, ¿Por qué es correcta la definición de la función de Moebius 
como función inversa de la función zeta? 

7.185. Compruébese que la función de Moebius p (z, y) de un 
conjunto parcialmente ordenado localmente finito Р puede ser cal- 
culada de un modo recurrente con ayuda do la fórmula: 


0, si zgn 

1. six=y; 

- X mas- Y (ә, а, 
nia иж» 


na y) = 


зі ш < у. 

7186. Soa P* un conjunto parcialmente ordenado dual respocto 

do Р y supongamos que f (z, y) ЄЛ (P), y [*( т, y) € A (P*). Com- 

pruébese que /* (z, y) = / (z, y) para cualesquiera х, y Є Р, cuando 

f (х, y) es una do las funciones de incidencia analizadas más arriba. 
7.187, Demuéstrense las siguientes identidades: 


a P= (т) ш: 
io 


та y= 23 (94) (шй: 


lo 
ba у) = X ( В ) xi (z, y); 
1-0 
a = Dl (т), + 
io 


©) (x = E) (z, y) = al número de todos los átomos en el intervalo 
lz, yl de Р; 


d) (© жх) (z, y) = al número de todos los coátomos еп el inter- 
valo [z, y] de P; 


e) Y (=, у) =al número de todas las cadenas de longitud К 
entre z e y са P; 
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D xà (z, y) = al número de todas las cadenas máximas de longi- 
tud k entre z e y on Р; 

в) 02 (z, y) = I lz, yl |- 

7.188. Domuéstrese el teorema de Stanly: sean P y Q los conjuntos 
parcialmente ordenados localmente finitos y sea К cierto campo. 
Entonces, si Јаз álgebras de incidencia А (Р) y A (Q) sobre el campo К 
son isomorfas, lo serán también los conjuntos parcialmente ordena- 
dos P y Q. 

Миу а monudo зо considera en las aplicaciones no toda el álgebra 
de incidencia A (Р) en su integridad, sino ciertas subálgebras, exi- 
giendo 'que las: funciones do incidencia tengan o valores constantes 
en los intervalos isomorfos del conjunto ordenado Р, o bien la Пата- 
da multiplicatividad. Supongamos qne P es un rotículo. La función 
de incidencia ў € A (P) se llama multiplicativa, si para cualesquiera 
z, y ЄР de la condición 


Е Anz М ге\т Aya) x (Е Ayy 


se deduce que 


е ЛМ) =la Avd (Ay. 


Como ejemplos de funciones multiplicativas de incidencia рага 
los retículos intervienen б, б y E? 

7.189. Demuéstreso que si f es una función inversa multiplicati- 
va de А (Р), entonces f (z, z) =1, cualquiera que sea z € Р. 

7.190. Sea S (P) un subconjunto de todas las funciones de inci- 
dencia / € A (Р), рага las cuales del isomorfismo de cualesquiera 
intervalos [2, y] y la, b} en un conjunto parcialmente ordenado Р 
se deduce que f (=, y) ==] (a, b). Demuéstrese que S (Р) es una subál- 
gebra del álgebra de incidencia А (Р) que lleva ol nombro de álgebra 
estándar. 

7.191. Compruébese que si una función de incidencia perteneco al 
álgebra estándar S (Р) y es invertiblo en А (Р), será invortible tam- 
bién en S (P). 

7.192. ¿Pertenecerán al álgebra estándar 5 (Р) de un conjunto 
parcialmente ordenado P todas las funciones examinadas más arriba? 

7.193. Sea P un retículo. Demuéstreso que todas las funciones 
invertíbles multiplicativas de S (Р) forman un grupo respecto de la 
operación de convolución. 

7.194. Calcúlense las funciones de Moebius para los siguientes 
conjuntos parcialmente ordenados: 

a) anticadena; 

b) subconjunto № = (0, 1, . . ., k} de números enteros con orden 
corriento; 

с) booleano Ӯ (Sn); 

d) conjunto de todos los divisores enteros no negativos de un nú- 
mero natural л, ordenado según la divisibilidad; 

e) belliano B (Sn) sobre el conjunto Sn, donde |5, | == л; 
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1) conjunto de todos los subespacios de un espacio vectorial n- 
dimensional V, sobre un campo finito con q elementos, ordenado 
por inclusión; 

g) conjunto de todas las caras de un poliedro П, ordenado por in- 
clusión. 6 

7.195. Demuéstreso la 7° fórmula de inversión de Moebius: supon- 
gamos que g y f son las funciones definidas en ol conjunto finito par- 
cialmente. ordenado P con valores en el conjunto de números reales 
y que 

g(a)= Y fly) para todo хЄР. 
mier 
Entonces 


1 (2)= a. £(v) (у, 2) рага todo zẹ P. 
(тт 


7.196. Demuéstrese la 2" fórmula de inversión de Moebius: sean 
g y fumas funciones definidas sobre ми conjualo finito parcialmente 
ordenado Р con valores en el conjunto de números reales y suponga- 
mos que 
У у) pm 62. 


40) = 


Entonces 
Гау Y nte e(o) pora todo 262. 
Г 


7.597. Las fórmulas de inversión de Moebius son válidas también 
ara los conjuntos parcialmente ordenados y localmente finitos. 
п este caso, con el fin de garantizar la finitud de las sumas, 50 im- 

pone una condición adicional. Formúlen su propia versión de una de 
las fórmulas de inversión de Mochius para el conjunto parcialmente 
ordonado y localmente finito. 

7.198. Sean g y / las funciones reales, definidas sobre un conjun- 

to N = (0, 1, +» n} con orden corriente. Cerciórese de que para 
Ут EN se verifican las relaciones: 


а) е (т) = 2) / (6) <= /(т)= в (m) — (т —1); 


b) #(т)= Y 1(@ = (т) = (m) — g (m41). 

7.199. Scan g y f las funciones reales definidas sobre un booleano 
$ (Sn). Сегсібгеѕо de que para YB Є $ (S,)se verifican las siguien- 
tes relaciones: 

а) g(B)= D IA Bl Y Ae); 

en © 


A 


A: дл 
№ (0) = E 14) => (В)= Y gA 
А: АОВ А: АЮВ 
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Sea P un conjunto finito parcialmente ordenado y|P | =n. 
Hagamos extendor el orden profijado en éste hasta que se obtenga 
el orden lineal, el cual dispondrá los elementos del conjunto Реп 
una sucesión finita Tı, Ty, ..., =, de un modo tal que si т< хт, 
en Р, entonces i< j (véase el problema 7.34). Ahora, a toda función 
de incidencia f (z, y) de А (Р) pongamosle en correspondencia: una 
matriz F = (fi) 1.11 -n con elementos del сатро К, en la cual las 
filas y las columnas están coordenadas con la numeración do los ele- 
mentos de P, a saber: 


lu = (жо т), 


7.200. Escríbase la matriz de la función zeta para los siguientes 
conjuntos parcialmente ordenados: 

a) el booleano $ (Sa), donde S, = (a, b, с); 

D) la cadena de 5 olementos; 

с) la anticadena de 5 elementos. 
¿Pará que la matriz de “una función de incidencia no sea triangu- 
lar superior? 

7.201. Muéstreso que si P es un conjunto finito parcialmente or- 
denado, la matriz de incidencia A (P) puedo ser considerada como 
subálgebra del álgebra de todas las matrices triangulares de orden 
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71302. Sean A, Z, Н y М las matrices de la función de Kronecker, 
de la función zeta, de la función de cadenas y de la de Moebius pro- 
venientes de A (Р), respectivamente. Supongamos, además, que Æ 
es la matriz unidad у 0, una matriz compuesta únicamente de ceros. 
Enúnciese la afirmación del problema 7.183 para las matrices trian- 
gulares superiores. Compruébese que А = Æ; H* =0 para todo 
k>! y M та ТЕ =Ё—Н+4Н%—ИН°%+... 

... + (—1)'H', donde les la longitud del conjunto parcialmente 
ordonado P. Observemos que l< л. 

7.203. Sean Р un conjunto finito parcialmente ordonado, н (т, у), 
su función de Moebius y С, (z, y), el número de cadenas do орнай 
k entre los elementos z e y en P. Оетиќзігее la fórmula de Р. Най: 

1 
D EW Cata зі <и 


1, siz=y; 
0, en el caso contrario, 


p(z, y=- 


donde 1 es la longitud del conjunto parcialmento ordonado Р, 
7.204. Supongamos que А ез un conjunto parcialmente ordenado, 
Ф, el operador de clausura en A, у Q, un conjunto parcialmente orde- 
nado de todos los elementos p-cerrados de A. Demuéstreso el teorema 
de Rota: 
по (р (2), p(y). si z=ọ (0 
У Halo, 2-{ 0, si z< p(z). 
O) 
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7.205. Supongamos que P (S) es un booleano sobre el conjunto 
finito S; ф es el operador de clausura definido en P (S), у Q, un con- 
junto de todos los subconjuntos «-cerrados del conjunto S, con la 
particularidad de que p (Ø) = Ø. Demuéstrese que si гд es el nú- 
mero de k-subconjuntos X del conjunto S, para los cuales ọ (X) = 
=S, entonces 


E] 
ра (0. 1) = РА (DY rro 


El problema que sigue, ср el que están formulados los resultados 
del teorema de Р. Hall (Hall Р. “Proc. London Math. Ѕос.", 1934, 
36 (2), р. 29 —95) es de gran imporlancia desde еі punto de vista 
teórico, pues establece la rolación entre la propiedad de la función de 
Moebius de ser distinta de сего у las propiedades del retículo de ser 
puntual o con complementos. 

7.206. Sea L un retículo finito. Demuéstrenso las afirmaciones 
до Р. Hall: 

а) si 0 no es una intersección de los coátomos del retículo 2, 
o bien si 1 по es una unión de los átomos del retículo Z, entonces 
p (0, 1) =0; 

b) si z, у € L, = y, e y no son una unión de elementos que cu- 
bren z, o si z по ез una intersección do los clementos que se cubren por 
y, entonces p(z, y) = 0. 

7.207. Sea L un retículo finito. ¿Serán válidas las siguientes alir- 
macionte: 

a) si p (0, 1) 0, entonces L es un retículo con complementos; 

b) ві р (ж, у) 0 para cualesquiera z, y Є L, z< y, entonces 
L os un retículo con complementos relativos; 

c) si L es un retículo semimodular y si p (0, 1) 40, entonces 'L 
es un retículo geométrico; 

d) si L es un retículo con complementos (relativos), entonces 
к (0, 1) 0; 

e) si L es un retículo geométrico, entonces p (х, y) 40 para 
cualesquiera хт, y EL y z< y. 

7.208. Demuéstrense las siguientes afirmaciones: 

a) si L es un retículo distributivo, entonces 


(y, si L es un retículo geométrico; 


0, 1)=| 
100, 1) \ 0, еп el caso contrario; 


b) si L es un retículo modular indesarrollable, entonces 


из 
ко, »-{ (—1)%{С® ), si L es un retículo geométrico 
0, en el caso contrario 


donde g es la potencia de cierto número primo. 
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7.209. Sea / un retículo finito y supongamos que a€L y al 
es un conjunto de todos los complementos de a еп L. Domuéstreso 
el teorema de Crapo: 


pO t= E (0, ш) со, z) p(z, 1). 
w, 26а 
7.210. Sea L un retículo finito y supongamos que х, y, 26 2 
y 1< :< y. Demuéstrese la fórmula de Меіѕле 


Z ща o=( Pts os 


sirr 
IEL: (Усту 


7.211. Sea L un retículo finito. Demuéstrense las siguientes afir- 
maciones: 
a) sia €L уат 0, entonces para todo b € L 


У 100,090; 


1EL: Туа нь 
D) si aL у a<1, entonces para todo bE L 
D р. 1)=0. 


2 
же а= 
7.212. Sea L un retículo finito. Domuéstrese que son válidas las 
siguientos afirmaciones: 
a) si L carece de complementos, entoncos y (0, 1) = 0; 
b) зі L es modular, entonces p (0, 1) = p (0, a) х De (0, 2), 


para todo a E L; 

в) si L es un retículo geométrico, z, y E L y 7< y, entonces 
h (2, y) 740, con la particularidad de que p (z, y) >Ô, si r (y) — 
—r (2) es par, y p (z, y) < 0, si r (y) — r (2) es impar; 

d) зі L es distributivo, z, y EL y z< y, entonces 


(—1)", si y es igual a la unión de п elementos 
nz, y) | diferentes que cubren z; 


0, ел el caso contrario. 


Sean Р y L los conjuntos parcialmente ordenados. Un par (0,1) 
de aplicaciones ô: Р — L y т: L — Р se Паша correspondencia de 
Galois entre P y L, si para cualesquiera z, y ЄР y cualesquiera 
a, b € L se cumplen las siguientes condiciones: 

a) si z< y en P, entonces о (z) > 0 (y) en L; 

b) si a< b en L, entoncos т (о) = т (b) en Р; 

с) 2 <то (z) para cualesquiera z € Р ya < от (a) para todo a Є L. 

7.213, Sea R una relación binaria, R&S X Т. Definamos la 
aplicación о: P (S) — $ (Т) del modo siguiente: 


( {2ЄТ | (=, 2)€ R para lodo zẸ Á, si AL Ø; 


AA т, si А=@. 


De un тойо análogo definamos la aplicación т: P (Т) > $ ($). 
Demuéstrese que (0, т) es la correspondencia de Galois entre los boo- 
leanos P (S) y P (T). 

7.214, Sea (a; т) una correspondencia de Galois'entro los conjuntos 
parcialmente ordenados P y L. Demuéstrese que: 

a) ото =0 y тот = 1; 

b) то y от son operadores de clausura sobre Р у L, respectivamen- 


°. 

7.215. Sean Р у L conjuntos finitos parcialmente ordenados 
(Р posee 0, у L poseo tanto 0 como 1), en tanto que (о, т) es una co- 
rrespondencia de Galois entre Р y L tal que 

а) т (a) =0 cuando y sólo cuando а = 1; 

b) o (0) =1. 

Demuéstrese que si рь y Hz son funciones de Mocbius de los con- 
juntos parcialmente ordenados P y ZL, entonces 


1m(0,0= Y но (0, t)i (о (т), 0 Hp (0, 2) 
rer >a 


E 
ру 
лер: боеп 

7.216. Sean /: Р ~> L, g: L — P unas funciones que conservan ol 
orden entro P у L (el conjunto parcialmente ordenado P posce 1, y 
L, tanto 0, como 1), tales que 

a) g (a) == 1 cuando y sólo cuando а 

b) / (1) = t; 

с) /g (а) >> а para todo a € L y gf (х) < 2 para todo z € P. 

Demnéstrese que en este caso 

(0, D= 3 ира, 0900700), 0) Y pplz, 1). 
a amo 


хер 


7.217. Demuéstrese que si (о, x) es una correspondencia de Galois 
entre los conjuntos parcialmente ordenados P y L, entonces para 
todo z ЄР y todo y € L se verifica la siguiente relación: 


У њ(к9= Ð (ш) 


зр: 0(1)=y VĒL: (ue 
-{ Hp (2, т(у)), зі z= to (z) e y = 0T (y); 
Е 0 еп el caso contrario 


$ 4. Problemas mixtos sobre conjuntos 
parcialmente ordenados 


7.218. Está dado un alfabeto (a, ..-, an}. ¿Cuántas palabras 
de Jongitud 2n pueden formarse a partir de éi, con la particularidad 
de que las palabras han de contener una letra exactamente dos vecos 
y, además, по debe haber al lado dos letras iguales? 

7.219. Supongamos que se Liene un stock ilimitado de cuentas de 
vidrio que tienen colores distintos. ¿Cuántos collares diferentes pue- 
den confeccionarse a partir de n cuentas? Los collares so consideran 
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iguales, si se obtienen uno de otro por desplazamiento cíclico de las 
cuentas, 

7.220. A una mesa redonda han de sentarse n cónyuges. ¿De cuán- 
tos modos puede hacerse, si se requiere que los varones y las mujeres 
se alternen y que ningún marido se sitúe al lado de su esposa. 

7.221. Sea L (G) un conjunto de todos los subgrafos del gráto С 
obtenidos a partir de С haciendo encoger cierto subconjunto de sus 
aristas. Diremos que H< Т en L (G), Н, Т € L (G), si Н es un sub- 
grato del grafo 7. Demuéstrese que (Z (G), < ) es un retículo geomé- 
trico. 
7.222. Sea L (G) un conjunto de todos los subgrafos del grafo С 
que se obtienen de G por contracción de сісгіо subconjunto de sus 
aristas (véaso el problema 7.221). Denméstrese que 


PG= D pa aH, С), 
HEUGNEG 


donde У (H) es el conjunto de vértices del gralo 11; p (H, G) os la 
función de Moebius del retículo geométrico /, (б). 
Sea P un conjunto finito parcialmente ordenado con 0, 1 y la 


función de rango r. El polinomio % (Р; х) = Dp (0, а) ¿AM во 
E 


llama polinomio característico del conjunto parcialmente ordenado P. 

7.223. Hállense los polinomios característicos: 

a) para un booleano $ (Sn); 

b) para un conjunto parcialmente ordenado 2 (п) de divisores de 
un número natural ordenados según la divisibilidad. 

7,224. Sea Р un conjunto finito parcialmente ordenado con 0 y 1 
que cuenta con una función de rango r. Demuéstrese que si P = 
= P, х Ру, entonces у (Р; 2) = х (Py; т) х (Ра 2). 

7.225. Mállense los polinomios característicos para Jos conjuntos 
parcialmente ordenados estudiados en el $ 1 de este capítulo, 

En vista de los razonamientos evidentes (véase el problema 7.222), 
Р (G, A) se denomina polinomio cromático del grajo G. La relación 
existente entre los polinomios cromáticos y característicos , así como 
también los polinomios característicos para el caso en que Р es un re~ 
tículo geométrico, se ánalizarán detalladamente en el capítulo уш. 
Sea У„ un espacio vectorial de т dimensión sobre el campo GF (0); 
© (п, q), el número de Galois (el número de todos los espacios de 
У) y Iila, el cooficiento g-binomial de Gauss (el número de espacios 
de k-dimensiones de V,) (véase la solución del problema 7.33). 

7.226. Compruébese la validez de las siguientes relaciones: 


a) |Vai 


hemo- 5 [2219 
ко 
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[1 6—0 
i 


A ‚ para k=0,4,..., 15 
| ato |] @#—1) 
ias pa 


4) Күкне рага k=0,4,...,2m; 


°) Са, Га, == 01,9 


n es par, y 


[<[ ,<--<] 


si т сз impar; 
9 GJG], [7], von к<1,2,.... 


2) 0, GI], рага kes1, 2,...„л; 


2m 
II IN g 
Ad 


D 5 (|н) 


0 


0; 


a) 6(п+1, п) =26 (n, д) + (4"— 1) 600—1) 9; 
Lo neh 

Wi D [5] eo 02, 
ео 


7.227. Sea а un átomo arbitrario (hiperplano оп У„) en el retícu- 
lo L (Vn) de los subespacios de un espacio vectorial n-dimensional 
У n sobre el campo GF (9). ¿Cuán grande puede ser el número de sub- 
espacios х do У, con las propiedades a Л т =0 y r (2) 520 en 
L (Vn)? Recordemos que en los retículos modulares la función de 
rango coincide con la dimensión. 

7.228. ¿Cuán grande puedo ser el número de subespacios disjun- 
tos dos a dos del espacio У, de dimensión К? ¿Cómo puede ser de 
grande este número si Ја condición es que la dimensión de una inler- 
sección no es inferior a 1? 

7.229. Si dı, ..., dm son divisores distintos del número N, entre 
los cuales cualesquiera dos Lienen divisor común superior а Ja uni- 
dad, ¿cuán grande puede ser т? 
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7.230. Supongamos que 3 (5,) es un belliano sobre el п-соп- 
junto Sa. л, E (Sn), лес y b(0) es ol número de bloques en 
ме 


Ja partición о. Demuéstreso que [xa] = || 2 (Sm) para ciertos nú- 
"з 
маз 


meros no negativos my tales que У m=b(m. En particular, 


a 


мл) 
дя, 1129 (Sua) y 10, п) е || @(5), donde л = (Ap... 


ы] 
Аыл)Є 9 (Sa) y 1А = ї=1,...,Ь(л). 

El problema 7.230 permite introducir para cualesquiera 11,0 € 
€ # (Sn) de un modo formal el concepto de tipo del intervalo 
(л, a] y de tipo del elemento л: 


(а, Ogs ++ +1 En) 0S el tipo del intervalo |x, о], 


sita, о] |] 19 (501. 


y 
(а, Ags +++ %) 08 el tipo de la partición n, 


sito, ey [| 19 (80А, 


es decir, si л contiene exactamente о, bloques de potencia ¿ para 
dom 


a dl 
„331: ¿Cuántos elementos del tipo fijo (01, 02, +++» An) están 
contenidos on un belliano 2 (Sn)? 
7.232. Sea n= (А, Ды) Є ® (Sa), Аи = п{рага{«-1,2,... 
М 


-b(n y È теп, Hállenso |10, a] у 16 ul 


Supongamos que 2 (S») оз un belliano sobre ol n-conjuato Sn; 
В (п) es el numero de Bell (el número de todas las particiones de 
# (Sn), y S (п, k), el número de Stirling de segundo genero (número 
de todas las particiones de Ӯ (Sn) соп К bloques exactamente). 
7,233. Demuéstroso la validez de las siguientes identidades: 


a) B(n)= Ў S (m k} 
W) S(n+1, k)=S (n, 0—1) 05 (n, k) рага k=1, 2, 1 5 
D (5)56 kik 


1 
d) existe un Æ tal que 
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©) S+, 


SinSin 0<...<S(mk-1)<S(nK>S (nm, ep1)>... 


-->S (п. пу; 
9 80+0=3 (5)06 
= 
D t= (чих 
" 3 тар... Bl 


к с сыз 
ATT 
artagt bo ml 


7.234. Domuéstrese que el número de grafos conexos simples con 


vértices (t, 2, ..., п} es igual a 
Baja $e) 


2 (y (69-918 
өз. >} tija de 


Sea K un retículo distributivo con 0 y 1. Una función real y, 
definida en K, recibe el nombre de función submodular, si para cua- 
lesquiera т, y € K 


(0) +e (>в (z Va) +p (ЕЛ0). 
Si para cnalesquiera z, y € K зе verifica la igualdad 
R (z) +p (0) =p (z Vy) tul Ay) 
һ sorá función modular. 
7.235. Dense ejemplos de funciones modulares y submodulares. 


7.236. Sean L un subretículo del retículo distributivo K, p, 
una función submodular en Ж y, а, b € £ tales que 


B (a) + p (b) =p (a Y b) +p (a A b). 


Deméstrese que para todo z € [а A b, а Y Ы se verifican las 
siguientes igualdades: 


a) p (ж) + p (a) = p (z V a) + p (£ A а); 
b) p (z) + (0) =n (z V b) + p (£ A b); 
c) p (£ Aa) +p (z Ad) = u (z) + p (a A 0); 
d) p (z V a) +p (e V b) =u (e V 0) + u (2) 


7.237. Sea L un subretículo del retículo distributivo К tal que 
para cualesquiera а, b € Z se verifica la desigualdad 


р (а) +- p =н (a Y b) + p (e A 5). 


Demuéstrese que si a, a”, b, Ь' EL y la, a'] ~ ib, Ь'], entonces 

r (z) — 1 (7 (0) = p (a) — p (b) = р (а) — р (b°) 
рага todo z € [a, а'} еп K, donde л ез un isomorfismo natural de 
la, a'l en [b, ò’), condicionado por Іа proyectividad de los interva- 
los. 

Supongamos que p ез una función submodular sobre K; L, un 
subretículo del retículo X con un elemento minimal a” y en elcmon- 
to maximal a% а" = ap ly... an =а*, у аа, а... 
аһ =а* son cadenas máximas arbitrarias que en L van de атаа" 
р т, en virtud del problema 7.109). Definamos еп К dos 
unciones nuevas р, y pi del modo siguiente; 


ш (2) = p (2) — и (ч) para todo z Є lais, as), (7.3) 
Hi (z) = p (2 — p (а{.,) para todo х € laj.,, aj), (7.4) 
donde £=1,2, ... л. 


Si los intervalos [0, a7} y [а*, 1) no son vacíos definamos on ollos 
adicionalmente las funciones p; y pi de un modo igual, poniendo 


Ho (z) =W (2) = н (z) para z € 10, a`), (7.5) 
йлн (2) = hsi (2) = p (2) — n (as) 
рага todo z Є la*, 1] (7.6) 


7.288. Supongamos que L es un subrotículo del retículo distribu- 
tivo finito К; р es una función submodvlar sobre К; pu (2) y иш) 
son funciones on К definidas, al igual que on (7.3) y (7.4), con ayuda 


de dos diferentes cadenas máximas а- =p а, ++ «+ an =4* y 
ат = а а, ..., а =а* del retículo L; а es Ja permutación de 
indices” (1,2, . > n) tal que lasy, а] ~ lao) Ganl рага 


i=1,2. п (с está definida unívocamente, en virtud del pro- 
blema 7.146); л es el isomorfismo natural de [a,.,, ay] en [ai 1, 
ашу), condicionado por la proyectividad de los intervalos. Demnés- 
trese la condición de Jordan—Hölder para las funciones submodu lares: 
рага todo х Є [atı a;l y cualquier i, ¿=1,..., л, la igualdad 
їч (2) = расо (ла (2) se verifica cuando y sólo cuando p (а) + 
+E (b) == p (a À b) + p (a V b), cualesquiera que sean a, b € L. 

т subretículo Z del retículo distributivo К se denomina p-esque- 
leto, si para la función submodular p, definida sobre K, se vorifica 
la igualdad 


n (a) + p (b) = y (a V 0) + p (a A 0), 
cualesquiera que sean a, b EL. 

7.289. Sea p una función submodular sobro el booleano P (S). 
Demuéstrese que si un subretículo Z dei boolcano 2 (S) es un p-esque- 
leto, la familia de funciones submodulares (pz i =0, 4, ..., л, 
n + 1) definidas según las fórmulas (7.3—7.6) no depende de Ја elec- 
ción de las cadenas máximas en L. 
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Sea que р (х) = У) c (z), donde p(z) son funciones submodu- 
© 
lares sobre el retículo distributivo Ж у с, 2>0 para todo ¿¿¿= 
=1,2,....M. 

7.240. ¿Será la ы (2) una función submodular sobre К? 

7.241. Sea mín {р (2)) = ш. Demuéstrese que si para ciertos 
Y Y: E Kp (уу) = р (ya) = w, entonces ни (у, Y Y) =p (л Л Yd) = 
= w. 

7.242. En el problema anterior se ha establecido que la familia 
1, de todos los elementos de! retículo distributivo K, sobre los cuales 
la función submodular p alcanza su mínimo, forma el pesqueleto del 
retículo К. Кошен que L es también ny-esqueleto para todo 
dh Ea у э, 

EL sa е занона obtenido L del retículo К depende по 
sólo de las funciones submodulares иу, sino también de los coeficien= 
tos positivos сү. Por eso denotemos el p-esqueleto Z рог L (сц, +. +, 
++ 05 Cm), Subrayando зп dependencia de cy. ..., Cm. Entonces 
L (с, ..., с) кога el q'-esqueloto del retículo К, donde p’ (2) = 


= }\сїн (z). Es ovidente que 
2 


L (Аср, Neas -e Аст) == L (Crs a- as Cm) рага todo A > 0. 
7.243. Supongamos que y €L (cy... Cm) © y EL (с... 

sen Em), соп la particularidad de que Jas funciones submodulares 
pu (z) son, para ¿=1,2,..., р, т decrocientos y, además son no 
crecientes cuando i =p + mientras que los coeficientes 
c; y сі ostán ligados entre sí por “Las Ciesigualdados: сэ сі para i = 
=1,2...p0<ci рага! =р+1,..., 9, у сү = сі, cuan- 
do i =q + 1, + +.» т. Demuéstreso que y A y EL (сү. 

у EL (5... съ) у pe б) + um (0) =н у) 
Wi (у Ay!) para todo i, ¿=1, 
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CAPÍTULO Vil! 


MATROIDES 


El presente capítulo eslá dedicado a Jos sistemas de conjuntos 
de tipo especial que llevan el nombre de matroides. 

Los matroides surgen en los más diversos contextos combinato- 
rios y algebraicos. Tales conceptos como son la independencia y la 
base en los espacios vectoriales, la dependencia algebraica, los ci- 
clos en los grafos, las superficies en las geometrias proyectivas y los 
retículos semimodulares puntuales, se reducen lodos a una misma 
estructura (mabroidal). El hecho de que los mntroides aparecen en 
tan variados dominios у en tan diferentes aspectos, los hace dignos 
de ser estudiados. Debido a la posibilidad do aplicación, al expo- 
ner la teoría do matroidos, dol aparato de la teoría de los retículos, de 
los grafos y de los espacios vectoriales, así como del lenguaje geomó- 
trico, se puso de manifiesto inesperadamente la similitud entre los 
resultados de las teorías de los grafos, de las transversales, de la de 
codificación, del álgebra, la topología, la electrotecnia, ln geometría 
y el análisis combinatorio. 


$ 1. Conceptos fundamentales y ejemplos 


Sea Ӯ? (5) un conjunto do todos los subconjuntos del conjunto 
finito $. Un sistema J <= Ӯ (S) de subconjuntos de $ lleva el nombre 
de matroide М == (S, 2), y los conjuntos de 7 se llaman independien- 
tes, si se cumplen las siguientes condiciones: 

(1) Ø EJ; 

(2) si A =B y BEJ, entonces A € J; 

(i3 si A, BEJ y |A | > |B |, entonces existe un a € ANB tal 
que B U {a} EJ. ; 

Se denomina base del matroide M a un conjunto de J que es må- 
ximo por inclusión. Un subconjunto A de S se llama dependiente 
si А 4 J. Se Пата ciclo del matroide M wn subconjunto dependiente 
de S, mínimo por inclusión, Los conjuntos de todas las bases, do to~ 
des los ciclos y de todos los conjuntos dependientes del matroide M 
se designarán рог Y (M), € (M) y P (M), respectivamente. 

Dos matroidos M, = (81, 21) y Ma = (Sa, Ja) se Патап iso- 
morfos (la designación ев М, œ M), si existe una correspondencia 
biunívoca entre S, y Sa, para la cual los subconjuntos independientes 
de un matroide corresponden a los subconjuntos independientes del 
otro matroido y los subconjuntos dependientes, a los dependientes. 
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8.1. Domuéstrese que sobre un conjunto de м elementos existen 
рага п =1,2, 3 exactamente 2", y para n =4, 17 matroidos по 
isomorfos. 

8.2, Sea S un conjuato finito, т, y ES, y sen J una familia de 
subconjuntos A de S, para los cuales | А N) {z, y) | < 2. ¿Será el 
par (S, J) un matroide? 

8.3. Supongamos que |S į =n y Ё es un cierto número entero 
tal que 1< k< п y, además, J = (А S S || А |< k}. Comprué- 
bese que Ur, n = (S, J) es un matroide. Hállense 2 (Un, n), 
€ (Un, n) y D (Um п). 

El matroide Us, n del problema 8.3 se llama homogéneo. Si 
k = п, el matroide Un, n se denomina libre y lo designan con Ën. 

8.4. Sea S == (1, 2, 3, 4, 5, 6) y sea J una familia de subconjun- 
tos Д del conjunto 5, distintos de (1, 2,5), (1,4, 5 (2,3, 6), 
(3, 4, 5) y tales que | 4 |< 3. Comprnóbese que (S, J) es un ma- 
troide. 

8.5, Hállenso tales 6 puntos en uu plano que, al numerarlos do 4 
а 6, Jas bases del matroide del problema 8.4 so hacen precisamente 
conjuntos de tres puntos no colincares. 

Sea /, un espacio lineal sobre el campo F, ty, .. un EL. La 

n 


1, <. 2, Hova el 


nombro de combinación lineal. de veclores шу, ..., ип. Un conjunto 
de vectores (шз, . . ., ил} sellama linealmente depondiente, siempre 
que existe una combinación lineal de los citados vectores igual al 
vector nulo, en la cual por lo menos uno de los coeficientes es distin- 
to de cero. De lo contrario el conjunto de vectores se llama lineal- 
mente independiente. 

8.6. Domuéstrense las siguientes afirmaciones: 

а) un conjunto de vectores (u,, ..., un) con un subconjunto 
linoalmente dependiente es de por sí linealmente dependiente; 

b) cualquier subconjunto de un conjunto linealmente indepen- 
dionte de “vectores (ix, ..., un} es linealmente independiento; 

c) entre los vectores linealmente dependientes ш, ..., ln 
por lo menos un vector es una combinación lineal de los demás; 

d) si uno de los vectores u,, .. ., и„ se expresa linealmente а tra- 


expresión de la forma Уди, dondo A; € P, Ё 


vés do los demás, entonces los vectores шү, .. ., ta son linealmente 
dependientes; 

о) si un conjunto de vectores {и,, .. ., un) es linealmente inde- 
pendiente, mientras que {uy ..., im, м) ез linealmente depen- 
diente, entonces и es una combinación lineal de vectores up ..., 

+ y Un; 


f) si un conjunto de vectores (шу, э Un) es linealmente inde- 
pendiente y el vector ил +, no puede oxpresarse a través de ellos, en- 
tonces el conjunto {ш,, . . ., ny Rass} es linealmente independiente. 

8.7. Sea 5 un conjunto finito arbitrario de vectoros del espacio 
lineal Г, sobre el campo F y supongamos que A с S. Diremos que 
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A €J cuando y sólo cuando A es un conjunto linealmente indepen- 
diente de vectores de L. Compruébeso que (S, 2) es un matroide 
Патайо vectorial. 

8.8. Sea Р? un espacio lineal aritmético 3-dimensional sobre el 
сатро F, 5 = {(1, 1, 0); (1, 0, 1); (0, 1, 1)) < Р y sea М un ma- 
troide vectorial en 5 del problema 8.7. Compruébese que si Л es un 
campo de números reales, entonces Af ет F,. ¿Se conservará el iso- 
morfismo, si F = GF (2)? 


Sea L un espacio linea] sobre el campo F. La combinación lineal 


2 Mun donde wE L, MEF, se denomina combinación afin, si 
4 


A= 1: Un conjunto de vectores (U,,...,n)= L se denomi- 
nará independiente de manera afín sole el campo F, si de 
A 


hu =0 y Y 4¿=0 se desprende que А; = 0 рага todo i, i= 
ч, 4 1 


=1, ... п. De lo contrario ol conjunto de vectores se llamará 
dependiente de manera afín. Notemos quo la independencia afín во 
deduce de la independencia lineal, pero no viceversa. 

8.9. Domuéstrense las siguientes afirmaciones 

а) cualquier subconjunto de un conjunto independiente de manera 
afín de vectores {и;, ..., un} es independiento de manora afín; 

D) entre los vectores dependientes de manera afín {ur ..., Un 
рог Іо menos un vector es una combinación afín de los demá: 

с) зі un conjunto de vectores {шу, .. ., ш, } es indopendiente de 
manera afín, entonces también será independiente de manera afín 
el conjunto (ш, — и, .. ., Un — и}, donde и es ùn vector arbitrario 
de L; 

d) un conjunto de vectores (ш, ..., Un) es independiente de 
manera айп cuando y sólo cuando el conjunto {ш — ün, ..., 
Un- — Un) оз linealmente independiente; 

е) si un conjunto do vectores A = (ші, ..., Un), donde n> 2, 
es independiente de manera afín, entonces el conjunto AN {иш} 
es linealmente independiente para cierto i, i = 1,..., п; 

f) un subconjunto de vectores ((Zl, ..., 24); ... (zP, ... 

‚+ 2) Е" os independiento de manera afín cuando y sólo cuan- 
do el subconjunto de vectores {(=1, ..., 2%, 1)... (EM +. 
o. ж", 4))= ^н es linealmente independiento. 
. Sea S un subconjunto finito arbitrario de vectores del es- 
pacio lineal £ sobre el campo F y А <= 5. Diremos que А € J cuan- 
do y sólo cuando А es independiente de manera afín en L. Demués- 
trese que (S, J) es un matroide que se Пата afín. 

Sea G un grupo abeliano sin torsión, es decir, todos sus elementos, 
salvo el cero, tienen orden infinito. Dirermos que a Є G depende de 
los elementos de А <= б, si ma, donde m es cierto número ontero, 
pertenece a un subgrupo del grupo С, engendrado por el conjunto А. 
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En otras palabras, si existen los elementos ау, ‚.., а„ de A y los 


números enteros т, ky, ..., kn (т 520) tales que ma == Yika 
& 


El subconjunto А <= б зе denomina independiente, si nungún 
elemento a de А depende de los elementos de AN fa). 

8.11. Sea S un subconjunto finito del grupo abeliano G sin tor- 
sión y А = 5. Diremos que А Є J cuando y sólo cuando A es un 
subconjunto independiente en G. Compruébese que (S, J) es un ma- 
troide. 

Sea K una extensión (dilatación) del campo F. El elemento a de 
K se Пата algebraico sobre el campo Ё, si existe un polinomio f..(x) 
по igual a cero idénticamente, con los coeficientes del сатро Г 
tales que f (a) == 0. Un elemento a de К, que no es algebraico sobré 
Е, recibe el nombre de elemento transcendente sobre F. Un elemento 
b de K se llama algebraicamente dependiente de аз, ..., an, si b 
es algobraico sobre сі campo F (a, ..., an) (sobre el monor de los 


campos que contienen F y ay, . . ., an), es docir, si b satisface la ecua- 
ción algebraica 


dola) "+t (0034... A- fm (0) = 0, 


cuyos cocliciontes /, (a), . . ., fm (а) son polinomios de aj, ..., An 
con coeficientes del сатро /” y no todos son igunlos а coro. Los ele- 
mentos dy, ..., An de К se denominan algebraicamente independien- 
tes sobre el campo F, si nunguno de ellos es algebraicamento depen- 
diente de los demás. 

8.12. Dénso los ejemplos de números reales algebraicos y transcon- 
dentes sobre el campo de números racionales. 

8.13. Domuéstrense las siguientes afirmaciones: 

а) todo elemento an і = 1, . п, es algebraicamente dopen- 
diente de los elementos а, ..., аһ; 

b) зі b depende algebraicamente de ау, ..., ал, pero no de 


ау, ++, @ң у, Entonces a, es algebraicamente dependiente de 
ly. ny b; 

с) si un elemento с depende algebraicamente de bj, . b, 
ysi cada bı, i = 1, ..., s, depende algebraicamente de a,, ün 


entonces с es algebraicamente dependiente de aj, ...‚ ал; 

d) los elementos a;, ..., an de Ж son algebraicamente indepon- 
dientes sobre el campo Ё cuando y sólo cuando de f (a,, y аа) = 
== 0, donde f es un polinomio con coeficientes de X, se deduce que 
todos los coeficientes del polinomio f son nulos. 

8.14. Sea K, una extensión del campo F y S, un subconjunto 
finito de К, A=S y А = J cuando y sólo cuando los clementos 
de A son algebraicamente independientes sobre el campo F. Demués- 
trese que 7 es ила familia de conjuntos independientes de cierto 
matroide M en el conjunto 5, el cual se Пата algebraico. 

8.15. Sea n =2p y Su Sa dos subconjuntos disjuntos de р 
elementos del conjunto $, donde p>2 y |S | =n. Demuéstreso 
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que si J = {A SS | |4 1< п — 3, 5, EA y 5,9 A), cmon- 
cos (S, д) es un matroide. 

8.16. Demuéstrose que cualesquiera dos bases del matroide M 
contienen un número igual de elementos. 

8.17. Axiomas de las bases demuéstreso: si M es un matroide en 
el conjunto finito entonces para la familia Ẹ (M) de sus bases 
son válidas Jas siguientes propiedades: 

(61) ningún subconjunto propio de una base es baso; 

(62) si В, Ba €R ух € Ву, entonces (В, {т} Uly) € SL рага 
cierlo y € By. 

Viceversa, si una familia 2 de subconjuntos del conjunto finito 
S satisface las condiciones (b1) y (02), entonces será una familia de 
bases del matroide M, definido univocamente, sobre el conjunto 
S, que se designará por (S, Ӯ). (En ol matroide (S, 39) el conjunto 
A €J, donde А = 5, cuando y sólo cuando existo В Є Y tal que 


= В). 

8.18. Sca $ una anticadena no vacía compuesta do los subcon- 
juntos del conjunto S. Demuéstrese que la afirmación (92) del pro- 
blema 8.17 es equivalente a la siguiente: 

(02') para cualesquiera X, Y < 5 tales quo X= У, de By, 
B,E%, X= B, В, = Ү se deduce que existo B,€:P tal que 
Хє=В,=үҮ. 

8.19. Sea M =($,Д) un matroide sobre el conjunto S; J, 
una familia de sus conjuntos independientes y X, Y = S. Demuéstro- 
so quesi X, YEJYy|X |< |Y |, entonces existo un subconjunto 
ZEYNX tal quee |X UZI =|Y| y XUZEJ. 

8.20. Sea 5 = (1,2, 3, 4, 5, 6, 7) y supongamos que la familia 
9 se compone de todos los subconjuntos del conjunto 5 que contienen 
tres elementos, a excepción de los subconjuntos (1, 2, 3), (1, 4, 7), 
(4, 5,6), (2,4,6), (2,5,7), (3,4,5), (3, 6, 7). Compruébeso 

que (S, 2) es un matroide Ф llamado matroide 
de Fano. En la fig. 8.1. se enumerarán los vér- 
tices de 1 a 7 de un modo tal que las bases del 
matroide de Fano no estén situadas en una 

misma curva. 
8.21. Soa S = (My, аз, Di, bar с, са, de) 
y Supongamos que cada conjunto de cuatro 
Fig. 841. elementos pertenece а la familia 4, salvo los 
siguientes conjuntos: — (41, аз, Dj, Da), . (01, 0, 
Cis Ca}, {bis Ба с са). {bis bar das da} у {с с dis de). Com- 
pruébeso que (5, B) es un matroide, dondo ез la familia do sus 
bases, el cual leva el nombre de Vamos. Dibújese una configuración 
de 8 puntos en un espacio 3-dimensional de un modo tal que las 
bases de% del matroide de Vamos sean exáctamente conjuntos de 

4 puntos no coplanares. 

Se denomina función de rango del matroide М == (5, J) а una 

función de números enteros г (А), definida para todo A < $, tal que 
r(4) =máx (1X| ¡X=4, XEJ). 
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Por cuanto todos los subconjuntos independientes máximos A del 
conjunto $ son de ma misma potencia, r (4) será la potencia del 
subconjunto independiente máximo de 4. Por ejemplo, ca el matroi- 
de Unn (véase el problema 8.3) r (4) = mín (14 |; А). 

8.22. Axiomas de rango. Demuéstrese: 

Si M = (S, д) es un matroide sobre el conjunto finito S con 
función do rango г, entonces para cualesquiera A, B = S yab ES 
se cumplen las siguientes condiciones: 

r1) 0r (AKIA 1; 

(r2) si A © B, entonces r (А) < r (B) (monotonía); 

(3) r (A UB) +r (4 П В) т (А) -+ r (B) (semimodulacidad); 

(rá) r (д) =0; 

05) r (4)< r (А U (а) у {4) +1; 

(06) sir (A) =r (A U (а)) =r (4 U {b}), entonces r (А) = 

=r (A U (а, b)) 

Viceversa, sea r una función arbitraria de números enteros, Че[1- 
nida on los subconjuntos del conjunto finito S, tal quo salislaco 
las condiciones (71), (72) y (r3), o bien las (74), r5) y ^0). Entonces la 
familia J do subconjuntos А <= S, para los cuales r (4) = ГА |, 
forma un matroide (S, J) con la función de rango r (esto matroido 
зе denotará con (S, r)). 

8.23. Sea M un matroide vectorial con la función de rango r 
en el conjunto S. Demuéstrese que para cualesquiera subconjuntos 
A, В, С, D del conjunto 5 se verifica la siguiente desigualdad: 


r (A) +r (B) +r(4 UBUC)+r(4 UB UD) +r(C UHS 
<r(4 UB) +r(4 UC) +r(4 UD) 4-7 (B UC) +r (BUD). 


¿Será lícita la desigualdad pora el matroide de Vamos (vénso el 
probloma 8.21)? 

8.24. Sea r (A) una función de rango del matroide М = (S, 2) 
y sea К cierto número entero no negativo. Demuéstrese que 


p (A) = min (14 |; r(A) +4) 


es también una función de rango de cierto matroide sobre el conjun- 
to 5. 

8.25. Axiomas de los ciclos. Demnéstrese: si A/ es un matroido 
en el conjunto finito S, entonces para uva familia € (А/) de sus 
ciclos son válidas las siguientes propiedades: 

(c1) ningún subconjunto propio de un ciclo es ciclo; 

(62) si Cy, C¿E € (M), С,5С, ух EC, П Са, entoncos hay tal ciclo 
C* EL (BI) que С* = (С, U CIN (a 

(62) si Ci, Ca €G (M), z EC, П Ca, y ECINC2, oxisto un ciclo 
C* E€ (М) tal que y EC* = (С, U CYN (2). 

Viceversa, si la familia Є <= Y (5) satisface las condiciones (1), 
(62) 6 (1), (c2’), será una familia de ciclos del matroide A£ == (5, д) 
definido univocamente, en el cual А € J, donde А < S cuando y 
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sólo cuando Á no contiene, а lítulo de subconjuntos, los términos de 


8.26. Sea М = (S, J) un matroide sobre el conjunto finito S, 
y: € (M), una familia de todos los ciclos suyos. Demuéstrese que 
si A € J, y para cierto z Є SNA el conjunto А |) {т} contiene un 
ciclo СЄ (М), entonces (А U {хт} (у) EJ para todo yEC. 
¿Podrá el conjunto А U (x), donde А Є J ух Є $, contener más de 
un ciclo del matroide M? 

8.27. Sca В una base del matroido Af sobre el conjunto finito 5 
y supongamos que у € SNB. Demuéstrese que: 

а) В U {у} contiene cierto ciclo С; 

b) y EC; 

с) C св el único ciclo en B U {у}; 

4) (B U (y) / (=) с1а base del matroide Af si y sólo si х ЄС. 

Un ciclo С del matroide M que se obtiene iguaì que on el proble- 
ma 8.27 ве denomina fundamental respecto de la base B. 

8.28. Sea Л/ un malroido sobro el conjunto finito 5. Demuéstrose 
la validez do las siguientes afirmaciones: 

a) si C es un ciclo del matroide Af y = ЄС, entonces existo una 
base B del matroide M tal que C os el único ciclo en В U (2); 

b) un elemento z €S pertenece a toda base del matroide Af 
cuando y sólo cuando z no yace on ningún ciclo del matroido Af. 

8.29. Sea С un grafo con un conjunto de vértices V y un conjunto 
do aristas E. Demuéstrese que la familia do todos los ciclos del grafo 
С es un conjunto de ciclos de cierto matroide A (С) sobre el conjun= 
to E. 

El matroide M (С) del problema 8.29 lleva el nombre do matroide 
cíclico del grafo С. Un matroide M se llama gráfico, si existe un grafo 
G cuyo matroide cíclico Af (G) es isomorfo al matroide M. 

8.30. Demuéstreso que un matroide homogeneo U»,n, dondo 
О< < л, es gráfico cuando у sólo cuando k = 0, 14, n — 1, о 
bien a n. 

8.31. ¿Podrán los grafos no isomorfos lener matroidos cíclicos 
isomorfos? 

8.32. Ѕоа A, B & S y AAB, su diferencia simétrica (es decir, 
AAB = (AN B)U (BA). Demuéstreso que si А у B son ciclos de 
un matroide gráfico M sobre el conjunto 5, entonces ДАВ es o bien 
un ciclo, o bien una unión de los ciclos disjuntos del matroido Af. 
¿Podrá un matroide que no es gráfico, poseer esta propiedad? Dénse 
los ejemplos. 

8.33. Sean А, = (S, 9) у Ma = (S, Ja) dos matroidos sobre 
el conjunto S y supongamos que B es su base común. Dénse los ejem- 
plos de matroides по isomorfos con un mismo sistema de ciclos 
fundamentales respecto de la base 2. 

8.34. Sean В, у В, las bases del matroide M = (S, J). Domués- 
trese que para cualquier z € B, se encontrará y Є B, tal que(B;N 
“(2р U {v} y (BIN {v}) U {z} son las bases del matroido M. 

8.35. Sea М un matroide sobre el conjunto S y sean Ву, В, las 
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bases diferentes del matroide M. Demuéstreso la validez de las si- 
guientes afirmaciones: 

a) existo una biyección л: В, — B, tal que para todo = € В, 
(BAN {я (2) U {z}, es una base del matroido Л; 

b) existo nna biyección 2:B, > B, tal que para todo х ЄВ, 
(B:N z)) U {л' (х)}, es una baso del matroide Af. 

Supongamos que M = (5, J) es un matroide sobre el conjunto 
finito S, z ES y A = S. Diremos que z depende de A (la designación 
es z~ А), sio bien zEA,o bien 26 A y B U (2)6 7 para cierto 
subconjunto independiente B del conjunto A. 

8.36. Demuéstrese que si z ~ A у Z es un subconjunto indepen- 
diente máximo del conjunto A, entonces z ~ Ø. 

8.37. Axiomas de dependencia. Demuéstrese: si М = (S, J) 
es un matroide sobre el conjunto finito S, entonces para cualesquiera 


diferentes z, у, .. + ут, Zi» > > -+ Zn ES ве cumplen las siguientes 
propiedades: 

(di) Ya ~ {уу ..., Ym), donde k = 1,2,..., т; 

(02) si m> 1, т ~ (Y, -as Ym Y 2 (Ya ++.» Ym}, onton- 
сев Y {ti Yar ++ ++ Ут} 

(d3) зі æ ~ (Y -as Um) е Ya {zis -es Za), dondo k = 1, 
2, .... m, entonces za~ (2, ..., 2n). 


Viceversa, supongamos que para los elementos del conjunto $ se 
cumplen las condiciones (d1)—(d3). Entonces la familia J do sub- 
conjuntos A <= 5 tales que ж}, AN (2) forma un matroido (S, J) 
para cualquier z ЄЛ. 

8.38. Demuéstreso que si z4 A, entonces z ~A cuando y sólo 
cuando existe un ciclo С tal que EC & A U (=). 

8.39. Domuéstrese que una familia J de subconjuntos del con- 
junto S es un conjunto de conjuntos independientes del matroide М 
Sobre el conjunto $ cuando y sólo cuando J satisface las condiciones 
(И), (12) y la siguiente afirmación: 

(13°) si A es un subconjunto arbitrario del conjunto $, todos los 
subconjuntos máximos В del conjunto А tales que B € J tienen po- 
tencias iguales. 

8.40. Axiomas de clausura. Demuéstrese: supongamos que 
М = (S, r) es un matroido sobre el conjunto finito $ con función de 
rango ASS y A=(2€8S Ir (4) =r (4 U (23). Comprué- 
bese que la aplicación A > А, definida para todos los А = S, es 
un operador de clausura: 

(cli) A = para todo A = S; н 

(сї2) зі A, В © S у А = В, cutonces A = B; 

(їз) А рага Lodos los А = 5; 
el cual satisfaco ol axioma de sustitución de Maclain-Steinita: 

(с14) para cualesquiora z, y Є 5 y todo A = S de y EA 0 fx) х 

XeyG A se deduce que z СЛ Uly]. 
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Viceversa, supongamos que la aplicación А — A, definida para 
todos los A <= S, satisface los axiomas (с) — (cl4). Entonces la 
familia J de subconjuntos А S S tales que de z € A so deduce 
que т € ACTE), forma un matroide M = (S, 2) con ol operador de 
clausura A — Я (este matroide se denotará con (S, -)). 

8.41. Demuéstroso que en el matroide Af = (S, ~), z € А cuando 
y sólo cuando, т € Л o existe un ciclo С, para el cual CNA (2). 

Un conjunto А del malroide M se llama cerrado, si coincide con 
sn clausura, Todo conjunto cerrado de un malroide se denominará 
superficie”). 

8.42. Sean X e Y las superfi del matroido M. Demuéstreso 
que X П Y cs también una superficie del matroido М. 

8.43. Déso un ejemplo de imatroide en el cual la unión de supo- 
ficies no cs obligatoriamente una superficie. 

8.44. Demuéstrese que un matroide de rango п Lione por lo me- 
nos 2" superficies. 

Se denomina geometría combinatoria (en adelanto siempre geo- 
metria) a un matroide, en el cual lodos los subconjuntos de un solo 
elemento, como también el conjunto vacio, son cerrados. 

La definición de una geometría sobre el conjunto 5 se diferencia 
de Ja definición de una topología sobro S en que para la clausura no 
se requiere quo se cumplan Ins condiciones A U 0 = А UB, cuales- 
quiera que sean A, B Є $ (S), mas tiene lugar la propiedad do sus- 
titución (с4), la cual, hablando en general, puede no cumplirse 
para la clausura de la topología. 

8.45. Sca G = (S, ~) un matroide y sea Г, (С) un conjunto de 
todas las suporficios del matroide G ordenadas por inclusión. Do- 
muéstrese que L (G) es un retículo geométrico y en este conjunto las 
operaciones binarias Y у Л para todos los A, B € L (б) so definen 
del modo siguiente: AVB =A UB y A AB =4 N B. 

8.46. Sea L un rotículo geométrico arbitrario con el conjunto de 
átomos $ y supongamos que А = fa € S |а < sup A) para todo 
A © 5. Demuéstrese que (S, ~) es una geometría y su retículo de 
superficies es isomorfo al retículo L. 

8.47. ¿Es cierto quo la afirmación dol problema 8.46 es un coro- 
lario de los axiomas de clausura у de uno de los problemas 7.156, 
7.157 6 7.158? 

8.48. Axiomas do los conjuntos cerrados (o de las superficies о 
flats). Demuéstrese: si Af ев un malroide sobre el conjunto [inito S, 
entonces para una familia .7 de todos los conjuntos cerrados del 
matroide Af se cumplen las siguientes propiedades: 

SEF: 

(12) si Fi, 


2» EF, entonces F, N Р. €F; 


1) En la literatura matemática se usa también, а la par con е1 término 
asuperficie», el término inglés «flat». 
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(13) si F, Fi... Fa € F y Fi >— F para todo, i, i = 1, 2,... 
‚+. К, entonces {РМ Ё, o, РМ) ез una partición del con- 
junto SNF. 

Viceversa, supongamos que рага la familia .F de subconjuntos 
del conjunto $ se cumplen las condiciones (/1) — (/3). Entonces la 
familia J de los subconjuntos А << S tales que para todo a € 4 
existe un subconjunto F Є F, para el cual ANF = (a), forma un 
matroide (S, 7) con la familia de Jas superficies .7. 

Sean M un mattoide sobre el conjunto S y F = {4 = 514 = 
= A) una familia de todas las superficies del matroide Af. Suele 
decirse que un subconjunto B <= А engendra A, dondo А € .F, зі 
2 = А. El subconjunto B se denomina conjunto engendrador del 
matroide, si В = $. Los subconjuntos propios máximos (рог inclu- 
sión) H €F del conjunto 5 llevan el nombre do hiperplanos dol 
matroido M. 

8.49. Sca Af ип matroide sobre el conjunto $. Demuéstrense los 
siguientos afirmaciones: 

a) si A es un conjunto engendrador del matroido y si 8 24, 
entonces B es también un conjunto engendrador; 

D) una familia de conjuntos engendradores mínimos do un ma- 
troide coincido ictamento con el conjunto de sus hase: 

с) una familia do conjuntos máximos que no son engendradores 
coincide exactamente con el conjunto de todos los hiperplanos del 
matroide A. 

8.50. Axiomas de los hiperplanos. Domuéstreso: si M es un ma- 
troide sobre el conjunto finito $, entonces para la familia Ж do todos 
los hiperplanos del matroido Af se cumplen las siguientes condiciones: 

(hi) S 4d; 

(+2) ningún subconjunto propio de un hiperplano оз hiporplano; 

(АЗ) para cualesquiora 27, 17, Є y para todo х Є 5 oxisto un 
hiporplano A tal que (Н, П Ha) U {хт} = H. 

Viceversa, supongamos que para la familia @ de subconjuntos 
del conjunto 5 so cumplen las condiciones (h1) — (3). Entonces la 
familia J de subconjuntos A <= 5 tales que para todo a € A se 
encontrará un subconjunto Л Є Ф, para el cual ANH = (a), for- 

roide (S, 3) con una familia de hiperplanos $e 

- - > An} una familia de subconjuntos no vacíos 

о S. Se denomina transversal (o sistema de repre- 
sentantes distintos) para F a un subconjunto А del conjunto 5 que 
so compone de т elementos: a un elemento de cada conjunto Ду, es 
decir, si existe una aplicación biuuívoca q: A —> (1, 2, ..., п} 
tal que a € Ау, para todo а € А. La transversal de una subfamilia 
arbitraria de la familia F se llamará transversal parcial рага F. 

8.51. ¿Cuáles de las siguientes familias de subconjuntos del соп- 
junto 5 = {1, 2, 3, i 5 тава Б 

а) ((0, (2, 3), (,2), (1,3), (1,4, 535 

b) {нә}, з}, 14,5), (4,5) j 


с) {1,3}, (2,3), (1,2), {3}}; 

d) tr > үр ч 4, 5) ba, DR, (2, 4, 5)? 

8.52. Sea 5 un conjunto de letras en la palabra MATROJIDS. 
¿Cuántas transversales tiene la siguiente familia de subconjuntos de 
5: STAR; ROAD; MOAT; RIOT; RIDS; DAMS; MIST? 

8.53. Sea F una familia de subconjuntos no vacíos del conjunto 
finito S. Demuéstrese que un раг (S, J), donde J es la familia de 
todas las transversales parciales para F, forma wn matroide 
M (5; F) en el cual J es una familia de conjuntos independientes. 

El matroide Af (S, 2) del problema 8.53 se denomina matroide 
transversal de la jamilia F de subconjuntos del conjunto S. Diremos 
que un matroido М sobre el conjunto 5 es transversal, si existo Lal 
familia finita F de subconjuntos del conjunto S que АГ = M (S, F). 
La familia .F se llamará en este caso representación 
del matroide M. 

8.54. Demuéstrese que cada matroide  k-homo- 
géóneo Un cs transversal. 

8.55. Demuéstrose que los matroides cíclicos de un 
grafo completo K, y del grafo representado ел la 
fig. 8.2 no son transversales. 

8.56. Demuéstrese que cada matroido sobre по 
más до 5 elementos ез transversal. 

8.57, Demuéstrese que el malroide de Fano no es transversal. 

8.58. Muéstrese que existen no menos do 2" y no más de 2"" 
matroides transversales no isomorfos sobre un conjunto de п cle- 
mentos. 

Sea 5 un conjunto finito, a cada elemento а del cual se lo atri- 
buye cierto número no negativo ш (a) llamado peso del elemento a. 
Se denomina peso de un subconjunto A <= S a la suma de pesos de 
todos los elementos de А. Sea F una familia de subconjuntos del 
conjunto S. Veamos el siguiente problema: en la familia 7 hallar 
el subconjunto dol peso máximo. Para rosolver este problema apli- 
quemos un algoritmo que se llama ávido: 

a) Elíjase un elemento а, tal que {a} €F y w(a,) > w (a) 
para todos los а tales que (a) EF. Si tal a, no existe, viene una 
parada. 

b) Elíjose un elemento a, tal que (2, a3} EF уш (аз) > ш (а) 
para todos aquellos а a, que (aja) € F. Si tal a, no existe, tiene 
Jugar una parada. 

с) Elíjose tal elemento ay, distinto de а, а, ..., Cy 900 
ау, ..., ад, ад} E F уш (ад) es máximo entre todos los a tales 
que a 501, siendo ¿=1, 2, .. , К – 1, Y {а,..., ак, а} E 
ЄЎ. Si tal аһ no existe, tiene lugar una parada. 

Es evidente que el algoritmo ávido finaliza su trabajo asegurando 
el subconjunto de 7, máximo por inclusión. 

8.59. Aplíquese el algoritmo ávido para los siguientes sistemas 
ponderados: 
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Fig. 8.2. 


a) S = fa, b.c}, w (a) = 3,0 (b) =w (0) = 2 y = ((а}, (0), 
{с}, fb, с); 

b) S = (а, b, с, d}, ш (a) =4, ш (b) == w (с) = 3, w(d) =1 y 
F = ta), {b}, (2), (с), (а, d}, (0, с); 

c) 5 = (а, b, с, d}, ш (а) =4, w (b) = 3, w (c) = 2, w (d) =2 
yF = {{a}, (а, с}, {b, с, d}, (6, dj), 

S = (a, b, c, 4}, w (a) =6, w (b) = 3, w (c) =2, w (d) =2 
y F = (fa), fa, с), {b, c, d), (b, d)). 
¿Es cierto que como resultado del algoritmo ávido se ha obtenido un 
conjunto de 7 que tiene poso máximo? 

Sea F una familia de subconjuntos del conjunto finito S, р 
cuyos elementos se les atribuyen los pesos no negativos. Supongamos 
que los elementos do cada subconjunto A = (а, а, ..., а} EF 
están escritos en el orden de decrecimiento de los posos, es decir, 
que w (а) => w (оз)... > w (a). Diremos que B E.F os óptimo 
en F, sil А | < | В | para todos los А € F y w (а) < w (b;) para 
todo ¿, donde а, EA, bi EB y 2. ТА Г Son А ms 
= {а dy, tam} EF y В = {b, bun.. ‚ bn) EF, con lo 
particularidad do que los elementos de los conjuntos A y B están 
escritos en el orden de decrecimiento de los posos. Diremos que А 
es lexicográficamente mayor que B, si existe tal Æ que ш (а) = 
= w (b) рага i = 1, 2, ..., К — 1 y ш(а) >w (ba), o bien si 
ш (a) = w (bi) parad=1,2, ..., m, y m > n. El conjunto A € F 
quo es lexicográficamente no inferior a cualquier otro conjunto do 
F se denomina lexicográficamente máximo en F. 

8.60. Sea AZ un matroido sobre el conjunto finito $, а cuyos 
elementos а se les atribuyen los pesos no negativos ш (a). Demuéstro- 
se quo para una base В del matroide Л/ son equivalentes Јаз siguien- 
tes condiciones: . 

а) B ев óptimo en Ја familia ‚7 de conjuntos independientos del 
matroido ЛГ; 

Ш) B es da base de peso máximo: 

с) В es el máximo lexicográfico de la familia 
matroide М; 

d) para todo a € B cl conjunto (a €B | ш (a) > w (0)) es un 
IÓ indopondiente máximo del conjunto [a E S | ш (a) > 
> w (a)). 

8.61. Demuéstreso que la aplicación de un algoritmo ávido а 
la familia J de conjuntos independientes de nn matroide sobro el 
conjunto finilo S, a cuyos elementos а se les atribuyen Jos pesos no 
negativos ш (а), proporciona nn subconjunto de J que tiene peso 
máximo. 

8.62. Sca F tal familia de subconjuntos del conjunto finito $ 
que si A € F у B & A, entonces В € F. Demuéstroso que la apli- 
cación а F do un algoritmo ávido nos da un subconjunto de F que 
tiene peso máximo, cuando y sólo cuando F es una familia de con- 
juntos independientes del matroide sobre S. 

8.63. Muéstrese que si por medio del algoritmo” á 


B de bases del 


ido están 
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elegidos Æ оЈотепіоѕ, cl subconjunto formado tiene peso máximo 
entro todos Jos conjuntos independientes que constan de /; о menos 
elementos. 

8.64. En un ordenador se necesita realizar un conjunto de ta- 
reas. Todas las tarcas requieren рага su realización un tiempo igual. 
A toda tarea se le atribuye el plazo de tiempo extremal para su reali- 
zación. Por una tarea no realizada en el plazo de tiempo establecido 
se debe pagar una multa. Demuéstrese que el juego de todos los 
subconjuntos de tareas que pueden realizarse según ol horario forma 
un conjunto de todos los conjuntos independientes del matroide. 
¿En qué orden hace falta reali las tareas, para que la multa total 
sea mínima? 

8.65. Sea M un matroide, a cuyos elementos están atribuidos los 
pesos no negativos. Demuéstrense las siguientes afirmaciones: 

a) ningún elemento de la base de peso máximo Licne poso mini- 
mo en ningún ciclo del matroide A7. 

D) cada elomonto de la baso de peso máximo tione peso máximo 
por lo menos en un cociclo del matroide Af; 

Sea S un conjunto finito y sea л un número natural. Una totali- 
dad F de subconjuntos del conjunto $ se Пата n-partición dol con- 
junto S, si se cumplen las siguientes condiciones: 

a) si A E F, entonces | A | > n; 

b) cada subconjunto de n elementos del conjunto $ se contiene 
en un y sólo un subespacio de F. 

Observemos que la 1-partición es рагыс 
sentido habitual. 


8.66. Supongamos que F os una n-partición dol conjunto $ y 
1.7 | >2. Domuéstrese que existe un matroido АГ (S, F) sobre ol 
conjunto S, cuyos coátomos (hiperplanos) son exactamente subcon- 
juntos de 7 y sólo ellos. 

Un matroido M se Пата matroide de recubrimiento, si para cierta 
a-partición F com | F | >2 es isomorlo al matroide Af (S, F) del 
problema 8.66. Nolemos que el matroide de recubrimiento inducido 
рог la n-partición Liene el rango n +1. 

8.67. Dénse ejemplos do matroides de recubrimiento. 

Supongamos que el conjunto finito 5, cuyos elementos se llaman 
{б satisface junto con las familias & y ,F, cuyos elementos se 
laman curvas y superficies, respoctivamonte, las condiciones si- 
guientes: 

(G1) cualesquiera n + 1 puntos diferentes están siluados en una 
curva única y cada curva contiene no menos de п + i diferentes 
puntos; 

(G2) cualesquiera л + 2 puntos diferentes, que no yacen en una 
misma curva, están situados en una única superficie, y cada super- 
ficie contiene por Jo menos п + 2 puntos diferentes que no se en- 
cuentran en una misma curva. 

(G3) junto con cualesquiera n + 1 puntos diferentes pertenece а 
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n de un conjunto en ol 


la superficie y también toda la curva definida por los puntos men- 
cionados; 

(Un conjunto А = 5 se llama subespacio, si contiene todas las 
curvas y superficies que pasan por cualesquiera п 4- 1 ô л + 2 pun- 
tos de A, y si se definen por las condiciones (G1) y (G2). Es evidente 
que la intersccción de los subespacios es también un subespacio. 
Por consiguiente, la aplicación А —›> Я, donde Я cs el subespacio 
mínimo que contiene А es un operador de clausura sobre $). 

(G4) si dos superficies se disponen en Ја clausura de un subcon-= 
junto de {n + 3) elementos de 5, la intersección de ellas contiene al 
menos п -+ 1 puntos diferentes. 

La estructura de incidencia (S, Y, F) que satisface, рага cierto 
número entero no negativo л, los axiomas (G1) — (G4) junto con:el 
operador de clausura dofinido más arriba, lleva el nombre do, geo- 
metria de Wille de grado п y se denota рог G (S, 6, F). Indiquemos 
que рага n = 0 la geometría de Wille es nna geometria proycctiva 
(véase el capítulo 7, $ 2). 

8.68. Supongamos que С (5, W, F) es unn geometría de Willo 
de grado n, A эз В son subespacios y (а), -.., an} = Л П B. De- 
muéstrese quo 

РА = геад a A 
Ау ВА = еб 0 

8.69. Demuéstreso que cada geometría de Wille G (S, 9, F) de 
grado п os un matroide у que para Lodos los subespacios A do rango 
igual a n se cumplo la condición: en el retículo de los subespacios de 
la geometría de Wille el intervalo [0, 1) es distribntivo, y el [4, 1), 
modular. 

8.70. Demuéstrese que un matroide M sobre el conjunto finito 
S es isomorlo a Ја geometría de Wille de grado n cuando у sólo 
cuando Y =Ø, а =a para todo а Є S (еп ol caso on que n > 1), 
mientras que el intervalo [0, A] en el retículo de superficies del ma- 
troide Af es distributivo, y el 14, 1], modular para todas las super- 
ficies A del matroide M tales que r(4) = п. 

8.71. Sea ЛІ un matroide sobre el conjunto 5 tal que A = 5, y 
supongamos que X Є J, si X es un conjunto independiente en ЛТ y 
Xí ARA Demuéstrese que (S, J) es un matroide sobro el con- 
junto S. 

Sea Af un matroide sobre un conjunto finito 5 con la familia 2 
de conjuntos independientes. El ciemento г Є S se denomina bucle 
(lazo) del matroide М, si {х) @ J. Los elementos д, ..., =. ES 
se Патап paralelos en M, si ninguno de ellos es па bucle у si cada 
par de ellos {zi 25) 6 J 

8.72. Sea ЛГ un matroido sobre el conjunto finito 5 con la fun- 
ción de rango r y el operador de clausura (—). ¿Serán ciertas las 
afirmaciones que siguen más abajo: de 

a) el elemento z Є 5 es un bucle cuando у sólo cuando = ES; 


an 


b) 265 ез un bucle cuando y sólo cuando г({т}) = 0; 

с) si z es un bucle y si z € А, entonces А es un conjunto depen- 
diento dol matroide A7; _ 

d) si х es un bucle, entonces х € А para todo А = S; 

е) el elemento = es un bucle cuando y sólo cenando {г} es un 
ciclo del matroide M; 

1) el elemento г es un bucle en aquel y sólo en aquel caso en que 
т no está contenido en ningún base del matroide 

8.73. Demuéstrese que para cada matroide M sobre el conjunto 
finito S el bucle pertenece а cada superficie del matroide M, y el 
conjunto vacío es cerrado en Л/ cuando y sólo cuando M no contiene 
bucles. 

8.74. Sea M un matroide sobre el conjunto finilo S con el ope- 
rador de clausura (-) y supongamos quo т, у, z Є 5. Compruébeso la 
validez de las siguientes afirmaciones: 

a) los elementos distintos =, y Є S son paralelos cuando y sólo 
cuando (x, у} es un ciclo del matroido M; 

b) si el elemento ж es paralelo a y, с) elemento y es paralelo a z, 
у х z, entonces х cs paralelo а z; 

с) si х чё y, entonces х es paralelo а y cuando y sólo cuando 
26у, y Ez, y х, y no son bucles del matroide M; 

d) віх € A para cierto subconjunto А de S, y si y es paralelo a =, 
entonces у Є Я; 

в) si А contiene dos elementos paralelos del matroido ЛГ, enton- 
ces Á es un conjunto dependiente en M. 

8.75. Sea G un grafo no orientado сол un conjunto de aristas S. 
Demuéstrese que la familia de todos los cortes mínimos (por inclu- 
sión) del grafo С es precisamente familia de ciclos de cierto matroide 
M* (G) sobre el conjunto S. 

El matroide M* (С) del problema 8.75 so denomina matroide de 
los cortes del grato G. El matroide Af se llama cográfico, si existe un 
grafo G cuyo matroide de los cortes M* (G) es іѕотогіо а M. 

8,76. ¿Serán ciertas las afirmaciones que siguen: 

a) los matroides de los cortes de los grafos К, (do un grafo com- 
pleto sobre 5 vérticos) y Ka, (de un grafo bipartido completo sobro 6 
vértices, a 3 en cada capa) no son gráficos (véase la fig. 8.3); 

i b) los matroides cíclicos do los grafos К, у Kay no son cográ- 
icos; 

с) un matroide cíclico de cualquier grafo planario es cográfico; 

d) un matroide Че los cortes do un grafo planario arbitrario es 
gráfico; 

e) el matroide de Fano Ф no es gráfico, ni tampoco cográfico? 

8.77. Supongamos que G (V, S) es un grafo con el conjunto de 
vértices V y el conjunto de aristas S, a, b € V y А = 5. Diremos 
que los vértices a y b son A-conezos, si existe una sucesión de aristas 
(camino) (Zo, 21), (ху, T2), - - -, (тһә› Zn) do А tal que ху =a y 
. Para todo А = 5 definamos А: la arista (a, b) € A cuando 


Tn = 
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y sólo cuando los vértices а y b son А-сопехоз. Demuéstrese que el 
conjunto de aristas del grafo con operador A —> Л forman el ma- 
troide Af (G (V, S)). 

8.78. Sea M (G (V, S)) un matroido del grafo G (V, S) del pro- 
blema 8.77. Demuéstrense las siguientes afirmaciones: 

а) A © S es independiente en М cuando y sólo cuando G (V, А) 
es ип bosque en G; 

) B <= $ ез una base del matroido M si y sólo si G (V, B) es un 
bosque engendrador, es decir, el bos- 
que С (V, В) y el grafo G (V, В) 
tienen un mismo número de com- 
ponentes conexos; 

c) С = 5 es un ciclo en M cuan- 
do y sólo cuando С es un conjunto т 
do aristas del ciclo en el grafo 
С (У, 5); Fig. 8.3. 

d) HSS os wm coáítomo en 
М віотрсо quo С (V, H) tieno el número de componentes conexos 
exactamente en una unidad mayor que С (У, 5), y es un subgrafo 
máximo con esta propiedad, y viceversa: 

e) r(4) = [| V | — k (4), donde Ж (А) оз el número do compo- 
nentes conexos en el subgrafo С (V, 4)? 

Las aristas de un grafo se llaman independientes, si no Lienen vér- 
ticos comunes. Una combinación de pares es un conjunto de aristas 
indepondientos del grafo. El vértice del grafo С se denomina saturado 
en le combinación de pares Р, si es un vértice terminal de la arista 
де Р, 

8.79. Sea G un grafo no orientado con nn conjunto de vértices 
У. Demuéstreso que si J os una familia de todos aquellos subcon- 
juntos A <= У en que los elementos de А se saturan en cierta combi- 
nación do pares dol grafo С, entonces J сз una familia de los con- 
juntos indepondientes de cierto matroide sobre el conjunto V, el 
cual lova ol nombre de matroide de las combinaciones de pares. 

8.80. Sea Af un matroide sobre el conjunto finito S; €, J, P y 
¿8 son las familias de sus ciclos, conjuntos independientes, bases e 
hiperplanos, respectivamente; (=) es el operador de clausura del 
matroide Af, y r, su función de rango. Demuéstrese la equivalencia 
de las siguientes afirmaciones: 

(c3) si С € 8, entonces |C |> 3; 

(14) para todos los z, y € 5 el conjunto (x, y) € J; 

(03) para todos los z, y € 5 existe una base В € Ẹ tal que 


{z у} ед; 


эз 


(15) Ø = Ø ут = х para cada z € S; 

(r7) para lodo X В, si |X |< 2, entonces r (X) = | X |; 

(hå) para cualesquiera z, у €S, 2 5 у, existe un hiperplano 
HEJ tal que z €H, y ¢ H. 
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Еп el problema 8.80 están enunciadas las condiciones equivalen- 
tes para que un matroido sca geomotría combinatoria. 

8.81. Sea 5 un conjunto arbitrario. Agreguemos a cada sistema 
de axiomas del matroide uno más de los siguientes: 

(c4) si X = S, | X | = оо, existo un ciclo С Є 6 tal que C = 

(15) para cada AS J, [А |< со; 

(04) para cada B EB, |B |< 

(16) si X = S, existe X' е X, |X | < оо, tal que X = А: 

(78) si X == S, existe un subconjunto А” © А, | X |< оо, tal 
que r (XA) = r (X); 

(45) si X <= S y si para cada hiperplano // Є JE so tiene X YH, 
se encontrará un subconjunto Х' с А, | Х' [< со, tal que para 
cada hiperplano H € Ф tenemos X' є H. 

Obtendromos una generalización de Jos conceptos de matroide y 
de geometría combinaloria sobro los conjuntos infinilos. Domuésireso 
la equivalencia de los conceptos obtenidos en este caso. 

8.82. Demuéstrese que ol subconjunto A = / do Ја geomotría 
combinatoria С sobre сі conjunto 5 puede ser representado como una 
unión de los ciclos cuando y sólo cuando para todos los conjuntos 
cerrados В el conjunto AN по зе compone de un solo punto, 


$ 2. Construcciones y operaciones sobre 
los matroides 


8.83. Sea 2 una familia de bases del matroide АЈ sobre el con- 
junto S. Demuéstreso que #* = {SNB |В EB) es un conjunto 
do bases dol matroide Л/* sobre el conjunto $. 

El matroide Af* del problema 8.83 se denomina dual con rela- 
ción а АТ. Es fácil ver que M es el matroide dual con relación a AJ*. 
Por eso diromos que M y M* son matroides duales. La base del ma- 
troide Л7* se Пата cobase del matroide Af. Análogamente, el ciclo 
del matroide M* se Лата cociclo del matroido M; el bucle de M*, 
cobucle (istmo) en M; la función de rango de M7*, función de corrango 
en A, eto. La función de rango del matroide M* se designará рог 
r*; la familia de sus bases, por &*, la familia de ciclos, por C*, 
eto, 

8.84, Sean Af y M* los matroides duales sobre el conjunto S. 
Demuéstrese que para todos los А = 5 tiene lugar 1а relación 


r*(A) = |A [| +r (SNA) —r (5), 


donde r y r* son funciones de rango de los matroides M y M*, ros- 
pectivamente. 

8.85. Muéstrese que un matroide dual con relación a una geo- 
metría combinatoria no es forzosamente geometría combinatoria. 

8.86. ¿Podrá un conjunto ser a la vez un ciclo y un coátomo en el 
matroide M? 

8.87. Sea M un matroide sobre el conjunto $ con la función de 
rango ғ. Domuéstrese que M** =M y r* (5) = |5 |—r (8). 
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8.88. Sean ЛГ y ЛЇ* los matroides d 
Demuéstrenso las siguientes afirmacion 

a) si A <= S es un conjunto indopendiento del matroíde M7, en- 
tonces SNA contiene Ја cobase del matroide M; 

b) ві A* = В os un conjunto independiente del matroide М, 
entonces SxA* contiene la base del matroide A; 

©) cualquier base B del malroide Af tiene wna intersección no 
vacía con cada cociclo del matroide M; 

d) cualquier cobase B* del matroide М tiene una intersección 
no vacía con cada ciclo del matroido Af; 

о) para cualquier conjunto independiente A del matroide M 
existo un cociclo C* tal que | A ПС* | = 1; además, si | A |< 
< (5), entonces existo un сосісіо C% tal que |А П С | = Ø. 

8.89. Sean M y M* los matroides duales sobre el conjunto $: 
y supongamos que А у A* son unos subconjuntos del conjunto 5 
tales que АПА" = Ø, y А cs independiente en 17, mientras que 
A* es independiento en 17%. Demuéstreso que existe unn base В 
del matroide Af tal que А S B y A* с B*. 

8.90. Sea ЛГ un matroide sabro el conjunto S. Demuéstrenso las 
siguientes afirmaciones: 

a) cl subconjunto B = $ ез la base del matroide M cuando y 
sólo cuando В es el subconjunto mínimo que tiene intersección no 
vacía con cada cociclo del matroide Af; 

b) el subconjunto B* < 5 es una cobase del matroido Л/ cuando 
y sólo cuando dicho subconjunto es minimo, que Lieno una inter- 
sección no vacía con cada ciclo del matroide А/; 

c) el subconjunto С < 5 es un cicio del matroido M cuando у 
sólo cuando es un subconjunto mínimo, que tiene una intersección 
по vacía con cada base del matroide M*; 

d) un subconjunto C* = 5 es un iclo del matroide Af cuando 
y sólo cuando es un subconjunto mínimo, que tiene una intersección 
ho vacía con cada base del matroido M. 

8.91. Demuéstrese que si C* es un cociclo del matroide ЛГ sobre 
el conjunto $, entonces el conjunto (5УС*) U (=) contieno la haso 
В del matroide Af para cualquier = ЄС. 

8.92. Sean C y 6* las familias de ciclos y coátomos, respectiva- 
mente, del matroide ЛГ sobre el conjunto $. Demuéstrense las si- 
guientes afirmaciones: 

a) el subconjunto X < 5 es un ciclo del matroido Af cuando y 
sólo cuando es un subconjunto mínimo con | X П C* |5 1 para 
cualquier cociclo C* Є €*; 

b) un subconjunto X* Є @* cuando y sólo cuando X* es tal 
subconjunto mínimo que | X* П С | = 1 рага cada ciclo C E 6*. 

8.93. Sea С un ciclo del matroide М y supongamos que теу 
son elementos diferentes de 5. Demuéstreso que existe un cociclo 
C* que contiene z e y, pero no contiene ningún otro elemento de С. 

8.94, Sea С un matroide sobre el conjunto S, у=, y, z, elementos 
diferentes de 5. Demuéstrese que si existen los ciclos С,, que con- 


les sobre el conjunto 5: 
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tiene z e y, y Ca, que contiene y y 2, existo también el ciclo С, que 
contiene т у z. 

8.95. Muéstrese que un malroido, dual con relación al matroido 
transversal, no ез forzosamente transversal. 

8.96. Demuéstrese quo para Aquior grafo б, su matroide до 
cortes Л/* (G) es dual con relación al matroide cíclico M7 (G), es 
decir, que M* (G) = (ЛУ (G))*. 

Recordemos que el grafo G* cs dual con relación al grafo С, si 
entre las aristas de los grafos G y G* existe una correspondencia 
biunívoca quo poseo la propiedad de que un subconjunto de aristas 
de G forma un ciclo en G cuando y sólo cuando el correspondiente 
subconjunto de aristas de G* forma un corte en G*. Un gralo será 
planario cuando y sólo cuando posce un grafo dual, 

8.97. Demuésireso que si un grafo G* es dual con relación а G, 
entonces el matroide cíclico M (G*) del grafo G* es isomorfo al 
matroide (47 (G))*, dual con relación al malroide cíclico del grafo С. 

8.98. Un malroide M sobre el conjunto S se denomina culoriano, 
зі S puede represontarso en forma de una unión de ciclos disjuntos. 
Un matroide se Пата bipartido, si todo su ciclo contiene un número 
par de elementos. Demuéstrese que el matroide Af ез bipartido 
cuando y sólo cuando el matroide M7” es culeriano. 

8.99. Sea С (S) un geometría sobre el conjunto S con cl oporador 
de clausura (-). Demuéstrese que Jta, „у (С) = (CUA Й DNA 
os un operador de clausura, рого sobre el conjunto BNA, donde 
A BSS. 

8.100. Demuéstrese que el subconjunto B с $, provisto para 
todo С = В de la relación C — J (C), donde 2 (С) = СП B 
(- significa on geometría un operador de clausura) forma la geometría 
G (B), llamada subgeometría de la geometría G (5). 

8.101. Demuéstrese que un conjunto SNA, provisto para todo 
С = SNA de la relación С — J (C), donde J (C) = (С UA) N 4, 
forma una pregeometría que se denotará рог G/A у se llamará con- 
tracción do la goomotría G (5). 

Sea J una familia do Lodos los conjuntos independientes dol ma- 
troide Af sobre S, B = 5. Designomos con J (Af | B) un conjunto 
{X: X SBX Є д}, y con 2 (Af.1B3), una familia de tales X = B, 
para los cuales existe un subconjunto independiente máximo Y de 
SNB en М tal que X UY EJ. 

8.102. Demuéstrese que J (M | В) es una familia de conjuntos 
independientes de cierto matroide Л/ | B sobre el conjunto B, que 
se denomina contracción do M on 13, (Compárese Af |13 соп el ma- 
troide б (В) del problema 8.100). 

8.103. Domuéstress que J (M.B) os una familia de conjuntos 
independientes de cierto matroide 17.2 sobre el conjunto B que se 
llama contracción de М con ayuda de В. Muéstrose que M.B = 
= MIS В), donde M/(SNB) es una contracción del matroide ЛГ 
sobre el conjunto 5 definida en el problema 8.101. 
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8.104. Sea Af | А un submatroide del matroide Af y sean г, ra 
las funciones de rango de los matroides A7 y АТ | А, respectivamente. 
Demuéstrese que para todo В S A. 

а) B es independiente en A7 | А <> B independiente en Af; 

b) В, que es la base del submalroido M | A <> B, ез 1а base del 
conjunto А en M; 

с) В, que es un ciclo en Л7 | А <=> B, es un ciclo en M; 

d) ra (B) = r (B). 

8.105. Sea М/А nna contracción del matroide M sobre el con- 
junto 5 y supougamos que r, гуд son funciones de rango de los 
matroides М у M/A, respectivamente. Demuéstrese que para Lodo 
X = SNA son válidas las siguientes afirmaciones: 

а) un conjunto X es independiente en M/A cuando y sólo cuando 
X UY es independiente en M para todos los suboonjuntos indepen- 
dientes Y = A; 

b) X ез una base del matroide Д//А cuando y sólo cuando X UB 
оз la baso del matroide A7 para todas las bases 2 del conjunto A; 

с) X os un ciclo оп 47/4 cuando y sólo cuando X == CNA = Ø, 
donde С es ol ciclo del matroide ЛГ y X os el conjunto mínimo con tal 
propiedad; 

d) reya (X) = r (X UA) —r (4). 

8.106. Sea A7 nn matroide sobre el conjunto S y supongamos que 
В © А сс 5. Demuóstronse Јах siguientes relaciones: 

a) (Af | A) |B = Af |B; 

b) A.B = (М.А).В; 

©) (M 1A) B = (MASN(ANB))) | B; 

d) ALA) |B = (АР | (SS У)... 

8.107. Soa Л/ un matroide sobre el conjunto 5 y A = 5. Domués- 
trense las siguientes afirmaciones: 

а) (M | AJ* = MIN(SNA):; 

b) (MNA)* = M* | (534). 

8.108. Sea M un matroide sobre cl conjunto S соп el operador 
de clausura —. Entonces el par (S, Jta, mi) se denominará menor del 
malroide M. ¿Será matroide cualquior menor del matroide М? Ar- 
guménteso la respuesta. 

Sva M un matroido sobre el conjunto S. Muy a menudo para mayor 
comodidad el submatroide Af | {SN {а}), donde a € S, зе denota 
por Af — а y suelo decirse que so obtiene del matroide Af por exclu- 
sión del elemento a. Análogamente, un submatroide M | (Sx4), 
donde А <= S, del matroide M se designa por ЛГ — A. En este caso 
resulta natural llamar menor del matroide a una sucesión arbitraria 
de contracciones у exclusionos. 

8.109. Demuéstrese que si F es una función de rango del menor 
(M/A) — B del matroide M sobre el conjunto 5 con la función de 
rango ғ, entonces para cada P = 5У (4 U В) se verifica la relación 


F(Z) =r (2 YA) —r (4). 
8.110. Demuéstrense las siguientes alirmaciones: 
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a) todo menor de un malroide gráfico es gráfico; 

b) cada submatroide de un matroido transversal es transversal. 

8.111. Sean М, = (Sı, J) y М, =(S2 Ja) los matroides 
sobre los conjuntos $, у Sz, respectivamente, y S, NS, = Ø. Pon- 
gamos S = S, US y J = {A UBIA Є. BEJ, Demuéstre- 
se que М = (5, J) es un matroide. 

El matroide citado en el problema 8.111 se denomina suma di- 
recta de matroides y se designa рог M, @ Ma. 

8.112. Sea Л, = (Sn Jı) un matroide sobre el conjunto S$, 
con una familia de conjuntos independientes J;, donde і 
y 5,05, = Ø. Para cada AS 5 = 5, US y Ai SSi 
demuéstrese la equivalencia de las siguientes afirmaciones: 

(1) M =M, + My 

(2) r (4, UAs Ki =>) + r (4a); 

(3) r (М) = ғ (M,) + r (A) 

(4) r (S) > r (S,) + r (S3); 

(5) Ar 0 А, EJ cuando y sólo cuando Л; Є; para cada 
1-1,2 

(6) A, U А, es un conjunto engendrador del matroide ЛГ cuando 
y sólo cuando А; es un conjunto engendrador del matroide M, 
donde i = 1, 2; 

MA UA, =A, UA; 

(8) А, U A; es un conjunto dependiente еп M4 cuando y sólo 
cuando А, es un conjunto dependiente en М, б Az es un conjunto 
dependiente en Ma; 

(9) А es un hiperplano del matroide M cuando y sólo cuando 
A =S, |) А, y 4, ез un hiperplano del matroide M,, o bien А = 
= А, US, y Ay ев hiperplano del matroide My; 

(10) S UA =S, UA 

ai) ПА =S, ПА 

(12) S, U K es cerrado para todos los conjuntos cerrados K de М; 

(13) todos los hiperplanos del matroide M contienen o bien el 
conjunto 51, o bien el complemento de éste; 

(14) С es un ciclo del matroide М cuando y sólo cuando С = 
= А, Yan con la particularidad dé que o bien A, es un ciclo en 
М, y Ar = Ø, 0 bien А, es un ciclo en М, y А, = Ø; 
ds) зі В es una base del matroide M, entonces B f S, será tam- 
bién una baso, pero en el matroide My 

(16) si B П S, es una base del matroide М y ВУ.5,, una base 
del matroide M — S,, entonces В es la base del matroide M; 

(17) si A, es un conjunto independiente en ol matroide М, y 4», 
un conjunto independiente en M — $,, entonces A, U A, es un con- 
junto independiente en M; 

(48) r (M — S) =r (MS y); 

(19) М — S, = MIS,- 

8.113. Sea M = М, Ф M,. Demuéstrese que para todos los 
A, © Sı (i = 1, 2) son válidas las siguientes afirmaciones: 
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1, 2) 


а) (M, — А,) Ө (M, — Л,) = М,/А, ФАА; 

b) M/(A, ЦА) = М/А, O МА; 

с) M* = М; Ф M} 

Si M = М, Ф М», los matroides M, y À, Movan el nombre de 
separadores del matroide M. Un matroide privado de separadores se 
Пата conezo, 

8.114. Supongamos que M оз un matroide sobre el conjunto 5 
y PES. ¿Serán ciertas las afirmaciones que siguen: 

a) p es un separador cuando y sólo cuando p es un bucle del 
matroide M; 

Ш) un matroide conexo es o bien un bucle, o bien no tiene bucles. 

8.115. Demuéstrese que M = М, Ф M, cuando y sólo cuando 
el retículo Z (М) de superficies del matroide A es igual al producto 
directo de los retículos de las superficies de Jos matroides M, y Ma, 
оя decir, L (М) = L (My) х L (М.). 

8.116. Supongamos que M es un matroido conexo sobre ol con- 
junto 5 у р ES. Demuéstrese que en este caso o ЛГ — р, o bien 
A/p es un matroide conoxo. 

8.117. Domuéstrese que si M’ es el menor de un matroido conexo 
М, entonces existe una sucesión de matroides Mi, Ma -n Mns 
Mns tal que M = Mi Д = Mase y рага cualquier i, de 
=1,2,..., п, Mia = М — po о bien Min = Mipi 


8.118. Dese la definición de la suma directa Ф M, de cual- 
[ЕП] 


n 
quier número finilo de matroides А/,. Demuéstrese para @ M, las 


05) 
afirmaciones análogas a las citadas сп los problemas 8.111 y 8.115. 

8.119. Sea / una función semimodular monótona creciente de 
númoros enteros, definida sobre los subconjuntos de un conjunto 
finito S; 1 (Ø) =0 y J = (А =S | tales que para cada B=A 
tiene lugar la desigualdad | В |< f (8)). Demuéstrese que J es, 
una familia de conjuntos independientes do cierto matroide cuya 
función do rango r (А) se calcula, para todos los A = $, según la 
fórmula 


к(Ау= тї {/(B)+] AN В|}. 
PGA 
8.120. Son A7; = (S, ғ) un matroido sobre el conjunto finito $ 
con la función de rango r; y una familia de conjuntos indepondientes 
Ji donde ¿=1,2,..., n. Demuéstrese que 
I=(ASSIA= U Л, donde Є) 


es una familia de conjuntos independientes de cierto matroido cuya 
función de rango r so define por la relación siguiente: 


F(4)=mín 0) гах В|). 


El mutroido del problema 8.120 se Пата unión (reunión) de 


matroides M, y se designa por |) М, 
тл 


8.121, Sea M= |) М, donde Af, es пп matroido sobre el con- 
=) 


junto 5 con la Función de rango гу. Domwéstrese que para todos 
los И = $ son equivalentes las siguientes afirmaciones: 
a) el conjunto Л os independiente en M; 


n 
b) A= U An donde А, os un conjunto independiente del ma- 
=! 
troide ЛГ, рага cada i; 
9 A= U An dondo A, П Ау= @ para cvalquier izj y A, os 
tt 


un conjunto independiente del matroide A/, para cualesquiera i. 

8.122, Sean M, = (S, 2) y M, = (S, 31) matroides sobro ol 
conjunto § con las funciones de FARO" л у ту, respectivamonto. 
Demuéstreso que ol número máximo de elementos del conjunto 
4. ОА, tal que А, € 9, y As € Ja os igual a 


món {л (A) er (41541) 
AGS 


8.123, Scan M, у M, los matroidos sobre el conjunto $. De- 
muéstrese que la potencia máxima del conjunto independiente on 
ambos matroides ев mín {л (A) + ra (5А), 

As 


8.124. Sean B, y B, las bases del matroide M, y X, U Yj, una 
partición de la base В, en subconjuntos no vacíos disjunto». De- 
muéstrese que existe tal partición X, U Y, de la base В, еп la quo 
X, UY, y X, U Y, también son bases del malroido M. 


П 
8.125. Sean S y 7 las bases del motroide АГ у S= {) S, una 
1 
partición de la base 5 Demuéstrese que existe una partición co- 
А 
rrespondiente de la bose Z= U 7, tal que (SN 5) U T, ез la base 
int 


del matroide М para cualquier ¿=1,2,...,k. 

So llama extensión unipuntual dol matroide M sobre el conjunto 
$ mediante ol punto a € 5, tal matroide Af” sobro el conjunto $ U 
U (а) que r (47%) =r (M) y M =M — 

8.126. Demuéstrese que para cada matroido existe nna extensión 
unipuntual. 

Suele decirse que un par de superficies (A, B) es modular, si 
СОА пв са т) рага todas las superficies С = В. Еп 
términos de la función de rango r un par de superficies (A, B) es 
ка cuando y sólo cuando г (А UB) +r(4 N В) =r (4) + 
+r (8). 
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8.127. Sean A, B unas superficies de la geometria С tales que 
A N B =Ø. Demuéstreso que el par (А, B) es no modular cuando 
y sólo cuando existe un ciclo K tal que 


K=S(AUB2Ng. KNA=9, КПВ о. 


8.128. Sean A, B unas superficies de la geometría С. Demuéstro- 
se que el par (A, В) es modular si y solo sí el par (AN(A Ø B), 
BX(A П В)) es modular en la contracción G/A П В. 

Se denomina filtro modular о de la pregeomotría G (S) a una 
familia off de subconjuntos del conjunto 5 tal que 

a) si А Єй y А = В, entonces B € od; 

b) si A, B € of y (A, В) es un par modular, entonces A П B € af. 

8.129. Sea G (5 U {р}) una pregcometría sobre el conjunto S U 
U {р}, р & $, con el operador de clausura Y y la función de rango 
т. Demuéstrese que el conjunto м = {А с S: р Є 1 (4)) forma 
un filtro modular de la subpregeomotría С (5). 

8.130. Demuéstrose que si -# es un filtro modular de la pregeo- 
metria G (S), entonces existe una única extensión unipuntual 
G (S U (p)) tal que el = {4 = S: р Є sy im (4))- 

8.131. Supongamos que af es un filtro modular de ln pregeome- 
иа G (S)y G (5 U {p)), la extensión С (S) construida con ayuda 
Че 24. 


Demuéstrese que de superficies en С (S U (p)) sirven todos los 
subconjuntos 5 Y {р} de los siguientes tipos: 


mA U {р}, si A es una superficie de la pregeometria С (5) y 


b) A, si A es una superficie de la pregeometria G (S) y A 4 4; 

c) A U (р), зі А. ез una superficie de la pregcometría G y А no 
se dispone en 4 у no se cubre еп С (S) por ninguna superficie de off. 

8.132. Compruébese que las extensiones unipuntuales de la pre- 
geometría G (S), ordenadas según la inclusión de sus filtros modulares 
en С (5), forman un retículo. 

8.133. Sea M un matroide sobre el conjunto finito S y sea J 
una familia do sus conjuntos independientes; г es su función de 
rango y К, un número positivo entero tal que k < г (S). Demuéstrese 
que la familia Jy = (A <S|AE€EJ y |А | < К) es una familia 
de conjuntos independientes de cierto matroide Ma sobre el con- 
junto 3 con la función de rango r, (А) == тіп {К, r (4)). 

El matroide M, citado en el problema 8.133 recibe el nombre de 
l-truncamiento del matroide M. Observemos que el retículo de super- 
ficies Ma se obticne del retículo £ (Af) de superficies del matroide M 
al borrar todas las superficies de rango >k y al sustituírlas por un 
nuevo. elemento maximal del retículo. 

8.134. Hállese el teuncamiento de un matroide cíclico del grafo 
complete sobre cuatro vértices. 

8.135. Dense los ejemplos de matroides gráficos по isomorlos 
cuyos truncamientos son isomoríos. 
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8.136. ¿Podrá ser no gráfico el truncamiento Че un matroide 
gráfico? ¿Podrá ser gráfico el ігипсатіспіо de un matroide по grá- 
fico? Dense ejemplos. 

Si el matroide Af sobre un conjunto 5 es isomorfo а (r (H) — 1)- 
truncamiento del matroide Л sobre el conjunto S, se dico que el 
matroide H ез ol incremento del matroide M. Sin perder la generalidad 
podemos considerar que el retículo de superficies del matroide H 
se obtieno a partir del retículo do superficies del matroide М inclu- 
yendo el nivel de nuevos coátomos, situado más arriba de los coáto- 
mos iniciales y por debajo del elemento unitario del retículo. 

8.137. ¿Existe un incremento para todo matroide? 

8.138. Sea ЛГ un matroido dofinido sobre el conjunto 5 = 
= (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7), de cuyas bases intervienen los subconjuntos 
de S que contienen tres olementos, a excepción del subconjunto 
(1, 2, 3}. ¿Existe un incremento de este matroido? 

Sean JE y F dos anticadenas del boolcano È (S). Diromos que 
la auticadona Æ es menor que la F, si para todo A Є Je existe un 
elemento B E.F tal que А = B. En el caso cuando tal elemento 
В E.F es único, so dice quo F parte la anticadena dẹ. 

8.139. Demuéstrese que los diferentes incrementos (o, con mayor 
precisión, las familias do coátomos on los retículos de superficies de 
los incrementos) del matroide Af sobro el conjunto finito S, ordona- 
dos como anticadonas del booleano, forman ol retículo comploto 
E (G), cuyo elomento minimal se denomina incremento libre del 
maltroide М. 

8.140. Demuéstrese que cada erección de la geometría С sobre el 
conjunto 5 parte la anticadena de todas las bases de la geomotría G. 

8.141. Demuéstrese que зі el incremento libre do la geometría G 
sobre el conjunto finito $ se conoce, todas los demás incrementos 
de esta geometría pueden obtenerse mediante la partición del incre- 
mento libre. 

8.142. Demuésirese que un matroide homogéneo Us, tiene 174 
diferentes incrementos. 

8.143. ¿Podrá incrementarse el matroide de Vamos (véase el 
probloma 8.21)? 

8.144. Constrúyaso un matroide de rango 3 que no tenga incre- 
mentos. 

8.145. (?). La superficie A de un matroide M se denomina 
esencial, si M | A tiene un incromento no trivial. Se puede mostrar 
que sólo las superficies esenciales junto con sus rangos definen unívo- 
camente un matroide. Ofrézcase el método para identificar las su- 
perficies esenciales de un matroide. 

Se llama aplicación fuerte de un retículo geométrico L, en el retí- 
culo geométrico Z, la función 0: Г, + L; que satisface las condicio- 
nes siguientes: 

a) о (хуу) = о (х) ус (y) para todos los z, y € Ly; 

b) si р es un átomo del retículo L,, entonces o (p) es un átomo o 
cero del retículo La. 
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8.146. Dense ejemplos de las siguientes aplicaciones р del reti- 
culo geométrico / en el relísulo geométrico Ly 

a) y по es una aplicación fuerte; 

b) p es una aplicación fuerte: 

с) Ф es un homomorfismo (véase el problema 7.87) que no es una 
aplicación fuerte; 

d) т оз una aplicación fuerte 
fismo. 

8.147. Sea L, un retículo geométrico de superficies de un matroide 
gráfico y supongamos que о: £,—=>L, es una aplicación fuerte. 
¿Está obligada a ser о (/д) un retículo de superficies de cierto 
matroide gráfico? 

8.148. Sea о una aplicac 
en el retículo geométrico 4, Dom 
ciones: 

а) siz-( y en L, entonces o (1) =< a (y) en La; 

b) гу (о (2) < r, (2) para enalquier + € fa, donde +, y ra son 
funciones de rango de los retículos /, y La, respectivamente; 

с) si y E Ly, existe un Є la tal que o (т) ==, y ra (0) тту (2), 
es decir, para cada elemento de imagen se encontrará una preimagen 
de rango igual. 

8.140. Demnéstreso que la aplicación a: £, — La es un isomor- 
fismo cuando y sólo cuando т es nna aplicación fuerte «sobre» y 
r (la) = r (La) 

Sea M un matroide sobre el conjunto $. Unamos a cada matroido 
М un elemento mula 0 que corresponde al conjunto vacío en el 
siguiente sentido: sea OES у supongamos que A, es la suma di- 
recta ЛГ Ф (0) sobre el conjunto 5 UO, donde {0} es un matroido 
de rango 0 sobre el conjunto de un solo elemento (0). Emplearemos 
un mismo símbolo 0 para denotar los elementos no nulos de cada 
uno de los matroides Af. 

Se denomina aplicación fuerte del matroide AF (S) en el matroide 
N (7) a una función o: S Y0=>7 Y Otal que o (0) 0 y la preima- 
gen de cualquier conjunto cerrado del matroide N, es también ce- 
rrada en Mo. 


e no constituye un ћототог- 


fuerte del retículo geométrico Ly 


Lrense las siguientes afirma- 


Sean M (S) у N (Т) unos matroides sobre los conjuntos $ y T, 
respectivamente; L (М) y L (N), retículos de superficies de los ma- 
troides M y N, respectivamente y o: S Y0> T 0. Emplearemos 


para denotar las superficies en el retículo y en el matroide una misma 
letra: minúscula en el primer caso y mayúscula, en el segundo, subra- 
yando con ello que en el rotículo la superficie es un elemento, y en 
el matroide, un subconjunto. Delinamos la aplicación 0%: L (Af) = 
=> L (N) del modo siguiente: si х € L (M), entonces 0* (т) € L (Л) 
y le corresponde en el matroide N la superficie o (X). 

8.150. Supongamos que Af (S) y № (T) son matroides sobre los 
conjuntos 5 y 7, respectivamente y que о: 5 J0=>7 0 0 es una 
función tal que с (0) — 0. Demuéstroso la equivalencia de las si- 
guientes afirmaciones 
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a) para todo subconjunto A < S tenemos о (4) © 3(4); 
) о es una aplicación fuerte de M (S) en W (T); 
с) o* es una aplicación fuerte de L (M) еп 2 (N). 
8.151. Supongamos que X < 5 у la aplicación о: 5 Y0=> 
— (SN X) U Ô está definida del modo siguiente: 


а, si agSx X; 
(0) = o, si «ex yo. 


Demuéstrese que о induce la aplicación fuerte desde el matroido М 
sobre el conjunto 5 en su contracción M/X, 

La aplicación fuerte о; Л] (S)-> M/X del problema 8.151 so 
llama aplicación de contracción (o, simplemente, contracción). 

8.152. Supongamos que ЛГ es un matroide еп el conjunto S, 
T S S y o (a) = а para todo a € T |) 0. Compruébese que о induce 
la aplicación fuerte del matroide Л/ en un submatroide M | Т, de- 
nominada encaje. 

8.153. Supongamos que M es un matroide sobre el conjunto 5 
de rango n y Ma, su k-truncamiento. Compruébese que una función 
idéntica sobre el conjunto S U 0 induce la aplicación fuerte del ma- 
troide M en Ma, Пата (п — k)-truncamiento. 

Los 1-truncamientos del matroide M de rango п en el malroide 
Mn- se llamarán simplemente truncamientos del matroide M. 

Sean M y N los matroides sobre un mismo conjunto 5 tales que 
а (а) = а induce para todo a € $ (0 la aplicación fuerte de M on 
N. Entonces N se denomina factor del matroide M, y M, elevador 
(lift) del matroide М. 

8.154. Sean M y N dos matroides sobre el conjunto S. Demués- 
trese la equivalencia de las siguientes afirmaciones: 

a) N es un factor del matroide M; 

b) si el conjunto X es cerrado en NV, entonces X es también ce- 
rrado en M; 

с) para cualquier subconjunto A <= S tenemos A" = A”; 

) М* es un factor del matroide №"; 

e) cada ciclo del matroide M es una unión de ciclos del matroi- 
de N; 

1) para cualquier par de subconjuntos A у В de S tales que 
A <= В tiene lugar la siguiente desigualdad: 


тм (В) — гм (А) > rx (В) — rx (А). 


Una aplicación fuerte del matroide M (5) en el matroide № (5) se 
Пата elemental, si r (М) =r (№) — 1. En este caso N se denomina 
cociente!) (factor elemental) del matroide M, y M, elevador (lift) 
elemental del matroide N. 


1) En inglés so denomina quotient. 
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8.155. Scan M y N los matroides sobre el conjunto 5. Demués- 
trese que una función idéntica sobre el conjunto 5 UO induce la 
aplicación fuerte del matroide M en el matroide N cuando y sólo 
cuando induce también una aplicación fuerte del matroide N* en 
el matroide M*, donde los matroides M* y N* son duales con rela- 
ción a М y N, respectivamente. 

8.156. Demuéstrese que M es un factor elemental del matroide M 
cuando y sólo cuando M* es un elevador elemental del matroide N*. 

. Demuéstrese que cada aplicación fuerte puede ser desa- 
rrollada en una sucesión de aplicaciones fuertes elementales. 

8.158. Demuéstreso que H es un factor elemental del matroide G 
sobre el conjunto S cuando y sólo cuando existe el único matroide М 
sobre el conjunto 5 U {р}, donde р no es ni bucle ni istmo, tal 
que G =M — р, y Н = Mip. 

8.159. Sea H un factor elemental del matroide G sobre el con- 
junto S. Demuéstrese que ЛГ = {A © S | A es una superficio del 
matroido Н y rg (А) — rn (A) = 1), un filtro modular del matroide. 

8.160. Domuéstrese el teorema de desarrollo: cada aplicación 
fuerte puede ser representada como nn encaje con una contracción 
consecutiva. 

Se denomina aplicación débil т del matroide M (S) en el matroide 
N (Т) a la función т: 5 00+ T UO tal que т (0) =0, y si un 
subconjunto А < 5 es de tal índole que la aplicación т/А es biuní- 
voca оп А y т (А) es un conjunto independiente en el matroide No, 
entonces Á es también un conjunto independiente en el matroide M. 
Dicho de otro modo, SUU=>T 00 es la aplicación débil de 
М (S) on N (T), si para cada A = S se verifica la siguiente desigual- 
dad: ry, (т (4) < гм (А). 

8.161. Demuéstrese que cada aplicación fuerte о: М (5) = 
> N (T) es débil. 

8.162. Dése un ejemplo de aplicación débil que no sen fuerte. 

8.163. Sean M y N los matroides sobre un mismo conjunto S. 
Demuéstrese la equivalencia de las siguientes afirmaciones: 

a) una función idéntica sobre 5 Y 0 induce una aplicación débil 
de M еп N; 

b) cada conjunto independiente en № es también independiente 
en М; 

с) cada conjunto dependiente en Л/ es también dependiente еп N; 

d) cada ciclo del matroide M contiene мп ciclo del matroido №; 

e) para cada subconjunto А de $ se verifica la siguiente desigual- 
dad: гм (А) > гу (А). 

8.164. Sea M una familia de todos los matroides sobre el conjunto 
S. Diremos que M > N, donde ЛГ y N € M, si una función idéntica 
sobre 5 UO induce una aplicación débil de A7 en У. Compruébese 
que m con la relación binaria definida en ella es un conjunto parcial- 
mente ordenado. Indíquense los elementos maximal y minimal en 
este conjunto parcialmente ordenado. 
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Una aplicación débil de M en N, donde M у N € W, se Пата 
simple, si Af )- N on el conjunto parcialmento ordenado menciona- 
do en el problema 8.164. 

8.165. Supongamos que М у N son matroides sobre el conjunto 8; 
J у Ja, las familias de conjuntos independientes de M y de N, 
respectivamente, y que Jı 2 J+. Demuéstreso que una función 
idéntica sobre 5 U O induce una aplicación fuerte de M еп N, la 
cual en el caso general no ha de ser forzosamente fuerte. 

Una aplicación débil т: M (5) > № (5), inducida por la función 
idéntica sobre el conjunto S UO, so llamará aplicación débil con- 
servadora del rango, siempre que r (М) =r (N). 

8.166. Demuéstreso que cada aplicación débil de M (S) en N (S) 
puede ser desarrollada unívocamente en un truncamiento seguido 
por una aplicación débil conservadora del rango. 

8.167. Demuéstrese que si Af y Л son matroides sobre el conjunto 
S, r(M) =r (N) у т es una función idéntica sobre el conjunto 
S UO, entonces т: М — N será una aplicación débil conservadora 
del rango cuando y sólo cuando lo cs también la aplicación т: M* —> 
— N*, dondo M* y N* son matroides duales con relación a M y N, 
respectivamente. 

8.168. Una aplicación débil т del matroido A7 (5) y N (T) indu- 
се una función т* dol retículo Z (M) de superficies del matroido M 
оп el retículo L (М) de superficies del matroide N, de la manera 
siguiente: si X св una superficie еп Af (5), entonces 1* (X) = 1 (X). 
Dése un ejemplo de que a diferencia de las aplicaciones fuertes, para 
las débiles puede no verificarse la relación (0-1) =0%-1%, 

8.169. Sea M (S) пп matroido sobre el conjunto 5, X= 
Compeuébeso que la función т: 5 00 X UO, definida de la si- 
guiente manera 


0, si аЄ5У Х ё a=0; 
| si ag X, 


induce la aplicación débil т del matroide Af (5) en su submatroide 
М |X, que se denomina retracto. 

8.170. Supongamos que т es un retracto del matroide М (S) en 
su submatroide M | X, donde X < 5 y X es un conjunto cerrado 
en M. Demuéstrese que para cualquier conjunto cerrado Y del ma- 
troide Af tiene lugar una correlación: 1* (Y) =Y П X. 

8.171. Sea M (S) un matroide sobre 5 y X <= S. Muéstrose que 
la suma directa М/Х Ф M | X es una imagen del matroide М para 
cierta aplicación débil. 

8.172. Muéstrese que las aplicaciones débiles conservadoras del 
rango conservan separadores. 

8173. Supongamos que una función idéntica sobre el conjunto 
S UO induce la aplicación débil conservadora del rango de M (S) 
en N (S) y K os el menor del matroide M definido sobre el subcon- 
junto Æ < S. Demuéstrese que existe un menor L, definido sobre Z, 
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tal que la función idéntica sobre 2 Y O 
conservadora del rango de А еп D. 

8.174. Hállese un matroide que sea dual con relaci 
do Fano (véase el problema 8.20). 


duce una aplicación débil 


nal matroide 


$ 3. Coordinatización y representabilidad 
de los matroides 


Un matroide sobre el conjunto S se llama representable sobre el 
campo F, si existen el espacio lineal V sobre el сатро / y la apli- 
cación p: S —> V, para la cual A < S es independiente en Af cuando 
у sólo cuando р |, es biunívoca у «р (4) es ип conjunto linealmente 
independiente de vectores en V. La aplicación «р se Пата en esto 
caso coordinatización del matroide A sobre el campo F. 

Sea GF (q) un campo finito de la característica q. Un matroide 
representable sobre el campo GF (2) о GF (3) se Mama binario о 
ternario, respectivamente, Los matroides que pueden sor represen- 
tables sobre cada campo se denominan unimodulares (o regulares). 

8.175. Sea V un espacio lineal sobre el campo F, U < И. E 
número máximo de vectores linealmente independientes de 07 se 
llama rango lineal del conjunto {7 y se designa con el simbolo dim U. 
Demuéstreso que el matroide Af sobre el conjunto $ con función do 
rango г es representable sobre el сатро F emando y sólo cuando е 
ten el espacio lineal V sobre el campo F y la aplicación conservadora 
de rango q: S — V, os decir, tal aplicación «р que dim p (4) =r (4) 
para cualquier A =$ 

Supongamos que M es un matroide sobre el conjunto 5 y L (M), 
su retículo de superficies. Se llama geometría G asociada al matroide М 
tal geometría combinatoria sobre el conjunto S, de átomos del re- 
tículo L (М) que el retículo de sus smperficies /, (С) es іѕотогіо а 
L (М) (véanse los problemas 8.45 y 8.46). 

8.176. Demuéstreso que un matroide ЛГ sobre el conjunto 5 
puedo ser representado sobre el campo F cuando y sólo cuando la 
geometria G asociada al matroide M7 es representable sobre el cam- 
po F. 

La coordinatización q de un matre 
hablando en general, una aplicació mívoca. Por ejemplo, рага 
а, b € S tenemos « (a) == 0 cada vez que a es un bucle del malroide 
M, y q (a) = p (b), siempre que (a, b} es un ciclo del matroide M 
y a, b no son bucles. Al mismo tiempo, la coordinatización « de las 
geometrías combinatorias es una aplicación biunivoca. En virtud 
del problema 8.176, podemos, al estudiar la representabilidad de los 
matroides, limitarnos a las geometrías, lo que s izará en ade- 
lante. En el lenguaje geométrico la afirmación del problema 8.176 
significa que la coordinatización de la geometría G es un encaje de G 
en la geometría proyectiva de dimensión п — 1 sobre el сатро F 
para n >> 4 (véase el problema 7.169). De aquí se desprende, en 


e Af sobre el campo F no es, 
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particular, que la configuración del tipo de Desargues у de Pappo 
(véase el capítulo V, $ 3) son respresentables. 

8.177. Sea Ф un matroide de Fano (véase el problema 8.20) 
sobre el conjunto 5 = (a, b, c, d, e, f, g} (véase la fig. 8.4). De- 
muéstrese que Ф es representable sobre el campo GF (2)у no сз re- 
тесе sobre ningún otro campo cuya característica es distinta 
de 2. 

8.178. Sea Ф, un matroide obtenido del matroide de Fano (pro- 
blema 8.177) por sustitución de la recta (e, f, g} por 3 rectas tri- 
viales (е, 1), (е, g} y {/, g} (véase la fig. 8.4). Demuéstrese que el 


Fig. 8.4 


matroide Ф, es representable sobre todos los campos cuya caracte- 
rística es distinta de 2 y по es representable sobre el campo GF (2). 

Los matroides representables sobre los conjuntos finitos pueden 
cómodamente describirse con ayuda de las matrices. Supongamos 
que M es un matroide en el conjunto finito S representable sobre el 
campo F, |$ | =n, y q: S— V es su coordinatización sobro F. 
Entonces, una (k X n)-matriz A con coeficientes del campo F, de 
cuyas columnas sirven los vectores Ф (р), donde р Є 5, leva el 
nombre de matriz de coordinatización del matroide М sobre el campo F. 
Entonces, el matroide M (S) será isomorfo al submatroide M (4) 
del matroide vectorial del espacio lineal V (véase el problema 8.7), 
engendrado por las columnas de la matriz А y llamado matroide 
matricial. De este modo, los matroides representables sobre los con- 
juntos finitos y los matroides matriciales sobre el campo F abarcan 
una misma clase do matroides. 

8.179. Supongamos que А es una (k х n)-matriz arbitraria con 
los coeficientes del campo F, B, una matriz cuadrada regular de 
orden k y A”, una matriz que se obtiene de А con ayuda de las si- 
guientes operaciones: 

4. supresión de la fila compuesta de ceros; 

2. permutación de las filas o de las columnas; 

3. multiplicación de una fila o columnas por A, donde A € F, 
y 1 50 Є F. Demuéstrese que los vectores columna de las matrices 
A, A' y BA definen los matroides matri les isomorfos. 

8.180. Sca Af un matroide en el conjunto 5 representable sobre 
el campo F y sea B = (е, ..., е} su base arbitraria. Demmnéstrese 
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que existo una aplicación conservadora de rango 0: $—> F* tal que 
о кс ж: Ж 


0 (е0) == ў рага todo ¿ 


A Б 


8.181. Sca Af un matroide en el conjunto S representable sobre 
el campo ¥, |S | = п y sea B = (еу, . . . en} su base arbitraria. 
Demuéstrese que le tal {k X ja -matriz A con coeficientes del 
campo Ё, cuyas k primeras columnas forman una matriz unitaria, 
que toda aplicación que al elemento e, € B le pone en corresponden- 
cia la i-ésima columna de la matriz А, conserva el rango, es decir, 
es una coordinatización del matroide A7 sobre el сатро Ё 

Una matriz A del problema 8.181 se llama matriz estándar de 
representación del matroide M sobre el campo F respecto de la base В. 

8,182. Domuéstrese que un matroido homogéneo U, 4 puede ser 
representado sobre cualquier campo, salvo GF (2). 

84 Hállese el matroide minimal homogéneo que no sea 
ropresentable sobre el campo G 

8.184. Demuéstreso que si A os un matroide sobre el conjunto S 
y r (41) < 2, entonces Àf es representable sobre cierto campo. 

8.185. Demnéstrese que un matroide gráfico arbitr: 


presentable en cualquier campo, es decir, es unimodular (o regu- 
lar) 


8.186. Demuéstrese que 
el campo F, el matr 
lación a Af, es tambié: 


e AL es representable sobre 
con те 


ble so ӨР А 
bro Ё. n 

8.487. Sea M un matroido de rango k 9—2 e 
sobre el conjunto finito 5, | S | = т. De- Р A 
muéstrese que si (Æa, A) cs una matriz 
estándar do ropresontación del matroide Fig. 8.5. 


M sohre el campo F, entonces (47, 

En-a), es una matriz estándar de representación del matroide Af* 

sobre el campo F, donde Ёк es una (k X k)-matriz unit 
8.188. Sca Af un matroido cíclico del grafo G representado 

en la fig. 8.5, y sea 


ч ж 5% E 766 


100000 


о ооа 04 


¿Será A una matriz estándar de o del matroide М sobre 
ol campo GF (2) respecto de cierta base B de M? Si os, hállese la 
matriz estándar de representación del matroide 47* sobre el campo 
GP (2) respecto de la base В = SNB. 

189. Sea M un matroide sobre un conjunto finita S. De- 
muéstrense las siguientes afirmaciones: 
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a) si M ез representable sobre el campo F, será representable 
sobre F cualquier menor del matroide M; 

b) si M =M, O Ma, entonces М es representable sobre el 
campo F cuando у sólo cuando М, у А, son representables sobre ol 
campo F. 

8.190. Dése un ejemplo de un matroide que no es representablo 
sobre ningún campo. 

8.191. Muéstrese que si M сз un matroide representalle sobre 
el campo F, el k-truncamiento del matroide M no es forzosamente 
representable sobre P. 

8.192. Demuéstrese que cualquier menor propio del matroide de 
Fano Ф es representable sobre cualquier campo. 

8.193. Sea M (S) una geometría de rango З en 10 elementos cuya 
diagrama afín constituye la configuración de Desargues (véase la 


fig. 8.6). Hállese la matriz de representación del matroide A/ sobro 
el сатро G (F2). Demuéstrese que el matroido A (5) es isomorfo 
al matroide cíclico del grafo completo Xy sobre 5 vértices. 
8.194. Demuéstrese que los matroides de rango 3 que siguen más 
abajo no son representables sobre ningún сатро F: 
1 


° 


Fig. 8.7. 


a) matroide «по de Pappo»: una geometría en 9 elementos cuyo 
diagrama afín está representado en la fig. 8.7 (si a la configuración 
en la fig. 8.7 le añadimos una recta (7, 8, 9), obtendremos Ja con- 
figuración de Pappo [1]); 
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b) matroide «no desargueano»: una geometría en 10 elementos 
cuyo diagrama afín está representado en la fig. 8.8 y se obtiene а 
partir de la configuración de Desargues sustituyendo la recta 3-pun- 
tual (10, 8, 9) por tres rectas 2-pnntuales (10, 8}; (10, 9) y {8,9}. 


8.195. Demuéstrose que el matroide de Vamos (véase[ el proble- 
ша 8.21) no es representable sobre ningún campo F. 

8.196. Sea n = рК + 1, donde р es un número primo у k, un 
número natural arbitrario. Véamos un matroide Mp, cuya matriz de 
representación sobre el campo GF (р) tiene la forma siguiente 


1 0 

tU -wE i 
1 1045 

A бы 
т уя 


Demuéstrese que el matroide Mp es representable sólo sobre 
los campos de característica p. 

El matroide Л/„ del problema 8.196 Neva el nombre matroide de 
Lazarson. 

8.197. Constrúyase un matroide representable sobre el campo F 
cuando y sólo cuando la característica de este campo es igual а 
4403 ó 2089. 

8.198. Sea (Ex, A) una matriz estándar de representación del 
matroide M de rango К respecto de la base В sobre el campo F. 

Demuéstrense las siguientes afirmaciones: 

a) la ¿ésima columna de la matriz (Er, Л) corresponde al bucle 
del matroide M cuando y sólo cuando consta sólo de ceros; 

b) la і-ёѕіша columna de la matriz (Æ+, A) corresponde al istmo 
del matroide M cuando у sólo cuando i 2 La 010.0 e) y la 4- 
ésima fila de la matriz (Z,, A) tiene valores no nulos sólo en la 
¡iésima columna; 

с) una matriz que se obtiene por supresión en (Еу, А) de la co- 
lumna que corresponde al elemento p, es una matriz de representa- 
ción del matroide M-p sobre el campo F; 
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d) si р no es un bucle del matroide M, entonces la matriz de 
representación del matroido M/p sobre el campo Ё se obtiene a par- 
tir de (£,, A) del modo siguiente; la matriz (£,, A) so reduce, con 
ayuda de transformaciones especiales (véase el problema 8.179), a 
una matriz que en la columna correspondiente al elemento р tiene 
sólo una coordenada distinta de cero, y luego en la matriz obtenida 
tachamos la columna y la fila que corresponden a este elemento по 
nulo; 

е) las columnas de la matriz (Ea, A) que tienen O en la iésima 
columna forman un hiperplano /7 del matroide AT; Р 

Г) cualquier cociclo del matroide A7 puede ser representado сото 
un conjunto de todos los vectores columna con 1 en la primera fila 
de la matriz de representación del matroide M sobre el campo F, 
siendo adecuada su selección. . 

8.199. ¿Serán binarios todos los matroides representados en la 
fig. 8.9? ¿Existe un matroide binario Л/ de rango 2 ó 3 que no sea 
isomorío а ninguno de los matroidos representados сп fig. 8.9? 


ЛГ MA П 
> > А 


8.200. Hállenso los valores de К y л, para los cuales un matroido 
homogéneo Unn es binario. 

8.201. Sea M un matroido sobre el conjunto finito 5. Demuéstro- 
se la equivalencia de las siguientes afirmaciones: 

а) M es un matroide binario; 

b) para cualquier ciclo С y todo cociclo C* del matroide M, sus 
intersecciones tienen un número par de elementos, es decir, | СП 
П C* | es раг; 

с) si С, у С, son ciclos diferentes del matroido ЛГ, la diferencia 
simétrica С, AC, contiene cierto ciclo С; 

d) para todas las bases В y un ciclo arbitrario С del matroide M, 
si СУВ = (0, ..., €,) y С (су) es un ciclo fundamental formado 
por el elemento сү, respecto de la base B (véase el problema 8.27), 
entonces 


C =C (е)А ... AC (ea); 


e) la diferencia simétrica de cualquier familia de diferentes 
ciclos del matroide M es una unión de ciclos disjuntos de M; 
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f) para cualesquiera k cielos Сү, . . ., Ск del matroide M el con- 
junto С, AC, . АС, es o bien vacío o bien contiene cierto 
ciclo С del matroide M; 

д) para cualesquiera dos bases 3, y 2, del matroide A y para y € Ba 
arbitrario existo un número impar de elementos х € 3, tales que 
(BIN) Uty)y (BaN (У) Ufz) son las bases del matroide M; 

h) рага cualesquiera dos ciclos diferentes С, у С, del matroide 
М y para a, b € C, N С. existe un cielo С, tal que С, = (С, UCIN 
Na, 0); 

t i) si С, y С, son ciclos diferentes arbitrarios del matroide Af 
(С, N Ca) = Ø) que forman un par modular de conjuntos en M, 
entonces la diferencia simétrica С, А С, será un ciclo de M; 

j) para cualquier ciclo С y todo cociclo C* del matroido Af la 
potencia de sus intersecciones C f) С* no es igual a 3. 

8.202. Sea M un matroide sobre el conjunto finito S, C una 
familia de sus ciclos y C}, Cy, С. Є ©. Diremos que el ciclo C, dife- 
rencia los ciclos С, y Ca si CaN C, 5 СУС. Demuéstrose que el 
matroide ЛГ es binario cuando у sólo cuando entre cualesquiera tres 
ciclos Сү, Ca, С, Є 86 tales que С, ПС, П С, 5 Ø, existe por lo 
menos uno que diferencia los otros dos. 

8.203. Demuéstrese el teorema de Tutte: un matroido ЛГ es bina- 
rio cuando y sólo cuando ninguno de sus menores es isomorío al 
matroido homogéneo (72 

8.204. Demunéstrese que si aplicación idéntica en el conjunto 
SUO induce una aplicación débil conservadora del rango del matroi- 
de binario Af en el matroide №, entonces № es también un matroido 
binario. 

8.205. Supongamos que Af es un matroide binario arbitrario y 
que una función idéntica induce una aplicación débil conservadora 
de rango de M en el matroide N. Demuéstrese que si K es un menor 
conexo del matroide №, entonces K es también un menor conexo del 
matroide M. 

8.206. Muéstrese que si Л es una familia de matroides binarios 
cerrados respecto de la elección de menores y sumas directas, enton- 
ces Л es también cerrada respecto de las imágenes de las aplicaciones 
débiles conservadoras de rango. 

8.207. Supongamos que Af es un matroide binario sobre el 
conjunto 5 y la función idéntica en el conjunto S 0 induce la 
simple aplicación débil conservadora de rango de ЛГ en el matroide 
N. Demuéstrose que existe un subconjunto X del conjunto $ tal que 


N=MXOM|X. 


8.208. Sea ЛГ un matroide binario conexo sobre el conjunto 5. 
Demuéstrese que existe una correspondencia biunivoca entre las 
simples aplicaciones débiles conservadoras del rango de Af en N 
y los subconjuntos X < 5 tales que los matroides M/X y А | X 
son conexos. 
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8.209. Sea п (M) un número de componentes conexos del matroi- 
de A. Demuéstrese que si M es un matroide binario, entonces la 
aplicación débil conservadora del rango de ЛГ en N es simple, cuando 
y sólo cuando п (N) = п (М) +4. 

8.210. Sea M un matroide binario. Demuéstrese que una aplica- 
ción débil conservadora del rango de M en N puede desarrollarso en 
п (№) — n (М) aplicaciones débiles simples no triviales у cada 
aplicación de este género contiene exactamente n (№) — п (M) 
aplicaciones débiles simples. 

8.211. Demuéstrese que un matroide homogéneo Us, y un 
matroide dual con relación al primero no son ternarios. 

8.212. ¿Será ternario el matroide О, 4? Si es ternario, indíqueso 
la matriz de su representación sohre el сатро GF (3). 

8.213. Demuéstrese que un matroide A es ternario cuando y sólo 
cuando no contiene menores isomorfos al matroide homogéneo Uss 
y al de Fano Ф, como también a los duales con relación a estos 
últimos. 

Supongamos que M es un matroide binario sobre el conjunto 
finito S = (е. > «+ en), € = (С... Ca), una familia de todos 
los ciclos y 6* Km). una familia correspondiento de 
todos los cociclos del matroide Л. Se Пата matriz de los ciclos 
C (M) = (а) del matroide M una (k х n)-matriz tal que 


4, si ey€Cp 
| 0, en el caso contrario 


y so llama matriz de los cociclos C* (ЛГ) = (01) una (т х п)- 
matriz tal que 


1, si еек 
„=| і ЄК 


0, en el caso contrario. 


Es evidente que para una numeración adecuada C* (М) = 
= С (M*), donde M* es el matroido dual con relación al matroide M. 

El matroide M se Паша orientable, si para las unidades en las 
matrices С (М) у C* (М) existe tal variante de asignar los signos +, 
que 


Č (m) 1C* (мут = 


donde € (М) у C* (М) son matrices de los ciclos y cociclos, respecti- 
vamente, tras la asignación de los signos. 

8.214. Compruébese la validez de las siguientes afirmaciones: 

a) todo matroide gráfico es orientable; 

b) un matroide M es orientable cuando y sólo cuando M* es 
orientablo; 
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с) todo menor de un matroide orientable es orientable; 

d) una suma directa de matroides orientables es с 

8.215. Dénso ejemplos de un matroide binari 
do un matroide orientable que no sea: а) g 
cográfico ni gráfico. 

Sea «р una coordinatización del matroide Л/ de tango n en el 
conjunto finito 5 sobre el campo F. Si los vectores en ип espacio 
lineal V de dimensión z sobre el campo 7, n representados en 
forma de vectores columna de la matriz estándar A de representación 
del matroide M sobre el campo F respecto de la base /#, entonces 
para cualesquiera ту, 23, . - ., т, С 5 denotemos por [£y Zas >. a Zn] 
el determinante de una submatriz (4 (ту), q (£a), +. + p (2) de la 
matriz A. Los dolerminantos de este tipo se llaman paréntesis de la 
coordinatización «p y so designan por [X], donde X ех la sucesión 
(Tis Zas 0 1 Zn). 

8.216. Sea M un matroide de rango » sobre el conjunto finito $. 
Рага cada sucesión X := (тү, £a, . -as хь), donde s; E S, 1... 
‚ «y n, pongamos en correspondencia un elemento LX] = Ге, ta, 

+ + s+ Ep) (sicigia) del campo F. Demuéstrese que la condición пес 
saria y suficiente para que exista la coordinatización «р del matroidi 
М sobro el campo Ё, tal que sus paréntesis sean exactamente iguales 
a las sicigias [X], consiste en que se cumplan para las sicigias los 
siguientes relaciones: 

а) [Zis 23, ..., Zn] = 0 cuando у sólo cuando ol conjunto 
(ау, Zas - + -+ Zn) es o bien independiente en A/, o bien contieno 
menos de п diferentes elementos; 

b) а, Zas > - -s Zal = sgn о [zoun Tot) ++ ++ Tool Para todas 
las permutaciones о de los elementos (1, 2,..., п} y para cuales- 
quiera ху, Za, . - -s Zn Є S, donde sgn o es el signo de la permutación о; 


entablo, 
entable y 
fico; e) ni 


по о 
i b) сопга 


©) [tas а»... Enl а Yar оо ES 
=, 


X Ша» Yao + o до Zi Visas 
ЕЕГ ЕДИ Yn E S. 
8.217. Sean R, = (En, Ay) у Л, = (En, Л) dos matrices 
estándar de representación del matroide M sobre los campos Fy 
y Fp, respectivamente. La aplicación (р que transforma cada columna 
de la matriz R, en Ја correspondiente columna de la matriz /t, єз 
un isomorfismo de los matroides matriciales ЛУ (Ry) y Л (Ro) 
cuando y sólo cuando el determinante sobre el campo F, de una 
submatriz cuadrada arbitraria N, de la matriz A, es nulo, si y sólo 
si el determinante sobre el campo Ё, de la submatriz correspondiente 
N, de la matriz A, cs igual a сего. En particular, хі los matroides 
М (В) y М (R,) son isomorlos, en las matrices A, y Л, las posi- 
ciones de los elementos nulos coinciden. 
8.218. Sea A una matriz estándar de representación del matroido 
M, sobre el campo GF (2), y se: 
sentación del matroide A; sobre 


Yal 0 para cualesquiera 


B una matriz estándar de repre- 
l campo de números racionales, 
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¿Será cierto que los malroides M, y M, son isomorfos, si 


(1000014004) 
010004114100 
A=|0 0100014140 
00010004144 
loooo110044 
y 
(1 0000-1 1 о о 4 
01000 1-1 41 о о 
в- |00100 о 1-1 1 0 
ооочо 0 0 i-t i 
{bo 0001 1 о о 1 -—1) 


El matroide M, se designará en айс!ап!е por Ryo. Demuéstroso 
que Rf, = Луо. Compruébeso que todos los menores del matroido 
Ro son о bien gráficos o bien matroides cográficos. 

Sea A una (k х n)-matriz con coeficientes enteros у k< п. 
La matriz А se llama totalmente unimodular, si el determinante de 
cada su (m х m)-submatriz es igual a coro о a +1 para cualquier т, 
donde т = 1, 2, ..., К. Diremos que A es una matriz localmente 
unimodular, si el determinante de cada su (k x k)-submatriz es 
igual a0óa +1. 

8.219. Demuéstrese la equivalencia de las siguientes afirma- 
ciones: 

a) A es una matriz totalmente unimodular; 

b) para cada vector z соп los componentes 0, +1 existe un vector 
y con componentes 0, -Е1 tal que 


y=z(mód2), 
| 0, si а-х:=0(тб@ 2); 
агу | 44, si асс 1 (mód 2), 


para todas las filas de la matriz А; 

с) cualquier menor de la matriz А es igual o bien а cero, o bien 
a un número impar. 

8.220. Sea A una matriz arbitraria con coeficientes iguales a 0 
y a +1. Demuéstreso que А es una matriz totalmente unimodular 
cuando y sólo cuando para cualquier submatriz cuadrada A’ de la 
matriz А indicada con las filas J y columnas J y tal quo para todo 
1€J y ¡EY tenemos 


Y ay = Y а; = 0(т64 2) 
fs g 
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Чепе lugar la igualdad 


Y 4; =0(mód 4) 
id, jes 

8.221. Demuéstrese que una malriz de incidencias de cualquier 
grafo orientado es tolalmente unimodular. 

8.222. Demméstrese que una matriz de incidencias del grafo no 
orientado С es totalmente unimodular cuando y sólo cuando С es 
un grafo bipartido. 

8.223. Sea M un matroide sobre el conjunto finito 5. Demuéstrese 
la equivalencia de las siguientes afirmaciones: 

a) el matroide ЛГ posee una matriz totalmente unimodular de 
representación sobre el campo de números racionales; 

b) el matroide M tiene una matriz localmente unimodular de 
representación sobre el campo de números racionales; 

с) a los paréntesis рага el matroide Д/ so les pueden asignar los 
valores 0 ó 1 del campo de números racionales de un modo tal que 


so cumplan las relaciones (a) — (с) para las sicigias (problema 
8.246); 
d) el matroide Al es representable sobre cado campo А 


e) el matroido M es binario y ternario; 

f) el matroide binario A/ puede ser representado sobre cierto 
campo F, cuya caracteristica по es igual а 2. 

8.224. Sea Af un matroide unimodular de rango n sobre el con- 
junto finito S, y sea A una matriz localmente unnimodular de repro- 
sentación del matroide Л/. Demués: 
trese que el número de bases dife- a Y 
rentes del matroide M ces igual al 
determinante de la matriz A-A7 
sobre el campo de números raciona- 
los. Hállese el número de bases del 
matroide representado en la fig. 8.10. 

8.225. Demuéstreso que un ma- 
troide М os unimodular cuando y sólo Fig. 8.10. 
cuando ЛГ es un matroide binario 
que no contiene menores isomorfos al matroide de Fa 
al matroide dual Ф*. 

8.226. Demuéstrese que un matroide ЛГ sobre el conjunto finito 
$ es unimodular cuando y sólo cuando es orientable. 

8.227. Compruébese que la exclusión de un elemento del matroide 
Ryo lleva a la formación de un matroide cíclico del grafo bipartido 
completo Куз. Domméstrese que el matroide Йе es wnimodular. 

8.228. Supongamos que M un matroide mmimodular sobre el 
conjunto 5, а Є 5, y el matroide ЛГ — a, un isomorfo al matroide 
Ву. Demuéstrese que a es un bucle, un istmo, o un elemento para- 
lelo. 

Sean M, y M, los matroidos binarios sobre los conjuntos no va- 
cíos S, y Sa, respectivamente, соп la particularidad de que los 


no Ф y 


197 


conjuntos S, у 5, pueden intersecarso. Definamos un nuevo matroido 
binario M, AM, sobre el conjunto 5, AS, = (SN S4) U (SaN Si), 
de cuyos ciclos servirán todos los subconjuntos S, AS, del tipo 
С, АС, donde С, оз un ciclo del matroido M,, y i = 1, 2. El matroide 
М, AM, se lMamará: 
1) suma de los matroidos M, y Ma, si 5 КЕДЕ 
b) 2-suma de los matroides M, y Mz, AETA 4, |> 
y 5, N Sa = z, donde z no ез un bucle ni da un istmo de a 
matroidos M, y My 
€) 3-suma de los matroides М, y Ma, si 1S,1>7,1 5,1>7, 5,053 
= X, donde [EX | = 3 y X es un ciclo para cada uno de los matroides 
Mi y Ma on ol cual no se con- 
этә tiene ningún cocielo ni do M, ni 
de M, 


Observemos que la 1-suma de 
+ = х matroides Af, y М, е5 simple- 
1 mente la suma direcla do estos 


matroidos. La 2-suma representa 
un pegado de Jos matroides Af, 
y M; a lo largo de su elemento 


común z (con la exclusión ulte- 
< rior de éste), рага el cual el 
rango del matroido M, AM, оз 


máximo o igual а r(A) + 
+r (М) — 1. Análogamento, 
la 3-suma es la pogadura de 

оё los matroides M, у Ms en una 
recta común, para la cual el 


rango del matroide M, AM, es 
máximo e igual а r (1) + 
r (М) — 2. Las operaciones en 
consideración están ilustradas 


para los matroidos gráficos en 
я la fig. 8.11. 
жап. 8.229. Demuóstrese que un 
matroido Af sobre ol conjunto 5 
con función de rango r es representable como una 2-suma do dos 
motroides cuando y sólo cuando existe una partición (Ху, X¿) del 
conjunto 5 tal que |X,|>2, 1X¿1>2, y т (X) +r (X) < 
<r (5) + 1 
8.230. Demuéstrese que las 1, 2 y 3-sumas de matroides uni- 
modulares son unimodulares. 

Demuéstrese que todo matroido unimodular puedo ser 
obtenido por medio de las 1, 2 y 3-sumas de ciertos matroides gráfi- 
cos y cográficos y, además, del matroido Ryo. 

8.232. Demuéstrense los siguientes resultados de Tutte: 
a) un matroide M es gráfico cuando y sólo cuando no contiene 
menores isomorfos al matroide homogéneo Uz,, а los matroides 
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de los cortos do los grafos completos Ks y Кз„;у y al matroide de Fano 
Ф о al de Ф*, dual respocto de Ф; 

b) un malroide AZ ез cográfico cuando y sólo cuando no contiene 
menores isomorlos al matroide homogéneo +a, а los matroides 
cíclicos de los grafos completos К, y Ka,» y al matroide de Fano Ф 
о al de Ф*, dual respecto de Ф. 

8.233. Supongamos que el conjunto Р = (0, 2, 3, 5, 7, ...) 
se compone de O y de todos los números primos. Un subconjunto K 
del conjunto P se llama conjunto característico del matroide Af, si 
М os representable sobre el campo F cuando y sólo cuando la carac- 
terística del campo es un elemento de К. Dense ejemplos de matroi- 
des con las siguientes características del conjunto: а) K = P; b) К = 
= @;с)|К|=1;4) K = PN {2}. 

8.234. Supongamos que a todo punto еп cl interior del rectángulo 
F corresponde cierto matroide. ¿Será correcta la manora do expresar 
las relaciones entre Jas diferentes clases de matroides del diagrama 


Fig. 8.12. 


еп fig. 8.12, si а los puntos interiores de los círculos A y 13 de menor 
radio se los ponen en correspondencia los elementos de la familia do 
todos los matroides gráficos y de la familia de todos los matroides 
cográficos, respectivamente, y a los puntos interiores de los círculos 
D y E de mayor radio, los elementos del conjunto de todos los matroi- 
des binarios y del conjunto de todos los matroides ternarios, respecti- 
vamente? Sean C =D N E у б = А П В. ¿Es cierto que C es una 
familia de todos los matroides unimodulares у С, una familia de los 
matroides cíclicos de todos los grafos planarios? Indíquese por lo 
menos un matroide para cada punto =, y, 2, u, г y w del diagrama. 

8.235. Demuéstrese que la suma directa de matroides M, y Ma 
es gráfica (cográfica, respectivamente) cuando y sólo cuando M3 
y M, son matroides gráficos (cográficos, respectivamento). 

8.236. Supongamos que Л/ es un matroide transversal de rango К 
sobre el conjunto 5 соп la representación E «чле TEN 
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mientras que IS iz- ==, da) es un subconjunto arbitrario del con- 
junto (A, лү de potencia К tal que una subfamilia F' 
={4А„.. An de la familia F posee una transversal. Demuéstrese 
quo 47” es también la representación del matroido M. 

8.237. Sea М un matroide transversal sobre el conjunto 5 con 
la representación (A, Az, ..., An). Demuéstrese que SNA; es 
una superficie del matroido M рага todo i, ¿=1, 2, ..., п. 

8.238. Sea (Ay, Az .. -, An) una representación del matroide 
transversal М do rango К sobre el conjunto S. Demuéstrese que 
existen diferentes cociclos J, Za, ..., у tales que Zi SAn 
donde ¿=1,2,...,k, y (21, Da- . ., Dr) es también una repro- 
sentación del matroide Àf. 

Diremos que la representación (4,, Az, - + ., An) de un matroide 
transversal ЛГ de rango k sobre el conjunto 5 es máxima, si para 
cualquier representación (Aí, Az ‚ A) del matroide ЛГ, tal quo 
Ar © Л; рага cada i, se verifican las igualdades Л, = Ai рага 
todos los i, ¿=1, 2, ..., К. 

8.239. Supongamos que АГ es un matroide transversal de rango К 
con la representación máxima (M1,, Ma, . -, Ma), y F = {An An 

- + An), una familia de conjuntos tal que Л, © My para cada 
i, ‚ k. Demuéstrese que „© ов Ja representación de) ma- 
troide ЛГ' cuando у sólo cuando 


r( es Ap)<k—191 para todos los J = (1,2,...,n). 
se 


8.240. Sea M un matroide de rango k sobre el conjunto $. Domués- 
trose que M es un matroide transversal cuando y sólo cuando existe 
tal familia de hiperplanos {,,..., Ha} que 

пт (ПН) < 19 | para cada ў={1,2,..., К) 

i 


b) рага сайа ciclo C existe tal subconjunto J ={1, 2,..., k} 
que satisface la condición |J | =|C—1 1, que 


=H: 
айг i 


8.241. Sea M un matroide transversal de rango k con la repre- 
sentación máxima (M,, ..., Ma). Demuéstrense las siguientes 
afirmaciones: 

а) зі (A, .. А. es tal representación del matroide Af que 
AS Мут (5А 2, ..., К, entonces рага 
cualquier é, { potencia máxima entre 
todos los subconjuntos del conjunto М | cuyo rango de los complemen- 
tos es igual а my; 

b) si C es un cociclo de potencia máxima perteneciente al con- 
junto M,, entonces (C, Mz, . . -, Ma) no es obligatoriamente una 
representación del matroide М; 

с) si С, es un cociclo de potencia máxima de M,, entonces 
{С My, ..., Ma) será la representación del matroide M cuando y 
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sólo cuando la familia (M¿XC,, ..., MaNCı} cuenta соп una 
transversal, 

8.242. Demuéstrese que el matroide ЛГ сз transversal cuando 
y sólo cuando puede ser representado como una unión de matroides 
de rango 1. 

Supongamos que G es un grafo orientado con un conjunto de 
vértices V y un conjunto de arcos Æ, y que А, В son subconjuntos 
arbitrarios de los vértices del grafo G. Diremos que A está acoplado 
con В en el grafo С, si para cierta biyección q: A —- В existe una 
familia do (Pz |z € A) caminos, que no se intersecan рог los vér- 
tices, tales que el camino Р, tiene por origen el vértice т y termina 
өп el vértice Ф (х) para todo = € 4. 

8.243. Supongamos que G es un grafo orientado con un conjunto 
de vértices V, В <= V, y J (G; B) es una familia de todos los sub- 
conjuntos A del conjunto Ӯ que están acoplados con B en el grafo С. 
Domuéstrese que J (С; B) es una familia de conjuntos independiontes 
de сісгіо matroide Af (G; 3) sobre el conjunto У. Compruébese que 
el matroide Af sobre el conjunto 5 es dual con relación a cierto 
matroide transversal cuando y sólo cuando existe un grafo orien- 
tado С соп un conjunto de vértices 5 y un subconjunto B = S tal 
que М = М (б; В). 

El matroide Л/ (б, В) del problema 8.243, donde G es un grafo 
orientado sobre el conjunto de vértices V y 13 <= V, se denomina 
hammoide rígido, ‚у el matroide Af (G; B) | X, donde X = V, sim- 
plemente hammoide. Sea G un grafo bipartido con los conjuntos de 
vértices У, у У, en cada capa. Orientemos todas las aristas dol grafo 
G en dirección de los vértices de V, а los vértices de V,. En este 
caso el hammoide М (G; V,) | У, será un matroide transversal 
sobre el conjunto V, que coincide con el matroide de combinaciones 
Дерге dol grafo bipartido G sobre el conjunto V, (véase el problema 

8.244. Demuéstrense las siguientes afirmaciones: 

a) Un matroide es hammoide cuando y sólo cuando su contrac- 
ción es un matroide transvorsa 

b) la clase de hammoides está cerrada respecto de la toma do 
los menores y del paso а los matroides duales; 

с) la unión de hammoides es un hammoide. 

Un matroide M sobre el conjunto $ se llama ordenado por bases, 
si para cualesquiera dos bases B, y B, de él existe una aplicación 
biunívoca p: B, > В, tal que (B:N (2) Utp (х)} y (В.У o (2))) U 
Ufz) son las bases del matroide M para todos los z € Bj. 

8.245. Demuéstrese que todo matroide transversal es ordenado 
por bases. ¿Será cierta la afirmación inversa? 

8.246. Sea M un matroide ordenado por bases sobre el conjunto 
S. Demuéstrese que serán ordenados por bases también: 

a) el matroide М | Т para todo Т =$; 

b) el matroide M*, dual con relación a M; 

с) cada menor del matroide M. 
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8.247. Demuéstrense las siguientes afirmaciones: 

a) ol truncamiento de un matroide transversal по ha do ser 
obligatoriamente transversal; 

b) un truncamiento de un matroido ordenado por bases es ordo- 
nado por bases; 

с) todo hammoide es un matroide ordenado por bases. 

8.248. Demuéstrese que todo matroide transversal y cada ham- 
moide son representables sobre el campo de números reales. 

8.249. Demuéstreso que las imágenes homomorfas de los matroi- 
des transversales son transversales. 

8.250. En el diagrama (véase la fig. 8.13) están representadas 
las relaciones entre las clases de matroides, donde A es una familia 


Fig. 8.13. 


de todos los matroides ordenados por bases; B son todos los matroi- 
des representables sobre el campo de números reales; С es una familia 
de todos los matroides transversales; 20 es una familia de todos los 
а de todos los hammoides rígidos; z es 
un matroide de «no Pappo»; y es un matroide cíclico del grafo com- 
pleto K4; и es el matroide del problema 8.55; v es un matroide cíclico 
del grafo bipartido completo K4. Cercióreso do que el diagrama 
está correctamente llenado. Hállense еп el diagrama los representan- 
tes para los puntos ш y 2. 


$ 4. Problemas mixtos en los matroides 


El oráculo «independiente» es un dispositivo a cuya entrada se 
suministra un subconjunto arbitrario X del conjunto S, mientras 
que en la salida se desea obtener una respuesta a la pregunta: «¿será 
о no X un conjunto independiente del matroide M sobre el conjunto 
S?». De un modo análogo se define el oráculo «base» (oráculos 
«ciclo» o «conjunto cerrado»), el cual nos da la respuesta a la cuestión: 
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«¿Será o по el subconjunto X del conjunto S una baso (cielo o con- 
junto cerrado, respectivamente) del matroide ЛГ?». Dicho de otro 
modo, los oráculos «independiente», «base», «ciclo» y «conjunto 
cerrado» pueden interpretarse como aplicaciones del conjunto P(S) 
de todos los subconjuntos del conjunto $ en un conjunto de dos 
elementos (sí; no). En los matroides se definen también otros orá- 
culos, por ejemplo, «rango», «ceñidura» y «clausura, los dos prime- 
ros de los cuales se interpretan como aplicaciones de P(S) en el 
conjunto de números naturales y el tercero, como aplicación de P(S) 
en (8). 

Le oráculos mencionados están reunidos en la tabla siguiente: 


= 
«independiente». xes [sí siempre que X sea un conjunto 
independiente del matroide М; 
no, en el caso contrario 
«bases XSS |si, siempre que X sea una base del 


matroide Af; 

no, en el caso contrario 

«ciclos xXSS | sí, siempre que X sea un ciclo del 
matroide M; 

no, en el caso contrario 

«conjunto cerrado» XSS | si, siempre que X sea una superficie 
del matroide Af; 

no, en el caso contrario 

«rango» XSS |r (X) es un rango del conjunto X en Af 


«ceñiduras XES | potencia mínima de los ciclos del 
matroide M contenidos en Х; 

оо, si X es un conjunto independien- 

te del matroide Af 

aclausura» tas X es una clausura del conjunto X 
en el matroide АГ 


Sea O un oráculo y sea А un algoritmo que puede dirigirse hacia 
el oráculo O como hacia un subprograma. Si el número de direcciones 
del algoritmo A hacia el oráculo O está limitado a cierto polinomio 
de la variable |S |, el algoritmo А se denomina polinomial. Dire- 
mos que un oráculo O, es polinomialmente reducible al oráculo Oj, 
si existe un algoritmo polinomial que, empleando el oráculo Oy, 
tiene en la salida el oráculo O,. Los oráculos O, y O, son polinomial- 
mente equivalentes, si el oráculo O, es polinomialmente reducible al 
oráculo О,, y viceversa. 

8.251. Demuéstrese que los oráculos «rango», «independiente» 
«clausura» son polinomialmente equivalentes. 

8.252. Cerciórese de que los oráculos «base», «ciclo» y «conjunto 
cerrado» son polinomialmente reducibles a los oráculos «rango», 
«independiente», «clausurar y eceñidura». 
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8.253. ¿Serán polinomialmente reducibles al oráculo «ceñidura» 
los oráculos «гапро», «independiente» y «clausura»? 

8.254. Sca dada una de las bases del matroide M. Demméstrese 
que el oráculo «base» es polinomialmente equivalento al oráculo 
«independiente». 

8.255. Demuéstrese que las propiedades que siguen más abajo 
del matroide M по pueden comprobarse en el transcurso del número 
polinomial de direcciones hacia el oráculo «independiente»: 

a) ¿Será homogéneo el matroide M? 

b) ¿Será autodual el matroide Л/? 

с) ¿Será transversal el matroide M? 

d) ¿Será representable el matroido Л/? 

e) ¿Será orientable el matroide ЛГ? 

1) ¿Será binario el matroide M? 

8.256. Supongamos que Af es un matroide sobre el conjunto 5, 
y (X, Y, 2), tal partición del conjunto 5 que | Y | =1. Demuéstroso 
que para cualquier partición de esta índole del conjunto $ exi 
o bien un ciclo С del matroido ЛГ tal que y СС, donde (y) = 
y 2@ С para todo z € Z, o bien un сосісіо C* dol matroido Л/ tal que 
yEC* y 24 C* para todo х ЄХ. 

Una, terna (S, €, D) compuesta рог el conjunto finito $ y dog 
familias @ y Z do subconjuntos no vacíos del conjunto 5 recibe el 
оуу de grafoide, si se cumplen las siguientes condiciones: 

a) si C'E% y DEL, entonces |C N D | = 1; 

b) para cualquier partición (X, У, Z) del conjunto 5 que satisface 
la condición | Y | = 1, о bien СЄ Є оз tal que y EC y z 6С para 
todo z Ẹ Z, o bien D Є Ø es tal que y ED y z 4D para todo z € X 

с) ningún subconjunto propio del término С de 8 es término de © 
ningún subconjunto propio del término D de Ø es término de J: 

8.257. Supongamos que M es un matroide sobre el conjunto S; 
€ os una familia de todos los ciclos de Af y 6*, una familia de todos 
los cociclos suyos. Demvéstrese que (S, 8, 8*) es un grafoido. 

8.258. Sea (S, €, Z) un grafoide. Demuéstrese que si B es un 
subconjunto máximo del conjunto 5 que no contiene elementos 
de €, entonces el conjunto SNB será un subconjunto máximo del 
conjunto $ que no contiene elementos de 2. 

8.259. Sea (S, €, Z) un grafoide. Demuéstrese que en este caso 6 
es una familia de ciclos de cierto matroido Af sobro el conjunto S, 
y 2 es la familia de sus cociclos. 

Supongamos que M es un matroide sobre el conjunto 5 con la 
función de rango r. El polinomio característico del matroide M se 
define por la siguiente correlación: 


РМ; А) 2 (ASA, 


е 


Sea G un grafo sin bucles y aristas múltiples. Se denomina К- 
coloración regular del grafo G tal pintado de los vértices del grafo de k 
colores que ningún par de vértices adyacentes queden pintados de 
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un mismo color. El polinomio cromático del grafo Р (С; \) se determi- 
na como una función definida sobre el conjunto de números positivos 
enteros, la cual para cada A entero y positivo es igual al número de 
diferentes métodos de coloración regular del grafo en A colores. 
Si M (G) es un matroide' cíclico del grafo, entonces el polinomio 
cromático del grafo es 


P (G; MOP (М (С); A), 


donde k (G) es el número de componentes conexos del grafo G; 
Р (М (б); A) es un polinomio característico del matroide cíclico 
М (G). El número cromático у, (М) del matroido M se define me- 
diante la relación 


х(Му= int (т: P (AS; н) >0), 
ЕЯ 


donde Z es el conjunto de números enteros positivos. 
8.260. Domuéstreso que si e € 5 no es ni bucle ni cobucle (istmo) 
dol matroido M sobre el conjunto 5, entonces 


Р (М; А) =P (Më А) — P (Má А), 


donde M, =M | (SNe), M; = М (5 е). 

8.261. Demuéstrese que si el matroide ЛГ contiene un bucle, 
entonces P (M; А) = 0. 

8.262. Demuéstrose que si e es un bucle (istmo) del matroido 
М (5), entonces P (М; А) = (А — 1) РОМ; А), aquí Al: =M|(SNe). 

8.263. Hállense los polinomios característicos de los siguientes 
matroides: 

a) del matroido de Fano Ф; 

D) de la geometría proyectiva 
campo GF (9); 

с) del matroide cíclico M (К„) del grafo completo Kp; 

d) del matroide homogéneo U. 

8.264. Hállese el número cromático del matroide de Fano Ф. 

8.265. Sea M un matroide no gráfico sobre el conjunto $ y sea 
N = М |A, donde А < 5. Demuéstrese que y (№) > x (M). 

8.266. Supongamos que Af es un matroide no gráfico y «a, un 
número entero tal que @ > y (M). Demuéstrese que en el caso gene- 
ral no es obligatorio que Р (M; а) >0. 

8.267. Sea М un matroide binario. Demuéstreso que y (M) < 2 
cuando y sólo cuando todos los ciclos de M tienen potencia par. 

8.268. Demuéstrese que si un matroido Л es orientable, entonces 
P (М; п) 22 0 para todo п >> 1. 

8.269. Demuéstrese que si un matroide M ез binario, entonces 
Р (М; 2) >0 para todo k>13. 

Se denomina invariante tal función ў sobre un conjunto de matroi- 
des, con valores tomados por ella en un anillo conmutativo, que si 
un matroide M es isomorío a otro matroide N, entonces f (M) = 
=P (№). Se llamará invariante de Tutte-Grothendiek el invariante 


PG (r, q) de dimensión r sobre el 
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que, para cualquier e que no es ni bucle ni cobuelo, satisfaco las 
condiciones: 


TM) =f (МД + / (Mo): 
JT, + М) = f (Му); КМ). 


Sea М un matroide sobre el conjunto 5 y sean г y r* funcionos 
de rango de Af y de M* (dual con relación а M), respectivamente. 
El polinomio de Tutte Т (А; z, y) del matroide M se defino mediante 
la Correlación 


T (M; z, y)= 3, (æ ASA (y ПрАТ) 
Ac 


8.270. Compruébese que el número b (АГ) (ё (M), sp (АГ), respecti- 
vamente) de bases (conjuntos independientes y conjuntos engendra- 
dores, respectivamente) del matroide Af es un invariante de Tutto- 
Grothendieck. 

8.271. Demuéstreso que T (АГ; х, y) = T (M*; y, т). 

8,272. Demuéstrese que para cualquier matroide M sobre el 
conjunto 5 el polinomio característico tiene por expresión 


Р(М; А) = (—1у'® T (M; 1—A, 0). 


8.273. Demuéstrese quo si un matroide M sobro el conjunto 5 
tiene componentes “conexos (Sy: i Є /), entonces 


T (M; z, y)= g ТОМ |5, z, у). 


8.274. Sea M un matroide sobre el conjunto S. Compruébese la 
ан, de mA siguientes relaciones: 

a) T (M; 2, 2) =2 81; 

b) T (M; 4, 1) = b (M), donde b (M) es el número de bases del 
matroide M; 

c) T (M; 2, 1) = i (M), donde i (M) es el número de conjuntos 
independientes del matroide М; 

) 7 (М; 1, 2) = sp (М), donde sp (АГ) es el número do conjuntos 

REA del matroide Af; 

e) T (M; 0, 0) = 

1) T (M; 1,0) = (199 p (S), donde p es la función de Mocbius 
de la estructura geométrica del matroide M у p (5) = р (Ø, $). 

.275. Demuéstrese que sólo los invariantes de Tutte-Grothen- 

dieck son valores del polinomio de Tutte. 

8.276. Demuéstrese que los coclicientes del polinomio de Tutte 
de cualquier matroide son no negativos. 

8.277, Muéstrese que en el caso general la suma de dos poli- 
nomios de Tutte no es un polinomio de Tutte. 

Supongamos que С (У, $) es un grafo con el conjunto de vértices 
У y el conjunto de aristas S; ш es la orientación de las aristas del 
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grafo y H, un grupo abeliano. Diremos que la inyección q: У 
> HN {0} es un Й-/ијо, si рага cada vértice v Є V se verifica la 
relación 

Deo- D (е) = 0, 

ato aT 
donde д* (v), 3- (0) son conjuntos de aristas dirigidas a v, y de v 
para la orientación w. Suele decirse que el grafo 
G tiene k-flujo, si G tiene H-flujo para todos 
los grupos Н (o sólo para un grupo) de or- 
den k. 

8.278. Sean w y ш” dos orientaciones de 
aristas del grafo G. Muéstrese que existe una 
correspondencia biunívoca entre los flujos de las 
orientaciones ш y to”. (De aquí proviene que 
el número N (Н, С) de H-flujos еп el grafo С 
no dependo de la orientación del grafo y es una Fig. 8.14. 
función solamente de Z y С.) 

8.279. Demuéstrese que si el arista e no es bucle ni puento del 
grafo G, entonces 


N (H; G) = —N (H, G) + М (N, 62, 


donde б; y 6: son los grafos obtenidos de G por supresión y contrac- 
ción de la arista e, respectivamente. 

8.280. Supongamos que Л (G) es un matroide cíclico del grafo 
G y O (HT), el orden del grupo H. Demuéstrese que 


М(Н, С) =(AJS ADT (M1 (С); 0, OH) 1) = 
= P (M* (6); О(Н)). 


0и Demuéstrese que cualquier grafo sin puentes tiene el 
-Пијо. 

8.282. Demuéstrese que el grafo de Peterson (Ру; fig. 8.14) no 
tiene 4-flujo. 

8.283. Demuéstrese que un grafo sin puentes tiene 5-fInjo. 

8.284. (?) Demuéstrese que el grafo С sin puentes tiene 4-Пијо 
cuando y sólo cuando no tiene subgrafos contraídos hacia el grafo 
de Peterson. 
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RESPUESTAS, SOLUCIONES, INDICACIONES 


CAPITULO 1 


ESQUEMAS COMBINATORIOS 


$ 1. Relaciones combinatorias 


1.1. El número de k-muestras del n-conjunto que contienen el primor ele- 
mento es, evidentemente, igual а С^; el de las que no lo contienen es igual 
a С}, de donde proviene a). 

Wara demostrar la identidad b), asignemos a su segundo miembro ol siguion= 
lo sentido combinatorio: Ch., es el número de k-muostras del n-conjunto que 
по contienen el primer elemento; САС) es el número de k-muestras quo contienen 
el primer elemento y no contienen el segundo, otc.; САТ”, es el número do k- 
muestras que contienen los primeros ғ elementos у no Contienen el (т + 1)-ésimo 
elemento, ete., 

1.2. El número de m-muestras dol (n -}- 1)-conjunto es igual a CM m. 
Dividamos estas muestras еп clases, refiriendo a la (m — X)-ésima clase aquella, 
з que el elemento del primer tipo figura т — k veces. Los demás k lugares 
pueden estar ocupados por los elementos de otros tipos., Por eso el número de 
elementos en la (т — k)-ésima clase es igual al número de k=muestras del (n)- 
conjunto, es decir, a СА, 1. Al sumar respecto de todas las clases de particio- 
nes, obtendremos el conjunto requerido. 

1.3. Fijemos un m-subconjunto del n-conjunto. El número de r-muestras 
del n-conjunto, a condición de que exactamente r — k elementos pertenecen al 
m-subconjunto y los demás k elementos, al complemento de este último, es igual 
a Ch _mC5ik (se ha empleado la regla del producto). Al sumar respecto do k, 
obtendremos el número de todas las r-muestras del n-conjunto, o sea Ch. Obser- 
vemos que para k > mín {r, п — т) los términos de la suma son mulos. 

1.4. a) El número do todos los subconjuntos del n-conjunto es igual, obvia- 
mente, a 2%, Por otra parte, cada subconjunto del n-conjunto de potencia К 
es una k-muestra. Al sumar respecto de todos los k, obtendremos la identidad 
requerida. 


ст 


b) Por cuanto (1-4-z)"= У) Chizh, entonces, diferenciando respecto de z, 


к= 
tenemos л (1-42)"-1= У) АСА2А-1, Suponiendo z=1, tenemos b). 
к= 
a " А А 
с) Por cuanto У) ас У) k-kCh= У) k(k—1)Ch4 УКСА, entonces, 
к= к=п ° izo 


por analogía con b), tenemos c) 

1.5. El número de n-muestras ordenadas dol (m)-conjunto ез т" = Д" (т), 
Partiremos las n-muestras en clases, considerando pertenecientes а la k-ésima 
clase aquellas, en las cuales los elementos del primer tipo se encuentran en к 
lugares. El número de n-muestras en la k-ésima clase os igual a Ch (т — IA 
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Al tomar la suma do todas las n-muestras respecto de todas las clases de parti- 
ciones, obtendremos la fórmula requerida. 

1:0. El número de todas las n-muestras ordenadas del (k)-conjunto сз 
igual a К", Partiromos estas muestras on clases, atribuyendo a una clase aquellas, 
en las que figuran л, elementos del primer tipo, n, elementos del segundo tip 
cte., my elementos del k-ósimo tipo. El número de tales n-muestras es igual а 
P(n +++ п) == пц... пдЇ). Por consiguiente, el número total de n- 
muestras del (k)-conjunto es igual a У) р (1,, - - -, na), donde la sumación зе 
realiza respecto de todas las particiones ordenadas de n en k sumandos, lo que 
se trataba de demostrar. 

1.7. a) Convengamos en considerar el n-conjunto como (9)-conjunto, en el 
cual hay m, elementos del primer tipo, п, elementos del segundo tipo, elc., ng 


elementos de g-ésimo tipo (a -ў т ) distinguiromos entre sí los elementos 
E 
do un mismo tipo. 

Partireraos todas las m-muestras del n-conjunto en clases, considerando 
pertenecientes a una claso aquellas m-muestras, en las cuales figuran exacta- 
mente my clementos del primer tipo, сіс. El número de m-muestras en esta 
claso es igual a Сүн Сз... Ст, Al sumar respecto de todas las clases, oblon- 
dremos ol resultado requerido. 

b) Por analogía con a) resolvemos este problema sustituyendo ol n-conjunto 
por el (n)-conjunto. 


1.8. Por cuanto СУД = -$ A 


miembro de la igualdad puede escribirse asi: 


2 A 


Ch y Ch =$ СА, entonces el primer 


(+ _ FIN 
CCE eaa IET) 
(E | сел» Ey 
Ch (ni rm _ 2л 
1.9. 3 ыл = Tai a maai -n х 
кө! шы 
E 1 Soa NC Y 
х 3 a 2 NN E o O E 
а = 
Ж n 
CMA g (па) (a+ (00147 
1.40. a Ch FO 2 («= 9ї + шї 
Е a 
mo A mx 
хх Сара — 3 ES 
= 
EL AGA GA 
a a+? CEDAR? 
CICR _ СЬ Seba (шу ху 
кошто” озу "үш огонек 
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1.12. De acuerdo con la fórmula del binomio de Newton tenemos 


У a, 


entonces 


De un modo análogo obtenemos b). 

1.13. ЕЈ número de m-muestras del (n)-conjunto es igual a Chm оз. Par- 
tiremos los tipos de elementos del (»)-conjunto en dos clases respecto de p y 
n — p tipos, respectivamente. Luego portiremos todas las m-muestras del (n)- 
conjunto en clases, atribuyendo a la clase y aquellas que contienen z elementos 
del primer conjunto de tipos y т — z elementos del segundo tipo de elementos. 
Está claro que en la clase se contienen Ch, СЯ px, elementos, Al sumar 
respecto de todas las clases, obtendremos la identidad requerida. 


1.14, Demostremos por inducción; para n=0 У) t=m= Ch. Sen 


1 
in 4 
TO У 1=Ch 4 45 -1+ Entonces 
йа imt 
т т, m i 
n n n- A 
A na a Y D oedd 
ма СЕЛ inmi inmi O oet 


donde la primera igualdad fue demostrada en el problema 1.2, lo que se trataba 
de demostrar. 

1.45. Partiremos todas las permutaciones de m bolas blancas y n negras 
en clases. Consideraremos pertenecientes a la clase (ky, . . ., km) las permuta- 
ciones en las cuales hay k, bolas blancas aisladas, д, pares do bolas, ka Lernas, 


cte., km bolas que están Juntas. 
zs” evidente que ki- 203 4... + mkm == т. Calculemos el número 
Че permutaciones de la clase (у. ka, km). Si п bolas negras están colocadas 


por orden, tendremos, pues, n ugares para colocar bolas blancas, Por eso, 
el número de permutaciones es igual a р (ky, . - -; fimo n — ki — + «+ — km + 1). 
El número total de permutaciones es igual а Сз, lo que se trataba de demos- 


trar, 
1.16, Рага п > 0 véase ol problema t.t. Cuando n < 0, tenemos 


Chart СА 0 1) С А СЕА = 
1V (Chon — СЕА) 0—07 Саа 
lo que ве trataba de demostrar. 


$ 2. Muestras y ordenaciones 


1,17. El número total do permutaciones es igual a л}. Sin embargo, la 
relación de vecindad queda intacta para las permutaciones cíclicas y para las 
refloxiones simétricas. Por eso hay en total nl (2л) = (n — 1)1/2 modos, 

1-18. Los sitios para los hombres у las mujeres pueden clegirso por dos 
métodos. A continuación, en los lugares elegidos los hombres pueden colocarse 
mediante п] métodos. En los lugares restantes las mujeres pueden colocarse 
mediante nl métodos. En total hay 2 (z1)? métodos. 
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1.19. a) С —С}; efectivamente, hay en total Ci} métodos de sacar 
40 carias; en СЇ casos no habrá mingunas en Ja muestra; b) СС; с) С}— 
—Clg—4Cia; d) CiCia. 

1.20. Elegimos 6 ajedrecista mediante Cf métodos. Enumcrémoslos con 
cifras del 4 al 6 y formemos 3 en pares: el primero—segundo; el Lercoro—cuarto; 
el quinto—sexto. Esto puedo hacerso empleando 61 métodos. Por cuanto el 
orden de los ajedrecistas dentro de cada par y el orden de los pares no ŝon esen- 
ciales, entonces 6 ajedrecistas pueden ser divididos en pares mediante 61/(2331) 
métodos. En total existen C$.01/(2%31) = m1/(48 (n — Бу!) métodos para com- 
poner tres pares de л ajedrecistas. 

1.22. Cada divisor del número q tiene por expresión рЁ* рӯ» 

| = 0,4, . . -, ау. Según la regla del producto, el número de « 
а (a, -+ 1) (а 1) >>. (%p + 1). La suma de los divisores кога 


ph", dondo 
sores es igual 


Ма ИВ)... Mp ROS 
ма! рин паз! "ү 


т 


En efecto, si abrimos paréntesis, entonces al reducir les términos semejantes, 
obtendremos una suma en la cual cada divisor q figura exactamente una vez. 
De aquí, el número q de divisores puede obtenerse de otro modo, a saber, en el 
primer miembro de Ja última expresión basta poner todos los py iguales a la 
unidad, 

1.23. Reunamos los m elementos dados en uno 
dichos m elementos pueden permutarse, obtendremos ml (n — m - 
taciones en Jas cuales estos m elementos están al lado. Por con 
número de permutaciones buscadas es nl — ml (n — m ~} 1)! 

1.24. La cantidad de números de n cifras que no contienen dos cifras iguales 
seguidas es igual a 9% cuando n > 1, y a 10, cuando n = $. Este resultado se 
deduce de Ja regla de) producto, si tomamos en consideración que, una vez 
elegidas las primeras k cifros, la cifra (k + 1)-ésima puede ser elegida mediante 
nuevo métodos. Por eso ja respuesta será 


Teniendo presente que 
1)! permu- 
шеше, el 


LOG дт (QA 498, 


paya! 25° En el método buscado de elección de seis cartas puede ocurrir que 
haya 

л) tres cartas de un mismo palo y tres q 
rento; habrá СС (Ch)? de tales muestras. 

Ш) dos pares de cartas de un mismo palo y dos cartas que tienen cada wna 
otro palo diferente. Habrá С} (Cf)? (Cia)? de tales muestras. La suma de estos 
números da la respuesta buscada. 

1.26. Para caracterizar el número que satisface la hipótesis del problema, 
es suficiente decir cuántas veces se encuentran cn este número las cifras: uno, 
dos, . . -, nueve. Por eso ha: 


е tienen cada una otro palo dife- 


de tales números. 

1.27. Cada bola puede ocupar uno de m lugares. Enton 
del producto, obtendremos т" métodos de repartición. 

1.28. A'cada modo de colocación le corresponde una n-muestra del (m)- 
conjunto. Hay en total Ch) = Ch sni métodos. 

1.29. a) En cada urna se debe poner una bola. Las demás bolas pueden 
colocarse mediante Cha СОСТ — Сус} métodos. 


b) ОГА 


s, según la regla 
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с) Coloquemos en la primera urna ay bola: 


en la segunda, аз bolas, etc., 


en la sésima urna, а, bolas. Entonces, las demás n—)) a, bolas pueden 


а, 
distribuirse entre las m—s urnas restantes mediante 
aa ч 
Oma E T métodos. 


- J ajtm-s-1 
= 


0. Las bolas blancas podemos distribuirlas entre las urnas med 
См, métodos; las bolas negras, mediante Cha métodos y las azul 
Cim métodos. Pero, por cuanto las dis! es do las bolas de distinto color 
no dependen una de otra, entonces, en virtud de la regla del producto, el número 


total de métodos de distribución será 
CNCA) = Ct Cena Cen -1* 


1.31. Designemos el número de métodos de distribución de n bolas iguales 
entre Г urnas iguales con A (п, i). Este problema es equivolento a la distribu- 
ción de n bolas iguales entro ¿ urnas diferentes de tal modo quo so verifique 
m&n $... <n, donde nm es el número de bolas en la m-ésima urna. 
Fíjemos el número de bolas k en la 17% urna, donde 0 < k < [n/i]. Tomando 
en consideración que on cada una de las urnas restantes se encuentran no menos 
de k bolas, concluimos que el número de métodos para Jlenarlas es igual a 
A (п — ik, t — 1). De este modo obtenemos la siguiente relación recurrente: 


ta 
Ain, = Y) Aln—ik, i—1). 
Le 
п/з] k 
De aquí siguen las respuestas: a) (27: b) [B] ES 1]. 
о 


1.32. Coloquemos todas las bolas formando una fila y enumerómoslas. 
Escribamos por encima de cada bola el número de la urna on la que aquélla so 
va a colocar. Los números de las urnas forman una permutación dol k-conjunto 
que contiene n, números 1, n, números 2, n, números k. Cada permutación de 
este tipo determina su método de colocación, mientras que el número de tales 


permutaciones es igual а р (лү, + +, л) = nl (ml лм). 
1.33. a) Es un caso particular del problema 1.32, La! respuesta es 
nl 
(ри) (ру... (ae 
irrar 
(PaE (ра)... (рю) mat oo mal 


1.34. a) Este problema es equivalente a la distribución do k bolas iguales 
entre п urnas diferentes, a condición de que en la primera urna so encuentre no 
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menos de 4 bola. Aquí resulta esencial que А < 


sigue (véase el problema 1.28): C33! = Слүї-2; 


b) Су Ena 


Рог eso, la respuesta es como 


1.35, Por una simple selección llegamos a que el número de cinco cifras 
puede estar compuesto de los siguientes juegos de cifras 
7,2,6,5,5; 7,6,5,2,2; — 7,2,2,5,5; 
0,2,2,5,5; 7,5,2,2,2; 7,6,2,2, 
5,6,2,2,2; 7,2,2,2, 
9,2,2,2,2; 5,5,2,2,2; 


Por eso la cantidad total de tales números será 
2p (LAAB E Эр (41,3) + Зр (1,222) + 3p Н) t p (23) = 205. 
1.36. a) Denotemos una totalidad no vacia de unidades seguidas con Ја 
letra E y de ceros, con la letra //. Entonces, de Ja hipótesis del problema pro- 
Viene qua 1а sucesión de ceros y unidades se dispone según uno de los dos esque- 
mas: EHEH...EH о HEHE...HE, con la particularidad do que en cada esquema 
figuran r paros, Mas, existen C} Cit, métodos para distribuir m unidades 
entre Jas totalidades no vacias. Para [os ceros tenemos, por analogia, CM 


5,2,2,2,2; 


= Chh métodos. Рог eso el número total de sucesiones єз igual а 2Cr. 
Cm CAE САС. ` 
1.37. a) Notemos qué el número $ no satisface a ciencia cierta la hipótesis 


del problema, si aquél puedo ser representado por dos métodos esencialmente difo- 
rentes on forma de una suma de tressumandos distintos, cada uno de los cuales 
по es superior а 0, puesto que en tal caso se tiene раг lo menos 12 números con 
una suma igual а $. Dicha representación se obtiene fácilmente para todos los 
números 5 desde 5 hasta 22. Por ejemplo, 5 = 4 + 1-+ 0 = 3 -+ 2-+ 0. Рага 
5 < 4 hagamos uso del resultado del problema 1.34. 

b) Resulta que sólo para 5 = 3 existen exactamente 10 números, en cada 
uno de los cuales la suma de las cifras es igual а S. A todo número, cuya nota- 
ción decimal se representa como азаа, se le pone biunivocamento en corres- 
pondencia el número 9 — a,9 — а,9 — ay. Si la suma de cifras del primer núme- 
ro es igual a $, la del segundo será 27 — $. Por eso el caso en quo 23 E S E 2T 
es simétrico al саво 0 < 5 < 4, y sólo 5 = 24 satisface la hipótesis dol proble- 
ma. La respuesta es: S, = 24. 

1.38. a) El que compra 'un billete elige б números de un total de 40. 
Todas las muestras posibles se consideran equiprobables. Fijemos. 6 números. 
Entonces la probabilidad buscada será igual a la razón entro el número do 
muestras con k números de los 6 fijados y el número de todas las muestras. 
Hay en total Cf, muestras, Haciendo uso de la regla del producto, llegamos а 
que k números de 6 contienen C}C4* muestras: primero de 6 números ciertos 
se ееп К, y luego б — k números se complementan empleando 43 números 
«infelices». De este modo, la probabilidad de adivinar А números es igual a 
CCC he 

* -i 

b) Y (сс; Cia 

Er 


1.39. Al igual que en el problema anterior, por probabilidad entenderemos 
Ја razón entre el número de muestras favorables у el número total de muestras. 
En total existen С}, métodos de sacar 5 fichas. Supongamos que el participante 
de la lotería haya comprado un billete con un número, Para ganar el premio es 
necesario que una de las 5 fichas coincida con el número en el billete, Los demás 
se eligen do 89 números restantes. Por eso, exi resultados favorables y la 
probabilidad de ganar el premio es igual a С 1/18. 
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Análogamente, jugando con dos números, llegamos a que la probabilidad 
de ganar el premio es igual a C3a/C$o = 2/801. Jugando con tres números, tene- 
mos C/C% = 1/11748. Jugando con cuatro números tenemos Ciy/Cho 
1/51038. Jugando con cinco números, la probabilidad será 1/Ck 
= 1/43949208. 
1:40. Designemos соп g (п) el número de sucesiones do longitud n que 

satisfacen las condiciones del problema. El número de sucesiones de longitud л, 

че comienzan con una de las cifras 4, 2, . - .. k, es igual a g (п — 1), y el número 
de aquellas que comienzan con cero y salistacen las condiciones del problema 
es igual a (k + 1)"71 — g (n — 1). Por eso resulta válida la siguiente relación 
recurrente: g (а) = (e= elo = M4 (Е 10». Teniendo en cuenta que 
д (1) = k, podemos demostrar por inducción la fórmula siguiente: 


к (п) = (К 4- 1% 4 (k — 1/2. 


1.41. Primer método. Por сайа examen aprobado exitosamente el охаті- 
nando puedo tener 3, 4, 5 puntos, Designemos con F (k, M) el número de métodos 
por medio de los cuales se pueden acumular W puntos después do aprobar К 
exámenes. En esto caso se verifica la relación 


Р, М) = PA, NA К(К—1, МАР A, М—5). 
De aquí obtenemos 
Р (4, 17) = F (3, 14) + Р (3, 13) + F (3, 12) 
= F (2, 41) + 2F (2, 10) + ЗЕ (2, 9) 4- 28 (2, 8) + F (2, 7) = 
= 2435 (2, 9) + 2F (2, 8) Р 


7, 


puesto que no ез posible acumular 14 puntos tras dos exámenes, mientras que 
acumular 10 puntos so puedo mediante un solo método, sacando 5 puntos en 
cada examen. Continuando los cálculos, obtendremos 

Е (4, 17) = 24 ЗЕ (1, б) 4 SF (1, 5) + ОР (1, 4) + 3F (1, 3) + F (1, 2), 
pero Р (1, 6) = F (1, 2) = 0 (no se pueden obtener 0 puntos en un examen, y 
una calificación con un dos priva del derecho a ingresar en el instituto. F (1, 5) = 
= F (1, 4) = F (1, 3) = 1, por lo cual F (4, 17) = 16, 

De'un modo análogo se realiza el cálculo para Р (4, 18) = 10, F (4, 19) = 
=4 y F (4, 20) = 1. Obtenemos en total 16-4- 10 -j- 4 + 1 = 31 métodos 
para rendir exitosamente los exámenes. 

Segundo método. Designomos con Р (a, b, с, d, e) el número de métodos con 
cuya ayuda pueden obtenerse a quinternas, b cualernas, с ternas, ete. 17 puntos 
pueden adquirirse por dos métodos esencialmente diferentes: pueden obtenerso 
dos quinternas, una cuaterna y una terna, o bien una quinterna y tres cuaternas. 
Estas calificaciones pueden distribuirse de cualquier modo enire las asignatu- 
ras aprobadas. Por cuanto 


Р (2, 1. 1) + Р (1, 3) = 41/(211111) + 41/3141) = 16, 


entonces 17 puntos pueden ser sacados mediante 16 métodos. 

Do igual modo se calcula el número de métodos para obtener 18, 19 y 20 
puntos. 

1.42. Designomos con F (m, ny 
medio de los cuales se pueden pagar Y 
De aquí proviene: 


Mi №) = 
бао ла sini паа: A) 


пы} N) el númera de métodos por 
орек con monedas de valor diferente. 


F (пу, ла, + 


Esto permite reducir el problema de elección de m monedas al problema de 
elección de (т — 1) monedas. Al repetir la operación de un modo análogo, reduz- 
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сатов este problema al de elección de (m — 2) monedas, ete. 
рага ль >N la relación (*) so sustituye por F àm, na 
Роли М). 

po 3, le procedimiento a la resolución del problema dado; 


F (1, 2, 3, 5, 10, 15, 20, 50; 73) = 
F (1,2, 3, 5, 10, 45, 20, 50; 23) 4- F (1, 2, 3, 5, 10, 15, 20; 73) = 

=F( 3, 5, 10, 15, 20; 23), 

puesto que 1-H 24-34 544104 15-- 20 < 73, y, por eso, el segundo 


sumando es igual a сего. Luego continuamos: 
F (1, 2, 3, 5, 10, 15, 20; 23) = 


= F (1, 2,3, 5, 10, 15; 3) -+ F (1,2, 3, 5, 10, 15; 23); 


evidente que 
nmi N) = 


pero 
F (1, 2, 3, 5, 10, 15; 3) = F (1, 2, 3; 3) 
=F, 3 0)4 F (i, 
Calculomos el segundo sumando: 
F (1, 2, 3, 5, 10, 15; 23) = 
=F(1, 2,3, 5, 10; 8) 4 F (1, 2, 3, 5, 10; 23) 

= F (i, 2, 3, 5, 10; 8), puesto que 14-24 34- 54- 10 < 23. 
Pero Р (1, 2, 3, 5; 8) = F (1, 2, 3; 3) = 2. 

En definitiva obtenemos 

F(1, 2,3, 5, 10, 15, 20, 50; 73) = 4. 


SA (AR 


Así pues, el pago requerido puede realizarse por cuatro métodos, a saber: 1) 50, 
203 kopeks; 2) 50, 20, 2, 1 kopeks; 3) 50, 15, 5, 3 kopeks; 4) 50, 15, 5, 2, 4 ho: 
po 


1.43, Sea / (N) el número de métodos, por medio de los cuales so pueden 
pogar sellos do 4, 6, 10 kopeks de valor de tal modo que el valor total de estos 
sellos sea igual a W. Entonces, para (N) ве verifica la igualdad / (N) = 
= / (N — 4) + f (M — 6) + [| (М — 10). En efecto, supongamos que existo 
cierto modo de Pegar sellos con un valor total de А kopeks y que el último sello 
que so pega valo 4 kopeks. En este caso todas los demás sellos valen № — 4 
kopeks. Viceversa, al agregar a cualquier combinación de sellos de un valor de 
N — 4 kopeks un sello do cuatro kopeks, obtenemos una combinación de sellos 
de № kopeks. En Lal caso, a partir de distintas combinaciones que tienen un 
valor de W — 4 Корек зе obtienen diferentes combinaciones de № kopeks. Así 
pues, el número de combinaciones buscadas, donde el último sello que se pega 
vale 4 kopeks, es igual a f (Л — 4). 

De un modo análogo se demuestra que el número de combinaciones que 
terminan con un sello de 6 Корек es igual a / (п — 6) y con un sello de 4 
terminan / (№ — 10) combinaciones. Рог cuanto cualquier сот 
termina con un sello ile los Lip: dos, resulta válida la relación que se de- 
muestra, Esla relación permite reducir el problema de pegar sellos que valen en 
suma N kopeks a un problema de pegar sellos de sumas inferiores. Mas, cuando 
los valores de /Y son pequeños, cl problema es fácil de resolver inmediatamente. 
Un simple cálculo enseña que f (0) = 1 (la suma de 0 kopeks puede pagarse de 
un modo único: no pegando los sellos en generals 1 (1) = / (2) = f (3) = 0; 
1 (5) = 0; / (Т) = f (9) = 0 (estas sumas по pueden obtenerse de ningún modo 
соп ayuda de los sellos de 4, б, 10 kopeks); / (4) = 1, f (б) = 1, / (8} =1. 

Haciendo uso de los valores de / (N) para N — 0,1, 2, 3, 4,5, 6,7, 8, 9, 
es fácil hallar f (10) = / (6) - F(0-+/(0) =3. A continuación encontramos 
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А по =] +/104+/(0=0, (02) = 708) 700) 7 02) + 2, «с, 
Ет pues, los sellos pueden pegarse empleando ocho métodos: 1) (10, 4, 4); 
2) (4, 10, 4); 3) (4, 4, 10); 4) (6, 4, 4, 4); 5) (4, 6,4, 4), 6) (4, 4, 6, Лу; 7) 
(4, 4, 4, 6); 8) (6, 6, б). 


$ 3. Particiones 


1.45, Indicaciones. Establézcaso la equivalencia de los problemas sobro el 
número de métodos de colocación de А — 1 rayas en п — 1 intervalos entro n 
puntos de abscisas de números enteros. 

1.46. Se conoce que cada número puede ser escrito de una sola manera ер 
el sistema binario de cálculo, es decir, en forma de wma suma de varias potencias 
diferentes del número dos. Sea, ahora, л = vy -H i +» -o + Ya H a ++ 
cualquier partición de n en sumandos impares iguales o desiguales. Supongamos 
que cl sumando v; figura en la partición ту veces de tal modo que 


a 

n=) mivi. Al representar el número тү еп la forma пи 2910-29946... 
{са 

obtenemos 


п 29у, 42y 20 


AA 


es decir, la partición de n en sumandos pares o impares, los cuales serán, ob: 
mente, distintos, Viceversa, si está dada wna partición п = k ky4 
en sumandos distintos, entonces representemos cada uno de ов сп Ja Jorma 


ky = Ly, (a, > 0, э es impar) y liguemos todos los sumandos соп un mismo 


ур, Poniendo la suma de dichos sumandos 2 “ly, + 22, +... igual а пуху 


а а 
(donde ту = 2% + 22...) Obtendremos п = myvi- ma 65 
decir, la partición de n еп sumandos impares, lo que se trataba do demostrar. 
1.47. Véase la demostración, por ejemplo, en |14]. 
1,48. Analicemos toda clase de representaciones de nen la forma У) a+ dô, 


con la particularidad de que У) а es una suma no ordenada do т sumandos 
desiguales у d, 5, unos números enteros positivos. La suma У) а puede ostar 
ausente. 


Hagamos extender a todas estas representaciones la suma 5 = У) (—1)™ d; 
ol cálculo do esta suma mediante dos métodos nos da precisamente la solución 


del problema. 

uniendo al principio en la suma, $ los términos, para los cuales d = p 

tiene un mismo valor, hallamos la totalidad de estos términos igual а 5 (р) X 

х Y) (-0)”, además У) (—1)™ se toma respecto de todas las particiones del 

número п — p en sumandos desiguales. Al aplicar el problema antecedente de 
Euler—Legendro, encontramos рага 5 la expresión Jyxs(—1)* $ (n—wp). 

куп 

Con el fin de encontrar otra expresión рага 5, dividamos todas las repre- 

sentaciones de n = У) a+ dô en tres categorías: 1) representaciones en las 

cuales d está ausente entre los sumandos de la suma У) а y, además, ô > 1; 


2) representaciones en las cuales d se encuentra entre los sumandos de la suma 
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Y) а; 3) representaciones en las cuales d está ansente entre los sumandos de 


Y) а, mientras que ô = 1. Tomemos una representación de la primera categoria 
n = У a+ dô, y, al restar un d del término dô, agreguémoslo, como sumando, 
a la suma У) a. La representación obtenida (la cual puedo ser expresada азі: 


т 
n = J} a+ 4(8& — 1)) pertenece, evidentemente, а la segunda categoría. 
Б 
Viceversa, а partir de cada representación de lo segunda categoría puedo obte- 
летаю una representación de la primera categoría. Por consiguiente, los repre= 
sentaciones de las categorías primera y segunda se encuentran en vna correspon- 
dencia biunívoca; al notar que los términos de la suma 5 para lns representa” 
ciones correspondientes, es decir (—1)M d y (—1)M"1 d, so suprimen reciproca- 
mente, podemos decir que Іа parte de la suma 5 extendida a Jas represontociones 
de las dos primeras categorías es igual a coro. 
Examinemos una representación de la tercera categoría п = У) a+ d. 


Por cuanto d no se encuentra entre Jos sumandos a, esta representación puedo 
considerarse como una partición no ordenada de н еп т + 1 sumondos desi- 
guales, Viceversa, a partir de cada partición de n = a+... + am ay Obten- 
diremos т.-- 4 representaciones de la tercera categoria, tomando”d igual а 
ар ap, ++ 03 ам „у. Estas representaciones darán еп la suma 5 los términos 
(a ED ay e (IM ds = (Jm. De aquí está claro 
que toda la suma 5 es igual a л У) (4), donde У) (—1)” во calcula respecto 
de todas las particiones no ordenadas de п en sumandos distintos, cuyo número 
es т + 1. De acuerdo con la fórmula do Euler—Legendre (del problema 1.47), 
po p, lo que so trataba de demostrar. 
n= wg 

1.49. Exominemos una suma 5 = У) (—1)™ respecto de las particiones 
n= У a+ У) a*, donde У) а denota la suma no ordenada m de sumandos 
desiguales, y У) a*, una suma no ordenada de sumandos iguales o desiguales. 
Demostremas que 5 = 0. 

Reunamos en un grupo aquellas particiones en las cuales la totalidad do 
sumandos a y а? es la misma; supongamos quo en ella se contienen k sumandos 
desiguales. Es evidente que todas las particiones del grupo a considerar so 
obtienen cuando a partir de Jos k sumandos elegimos ciertos sumandos m (т = 
=0, 1, ..., k) y los incluimos сп la suma У) а; los demás sumandos los 

я 
incluimos еп la suma У) а*. La suma У) (— 1)" formada рага ellos será: 
1—CA4Ch—... + Съ = 0. Por consiguiente, también S=0. Reunamos ahora 


en la suma $ los términos, para los cuales Djas=u y Dat=0(uju=n). 


т 
De acuerdo con la fórmula de Euler-Legendre, esta parte de la sumo es igual 
а cero, si ш es un número no pentagonal, e_igual a (—1)% р (0), si u=wr. 
Por consiguiente, obtenemos la igualdad У) (—1)* j (n—w,)=0, lo que 
EN 

se trataba de demostrar. j 

1.50. Р(а—ҺЕ} = E (—05/(m—a(+oes). Al multiplicar adi- 

РЕ 
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cionalmente por j (k) y al sumar respecto de k, obtendremos 
ЖК (пл Y) (—1)5 100 / (1—h (4-05). 
‚в 


Reuniendo en la última suma doble aquellos términos, рата los cuales k- w; 
tiene un mismo valor, obtendremos 


Y Im Ð (055). 
O<i<n/n h: igsi 


Do conformidad con el problema antecedente, la suma interior es igual a coro 
cuando 2 > 0. Por consiguiente, toda la suma сз igual a f (n). 

1.51. а) la demostración es igual que en el problema 1.49. So debo demos- 
таг la igualdad 


Y ("= Ð (yr 
Dato 27а 


y aplicar el teorema de Euler— Legendre; 

b) se deduce de a) y de la fórmula de inversión del problema 1.50. 

1.52. а) se demuestra por analogía con el problema 1.49. Do la fórmula de 
Euler—Legendro se deduce 


(am 00995, n= ws, 
> 


b) so deduce de a) y de la fórmula de inversión del problema 1.50. 

1.53. Este nůmero es igual oeficiente de г" en el polinomio (т! + zt*t 4- 

eea t х%)Р = зір (1 — qn “ х\-р. En virtud de la fórmula del 
binomio de Newton llegamos a que esto coeficiente es igual a 


-i 1ст+1-т-1-1 аст+21-п-1)у-иц 
Стра nad CCm ИЛЕ аа 


»| Ў a pan-tem] у Chim- J- 


мо м0 


> ж 


к! 


1.54. El círculo que se obtiene cuando el m-ésimo plano corta una esfera 
se interseca con cada uno de los planos restantes en dos puntos y, por tanto, se 
divide en 2 (m — 1) partes. Si suprimimos ol m-ésimo círculo, el número de 
partes será F (2m — 1). Por consiguiente, F (m) = 2 (m — 1) + F (m — 1) = 
=2 4 т (т — 1), puesto que Ё (i) = 2. 

1.55. A cada una de Chp, elecciones de k números a partir de п — ks se 
lo hace corresponder la elección de k vértices a partir do n del modo siguiente: 
а la derecha del siguiente número elegido { pondremos los números í + 1, . . - 
+ += £+ s, y los números que van detrás los aumentamos en s. Do una manera 
semejante encontramos зСң-Аз-у elecciones no abarcadas antes, cuando quedó 
elegido uno de los vértices л — s, n—s + f, ..., л. Tenemos en total 


Chans + SCZ, у polígonos de k lados. 
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1.56. Sea Y (п) la función buscada, Demostremos una relación recurrente 
1 


Vn = J) V И (п s 0), VO + En efecto, cualquiera que sen la 
o 

partición, existo un triángulo que contiene la arista (n + 1, n + 2) (convenga- 
mos en considerar que los vértices del triángulo vienen enumerados con las cifras 
del 1 al n + 2). El tercer vértice del triángulo puede ser cualquiera de los res- 
tantes 1, 2, - . ., n. Supongamos que es el vértice 5. Si suprimimos el triángulo 
{n > 1,'n + 2, s), obtendremos dos polígonos con un número de vértices igual 
as+1 y n— s+ 2, los cuales pueden ser partidos en triángulos empleando 
V(s—1) y V(n— 5) métodos, respectivamente, Al enumerar respecto de 
y ‚п, obtendremos la fórmula requerida. Se puede demostrar quo la 
solución de esta fórmula recurrente será V (n) = СЗ, /(л + 1). 

1.57. Sea V (n) la función buscada. Demostremos una relación recurrente 
V (k41) = V (k) + k+ i, V(1)=2. De aquí obtenemos de una vez 


V(M=24+ (24-346... 4 п) = (aè nt 20/2, 


Sean trazadas k rectas. Tracemos adicionalmente la (k +- 1)-ésima recta. Ёма 
se inlerseca con las demás en k puntos y se divide en k + 1 partes, cada una de 
las cuales pertenece a una parte nueva del plano. Por consiguiente, V (К + 1) — 
— V (k) = k -+ 4, lo que se trataba de demostras 


1.58. Sea 1 el número de pares de rectas paralelas. Si 1 = 0 = ky = kų = 
=.= n (n — 1)/2. Examinemos el vértice A de mul 
plicidad r. Si desplazamos un tanto todas las rectas que pasan por А, obtendro- 


mos r (r — 1)/2 — 4 nuevos puntos de intersección. Por consiguiente, 


De aqui 

1.59. Sea V (n) la función buscada. Si todas las rectas se intersecaran do 
dos е y cualesquiera tres de ellas no se intersecaran en un punto, tendría- 
mos, según el problema 1.57: 


+ n= n (n — 0/2 4 1 == (14 n + 29/2, 


ión del número de partes en 


У (а) = 242434 


Un punto de multiplicidad ғ provoca la disminn 
una magnitud 


(4 r4 2)/2— 2r = (è — 3r 4 2)/2. 


Si no hay rectas paralelas, entonces 


Haciendo uso del resultado obtenido para el problema 1.58, obtendremos 


+3 ke 


mynt? 
2 


У) = 


– nti 0) kr. 


=? r=2 


+2 


Esta fórmula puede ser obtenida también por inducción. 

1.60. Supongamos que ya se han trazado k— 1 planos, 'Tracemos ol k- 
ésimo plano. Éste se interseca con los planos trazados anteriormente a lo largo 
de k — 1 rectas, las cuales lo dividen en (kè — k + 2)/2 partes. Cada una do 
estas partes corresponde а la nueva parte del espacio. Por eso, n planos dividen 
el espacio en 


147 2 Makt) = б-н 0) 


[и 


partes. 

"1/61. Supongamos que ya so han trazado k — 1 planos. “Tracemos el k- 
ésimo plano. Éste во interseca con los planos trazados anteriormento a lo largo 
de k — 1 líneas. Dichas líneas se cortan en un punto A y dividen cl k-ósimo 
plano en 2 (k — 4) partes. Cada шпа de las citadas portes corresponde a una 


nueva parte del espacio, Por eso, el número total de partes зга 2 + У) 2 (s — 1) 
=] 
=м—к+2. ” 


1.62. El problema ез análogo al problema correspondiente sobre las rectas 


en un plano, 1= Ch — 


1.63. El número total de partes es igual, de acuerdo con el problema 1.60, 

a (a+ 1) (n? — n + 6)/6. Cada terna de planos que no se cortan en un mismo 

punto provoca la disminución en 4. El número de tales ternas es igual a k = 

= Ch — Ў) кус}. Cada punto, perteneciente a 5 planos, da una disminución 
a 

del múmero de partes en 


le 1) (9 — + 0/0 — (2 — s + 2) = (9 — 65 + 145 — 0)/0. 


Por consiguiente, el número total de parts (si no hay planos paralelos) es 
igual a 


e 


L att (0-2 к) Ум 


а=з 13 


+2 


mitat? , у 
= ру 


рє 


$ 4. Problemas mixtos 


la 4"® permutación por los elementos de la primera clase, en la segunda permu- 
tación estos lugares están ocupados por los elementos de la (-ésima clase; los 
lugares de la primera permutación ocupados por los elementos de la segunda 
claso, están ocupados en la segunda permutación por los elementos do la iş- 
ésima clase, etc. 

Es fácil comprobar que el conjunto de permutaciones lo hemos partido do 
esto modo en clasos de equivalencia y la potencia de cada una de estas clases оз 
igual а nl, lo que nos lleva a la solución del problema. 

d) (el) /(KI)A=1D ез el número de permutaciones del kl-conjunto que tiene 
la especificación (МАЗ), 

е) (2л!)/(п1 (n + 191) = 4С — Chen 10 que di 
tado es de número entero. 

1.65. Domostromos al principio ol sigui 
la forma 22 + y? so divida por 49, es nece: 

ог 7. 
Ц Demostración, La ѕи(ісіепсіа es obvia. En efecto, si х e y se dividen por 7, 
entonces z? e y?, y, por tanto, z? + y? se dividen por 49. 

Necesidad. Supongamos que г? + y? se di por 49. Demostremos que 


tanto х como y so dividen por 7, Cada uno de los números ze y puedon escribirse 
en la forma 


nuestra que el resul- 


: para que un número de 
rio y suficiente que x e y se dividan 


nba, у= 7 (6) 
dondo ху e y, son números enteros по negativos, mientras que a у f tienen uno 
de los valores 0, 2-1, +2, +3. Teniendo presentes las igualdades (*), la expre- 
sión z? + y? puede escribirse del modo siguiente: 


афу 40 (af A vi 14 (ал, + Ви) + aè е. 


Dado que, por hipótesis, з? +- y? se divido por 49, y, por tanto, se divido por 7, 
у, además, por 7 so dividen los dos primeros sumandos en el segundo miembro 
de la igualdad, llegamos а que а? + 0? se divide por 7. El valor máximo que 
puedo asumir la suma a? + $2 os igual a 18. Entre los números enteros de 0 
a 18 se dividon por 7 solamente 0, 7 y 14. Quiere decir, que la magnitud a? + B? 
es igual o bien a 0, o bion a 7, о bien a 14. Por cuanto los valores que pueden 
tomar a? y В? son sólo de 0, 1, 4 y 9, es fácil de convencerse de que a? + p? 
= 0, puesto que la suma de dos sumandos formados de los números 0, 1, 4 y 9 
no puede ser igual a 7 ба 14. De este modo el lema queda demostrado. 
Denotomos con n el número de los números enteros positivos que son infe- 
riores a 1000 y que so dividen por 7. Es evidente que л es igual a la parte entera 
del número 1000/7, es decir, a 142. En esto caso el número de pares diferentes 
de números enteros z o y (= + y) del 1 al 1000, para los cuales (z? + y*)/49 
es un número entera, os igual a Cls, = 10011. Además, hay 142 pares más de 


Та forma (z, т). Por consiguiente, el número de pares diferentes (z, y) es igual 
a 10153. 
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1.66. Entre los números de wna serio natural del 1 al n so tienen a — [»/p} 
números que no se dividen рог р. De éstos se pueden formar Съд. ру Productos 
que no se dividen por р. El número total de productos será igual a Cf. Por 
consiguiente, N А — Chu pr 

п 292] 
1.67. п У) koek) n es ii 


aaa 
a У kahh 


1.68, Hay en total С} = 10 rectas. De cada punto salen G perpendiculares. 
Ехатіпсто dos puntos cualesquiera B y C. P nto Jas perpendiculares, 
bajadas de los puntos B y C a la recta que une otros dos puntos D y 
intersccan, las perpendiculares bajadas de los puntos B y C tienen 6 X б — 3 

=: 33 puntos de intersección. A partir de 5 puntos pueden formarse 10 pares. 
Por consiguiente, existen no más que 330 puntos de intersección, Vero algunos 
puntos los hemos contado varias veces. En efecto, cualesquiera tres puntos do 
os cinco dados forman triámgulos. Las alturas de estos triángulos se cortan en 
im punto y este último se ha contado tres veces, Hay en total C3 = 10 de tales 
triángulos. Vor consiguiente, el número máximo de puntos de intersección es 
igual a 330 — 20 = 310. 

1.69. Procedimiento 1. Unamos sucesivamente los 
circunferencia por medio de cuerdas, Calculemos en cuántas partes se divide 
por diagonales el polígono de п lados obtenido. Las diagonales se trazarán de 
una manera sucesiva. Notemos que, una vez trazada cada diagonal, el número 
de partes aumenta en un número que es en la unidad superior al número de 
puntos de intersección, los cuales aparecen luego de trazar las diagonales, Por 
el número de partes, en las cuales las diagonales dividen el polígono, es 
gual a 1 (al principio teníamos una parte: Lodo el polígono) más el número de 
diagonales, más el número de puntos de intersceción de las diagonales 
de diagonales del polígono de n lados es п (п— 3)/2. El número de puntos de 
intersección de las diagonales del polígono es igual a Ch (cada punto de inter- 
sección se define por cuatro vértices). Por consiguiente. el número de partes en 
las que se dividirá el círculo es N = 14 и (я — 324 Ch + n. 

Procedimiento 2, Supongamos que entre las partes obtenidas hay Na tri- 
ángulos, Na cuadriláteros, etc., Nm polígonos de т lados. Se debo hallar la 
suma № = Ny + N, Б... + Nm. Observemos que el número de todos Jos 
vértices obtenidos de los polígonos es igual a 3M3 -H 4№ +- -A т. 
Este mismo número puede hallarse de un modo distinto: cada uno de Jos puntos 
de intersección de las diagonales del poligona de n lados (hay en total Сё de 
ellos) es un vértice de cuatro polígonos, y cada vértice del polígono de n lados 
es el vértice de п — 2 polígonos, рог lo cual 3N, + 4N, -+ + -. + ты 
= АСА + п (n — 2). La suma de ángulos de todos los polígonos obtenidos es 
igual a (М, (3 — 2) + Na (4 2) + -t Nm (m— 2)]л. Por otra parte, 
esta misma suma es igual a 2лС% + (п — 2) я, por lo cual №, (3 — 2) + 
EN A—=2D+.. + Nm (m — 2) = 2С% + (и— 2). De aquí, 3N, + 
HAN + A MN — ZN = 265 + n — 2, о bien 

2N =204 + (n — 2) (24) N=Ch + n (п 3/24 4. 

Así pues, el círculo queda dividido en Л + n partes. 

1.70. Dividamos 20 equipos en dos subgrupos, de 10 equipos cada uno, y 
en cada uno de los subgrupos realicemos un torneo según el sistema de rueda. 
Se jugarán en total M == Cta + С? == 90 partidos. Es evidente que el Lorneo 
realizado de esta manera satisface la hipótesis del problema. Demostremos que 
esto es el número mínimo de partidos. Supongamos que existe un torneo que 
satisface la hipótesis del problema y que A < 90. En tal caso existe un equipo 
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puntos tomados cn la 


A quo jugó con los demás equipos no menos de 9 partidos. Denotemos соп К los 
equipos que jugaron соп A, y con Y los que по jugaron. Es evidente que lodos 
los Y equipos jugaron entre sí (Сс partidos). Supongamos que entre К equipos 
Р pares nojugaron entrosí, y Ck-—P, sí jugaron. Entonces cualquier equipo 
de Y ba de jugar por lo menos con un equipo en cada uno de los citados Р pares. 
Teniendo en cuenta que cualquier equipo pertenece a lo sumo a К — 1 pares 
de Р, concluimos que deben realizarse no menos de (19 — A) P/(K — 1) parti- 
dos entro К e У. De esto modo, se han jugado no menos de N = Ck — P -+ 
+ (19 — K) РК — 1) + Cox + К partidos. Considerando que К < 9, 
tenemos 


N >K (K — 19/2 + (19 — К) (18 — К)/2+ К = 
„Ке 18К + 9-19 = (К — 9)? + 90 > 00, 


1.74. La probabilidad de que las torres no se capten una a la otra es mayor, 
Ella св igual a (04:49)/(04:63) = 49/63. 

1.72. Supongamos lo contrario. Пау еп total 10 rectas horizontales y 
verticales do este tipo. No es difícil notar que cada recta corta sin falta д 
par do fichas de dominó, En efecto, veamos, por ejemplo, una línea horizontal. 
En la mitad superior, obtenida como resultado de la división del tablero por la 
recta citada, se contiene un número par de casillas (el ancho del tablero es do 
6 casillas). Las fichas de dominó dispuestas integramente en esta parte (mitad 
superior) también ocupan el número par de casillas (cada ficha ocupa dos casi- 
Паз). Adomás de éstas hay algunas casillas más ocupadas por las mitades de las 
fichas que cortan la recta. De este modo queda demostrado que el número de 
dichas casillas (es decir, el número de fichas cortadas por la recta) es la diferen- 
cia entro dos números pares, o sea un número par. 

Así pues, cada una de las 10 rectas corta cierto número de fichas, es decir, 
al menos dos. Cada ficha se corta por una sola recta, por lo cual en el tablero 
deben haber no menos do 20 fichas. Por otra parte, está claro que se necesitan 
18 fichas para cubrir el tablero. 

La contradicción obtenida muestra que, cualquiera que sea la disposición 
do las fichas que cubren el tablero, existe al menos una recta de las 10 que no 
corta ninguna ficha de dominó. 

1.73. Por encima de cada vertical de un tablero de ajedrez escribomos los 
números 1, 2, 3, ... ., 8, y a la izquierda, cerea de cada horizonta), los números 
0, 8, 16, 26, ... ., 56; en este caso puede considerarse que en cada casilla del 
tablero está escrita la suma de dos números correspondientes a sus verticales 
y horizontales (fig. 1.17. Por cuanto 8 torres dispuestas en el tablero de ajedrez 
по se captan una a la otra, cada vertical у cada horizontal contendrán obligato- 
riamente una torre. Quiere decir que en la suma de los números de aquellos 
escaques, donde se disponen las torres, figurarán una vez todos los números 

» 2, . .., 8, correspondientes a las diferentes verticales, y una vez todos los 
números 0, 8, 16, ... ., 56, correspondientes а las diferentes horizontales. Por 
eso, la suma 'do 105 números tendrá siempre un mismo valor: 1-+ 2-4 3 -+ 
+... +84 О +8 4 164... + 56 = 

1.74. El número de rectángulos de dimensión í X j es igual a (п — i + 1) 
X (п — j + 1), Todo rectángulo se cuenta en la suma tantas veces como es su 
área. De aquí la suma será 


D Diti) ajh i 
imt jet 


1.75. La cápsula convexa de cinco puntos en un plano, mencionados en el 
problema, puede tener la forma de un pentágono, un cuadrilátero o un triángulo; 
en los primeros dos casos la afirmación es evidente. En cuanto al último caso, 
hay que constatar que en el interior del triángulo resulta haber dos puntos 
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(2 вне у, 


(fig. 1.2), Tracemos por éstos una recta y dividamos el triángulo on dos partes. 

En virtud del principio de Dirichlet, en una de las partes caerán dos vértices. 

Los últimos forman, junto con dos puntos intoriores, el cuadrilátero que so 
usca. 


4 5 6 7 в 


о+5] о+в]|о+т|о+в 


56+] 


Fig. 1.4. 


1.76, Por cuanto durante ol paseo se encuentran л cruces y en cada una de 
ellas se tienen sólo dos posibilidades, entonces tendremos en total 27 caminos. 
En el k-ésimo cruce de la n-ésima fila podemos llegar empleando СА rutas. Do 
esto modo, la probabilidad buscada es igual a р см. 
1.77. Indicaciones. El número de rutas que llevan а 1а n-ésima fila де cruces 
ве compara con el número de rutas quo llevan a la (n -+ t)-ésima (il 
1.78. La raíz de la ecuación az = b ев superior a uno a condición de que 
b > a. Examinemos los parámetros a y b, tomándolos por coordenadas carte- 
sianes rectangulares de un punto del plano (fig. 1.3”). 
Por cuanto a у b son naturales, entonces а > 0, 
Ф > 0. Por eso ol número de todos los resuliados 

posibles es igual a тл. 

Si m < n, ol númoro de resultados no favorables 
para ol suceso en consideración será igual а 1 -+ 
+24... + (m— 1) + m= (m+ 1) т/2. Por 
eso, al suceso que so considera favorecen mn — m X 

ЕРЙ X (m t 0/2 casos posibles, es юш т (n z m 
з: —1)/2. Por eso la probabilidad se halla de la fórmula 

p = (2n — m — 1)/(2n). 
Si m > n, el número de resultados que favorecen al suceso en considera- 
ción será igual a 14-24... (а — 1) = (а — 1) n/2, por consiguiente, 
= (n — {)/2т). 

P = loo: A ade determinado trayecto del camino le corresponde una «palabra» 
que consta de т letras a y п letras b, y viceversa. Por ejemplo, la «palabra» 
aabbbabb significa quo ol camino consta do dos unidades por la horizontal, tres 
unidades por la vertical, una unidad por la horizontal y dos unidados por la 
vertical, a consecuencia de lo cual so alcanza cl punto (т, n) (en este caso m = 3, 
п = 5). Mas, evidentemente, a partir de las letras а y b, de las cuales la primera 
interviene m veces y la segunda, л veces, pueden formarse Ch, sn = (m + п)\/ 
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т1л!) «palabras» que serán precisamente el número buscado de caminos dife- 
rentes. 

1.80. Supongamos que el lado AB es vertical y contieno m segmentos y 
quo el lado AD es horizontal y contiene km segmentos. Los caminos que tienen 
por comienzo el segmento AB, (А Оу), los llamaremos brevemente caminos del 
tipo AB (del tipo AD, respectivamente). 

Tomemos un camino del tipo AD. Marquemos сп éste uno de los є ¡gmentos 
verticales MN y traslademos todo el trozo D, . . . M еп un retículo bacia arriba 
y a la derecha; obtendremos el trozo B,M. A todo camino AD, MN... C 
con el segmento vertical marcado M/Y pongámosle en correspondencia el camino 
AB, . .- M,N... C con el sogmento horizontal marcado М.У. Tal correspon- 
dencia es blunívoca. Supongamos que existen en total b caminos del tipo АВ 
y d caminos del tipo AD ES cuanto en cada camino se tienen m segmentos 
verticales y km horizontales, entonces existen bkm caminos del tipo AB con 


Fig, 4.3% 


el sogmonto horizontal marcado у dm caminos «el tipo AD соп el sogmento 
vortical marcado, Según lo domostrado más arriba estos números son iguales, 
оз decir, bkm = dm => bk == d. 

1.81. Dividamos toda clase de rutas en dos grupos: las que pasan por el 
punto С y las quo pasan por el punto D. No existen otros métodos para llogar 
al punto В. Do А а C se puedo llegar ompleando cinco métodos, y de C a D, 
sólo utilizando un método. Por consiguiente, ol primer grupo consta do 5 X 4 
rutas, De A al punto D so puode llegar a través de Æ o a través do F. Do A о E 
podemos llegar emplonndo tres métodos, y de 4 a F, empleando dos métodos. 
Así, pues, do A a D podemos llegar ompleando 3 + 2 == 5 métodos. Pero, de 
D a В se puede llegar por dos métodos y, por tanto, de A a В, llevan, a través 
do D, 5 X 2 == 10 rutas. De esto modo, el número total de toda clase de rutas 
quo llevan desde el punto A hasta el В, evitando el punto Af, es igual a 15. 

1.82. Si ol punto A ostá elegido, entonces los dos vértices restantes del 
triángulo, B y С, pueden ser olegidos empleando 28 (8 X 7/2) métodos. Sin 


A 


o 


Fig. 1.4%, 


embargo, en oste caso puede ocurrir que los puntos A, B y C resulten estar en 
una misma recta. El número de casos, cuando esto sucede, depende de la dis- 
posición del punto A (fig. 1.4"). Si А es un punto anguloso, se deben exclulr 
tres pares do puntos B у C; si A ез un punto central, se deben excluir cuatro 


pares do puntos B y С, y para las posiciones restantes del punto А, dos pares 
de puntos В y С. 
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De este modo, el número total de triángulos depende de la posi 
punto A y es igual a 24, 25 ó 20. 

1.83. 1) Cada par de miembros do la comisión pudo encontrarse no más que 
en юпа sesión. En cada sesión hubo 10 X 9/2 pares de hombres. Se trata en 
total de 40 reuniones, es decir, on total eran por lo menos 1800 pares de miem- 
bros de la comisión. Pero, do 60 hombres so pueden formar sólo 60 х 59/2 < 
<1800 pares. Р 

2) Supongamos que el nümero total de miembros de la comisión N nv es 
superior a 60; entonces, por cuanto 10 X_40/N > 6, se encontrará un hombre 

ue asistió рог lo menos a siete sesiones. Todos aquellos hombres con los cuales 
él se encontraba son distintos y su cantidad total se calcula como 7 X Y > 60, 
lo que contradice nuestra suposición, 

1.84. El requisito de que ningún par de comisiones tengan más de un 
miembro común es equivalente a que ningún par de colaboradores interviene 
más que en una comisión. El número de todos los pares es igual a 25 X 24/2 = 
= 300, el número do pares en una cobnisión es igual a 5 X 4/2 = 10."El número 
máximo posible de miembros de Ja comisión es 

1.85. El yalor máximo posible de С, es 24. Si los primeros puestos se otor- 
garan a un deportista (por todos los nueve jueces), entonces Cy Si los 
primeros puestos se otorgaron а dos deportistas en total, entonces uno de ellos 
obtuvo по menos de cinco primeros puestos, у los demás cuatro puestos obteni 
dos por él no son superiores al cuarto; рог eso, Сү & 5 X 1-4 X 4 2, Si 
los primeros puestos fueron obtenidos por tres deportistas, entonces, dado que 
los puestos restantes obtenidos por ellos по son superiores nl cuarto (y hay en 
tota] 10 cuartos puestos), la suma do todos estos puestos de los tros deportistas 
citados no sobrepasa de 1 X 9 +3 X 94-4 Х 9 = 72, Por consiguiente, al 
menos uno de los deportistas tjene vna suma de puestos ро superior a 24, es 
decir, Су < 24. Si tales deportistas, son cuatro, la suma de sus puestos no será 
superior a 1 X 94 2X 9- 3X 9-4 х 9 = 90, por lo cual, la suma de 
puntos do algunos de ellos по es superior a 22. 

El caso en que los primeros puestos son obtenidos par cinco y más hombres 
no es posible, puesto que para ellos faltan los puestos del 1 al 4 (hay en total 
9 x 4 == 30 do tales puestos). 

Ho aquí un caso ел que C, = 24: cada uno de los tres mejores deportistas 
obtiene los puestos 1, 1, 1, 3, 3, 3,4, 4, 4; los dos siguientes: 2, 2, 2, 2, 2, 5, 5, 
5,5y2,2,2,2, 5, 5, 5, 5, 5, ote. 

1.80. En un mismo poste puede haber dos números, cuando y sólo cuando 
1а suma de ellos es igual a 999. Por eso, si analizamos un poste, en el cual hay 
sólo dos cifras diferentes, entonces, en el caso de que una de las cifras sea C, 
la otra será obligatoriamento 9 — С. Hay en total 2% = 8 postes, en los cuales 
están marcados números expresados con las cifras С y 9 — С (en cada uno de 
Jos primeras tres lugares puede haber una cifra: C 6 9 — C); existen en total 5 

ares posibles de cifras (C, 9 — C). Por eso, el número de todos los postes, en 
los cuales hay sólo dos cifras diferentes, es igual a 40. 

1.87. Es obvio que el empato.lo darán 9 números de cifras iguales (no hay 
el número 0000). Supondremos рог езо que el número de sempale» tiene por lo 
menos dos cifras diferentes a y ò; sean с y d los cifras restantes del número. 
Entonces, por definición del número de sempate», las diferencias (b + d) — 
— (a + ©) y (b + с) — (a + d) tienen, como última cifra, el O, por lo cual 0 
también será la última cifra de su suma 2 (b — а). Por cuonto Ьа, a y b 
se diferencian en 5, De este modo, cualesquiera dos cifras distintas del número 
difieren en 5. Por eso, зі prefijamos una cifra, por ejemplo, а = 1, las demás 
cifras se definirán de una manera unívoca. En el caso dado éstas serán 1 y 6. 
Es fácil convencerse do que realmente los números de empates serán aquellos 
que constan de dos pares de cifras iguales. Con las cifras 1 y 6 habrá 6 tales 
números: 1166, 1616, 1661, 6101, 6611, 6110. Seis números pueden formarse de 
las cifras 2 y 7; 3 y 8; 4 y 9; 0 y 5. Do este modo, la cantidad total de los números 
de «empate» será igual a 39 (6 X 5-+ 9 = 30). 

1.88. Está claro que el tiempo de coloración será mínimo, si se logra dis- 
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tribuir el trabajo de un modo tal que cada cinco 
máximo de caras, es decir, tres. Esto se consigue, evidentemente, mediante 
varios métodos. Por ejemplo, los primeros 183 cubos se pintan por cada hombre 
totalmente, a continuación, mientras dos pintan por completo wn cubo cada uno, 
el tercer hombre pinta dos caras de los tres cubos restantes, y, por fin, Lodos 
Jos tres pintan cuatro caras cada uno de tres cubos. En este caso tres hombres 
cumplen todo el trabajo en el transcurso de 188 X 5 X 6/3 1880 segundos. 

1.89, Por cuanto ambos equipos contaban con un número igual de partici- 
pantes, el número do todos los tes xima de tantos 


undos se pinten el número 


460 (156 < 160) mprobar, además, que 
18 participantes pueden obtener en suma 156 tantos, es decir, existen los núme- 
ros naturales z e y que satisfacen el sistema de ecuaciones 


х0 18, 92-6 8у 


La solución exi; además, única: у = 12 
1.90. Es formar un 
de siete palos, Por eso по se puedo formar m 
a 7 em. Por oira parte, la suma de las de todos los palos es igual a 
45 em, y, por eso, a partir de ellos resul оче formar un cuadrado cuyo 
lado sea superior a 11 cm. A partir de los palos del juego lado so pueden formar 
segmentos con ma longitud de 7, 8, 9, 10, 11 em mediante los siguientes métodos: 


2-4-2 


y=0 
drado se necesitan no menos 
cuadrado con un lado inferior 


543 
EEEIEE] 
TELEZA 


144 =6-(-5. 


Por consiguiento, a partir del juego dado de palos pueden formarse, empleando 
vn solo método (С), cuadrados con lados de 7, 8, 10, 11 em y empleando cinco 
métodos (Cf = Ci), un cuadrado de 9 cm de lado. 

1.91. Él número de toda clase de métodos para aprobar los exámenes es 
igual а С], = 10. Por eso, зі no se encontraran cinco estudiantes que aprobaron 
los exámenes con iguales resultados, el número de estudiontes no sobrepasaria 
de 4 X 10 = 40, lo que no tiene lugar. 

1.02. Hace falta hallar la posibilidad de que al distribuir 41 hombres entre 
6 grupos so realice una de estas posibilidades. Con este fin basta encontrar el 
número total do tales distribuciones. Supongamos que los grupos están numera- 
dos. Entonces, cada método de distribución consiste en que del conjunto 1, 2, 3, 
4, 5, 6 de números de grupos tomamos cl número 41: el número de unidades 
tomadas en este caso corresponde al número de estudiantes en el primer grupo, 
etc. Dicho de otro modo, el número de métodos de distribución es exactamente 
igual al número de combinaciones con repitición de 6 elementos tomados de a 
Ж, el cual es igual а С а-а => Cha Por eso la probabilidad buscada es igual 
а 0/4, = 1/228 450. 

1.93. Саісшетох la са 
notación no hay unidades, e 


A de números desde 0 hasta 999999 en cul 

Los números de seis cifras pueden com- 
ponerse empleando las cifras 0, 9 (si el número tiene menos de seis 
cifras, convengamos en agregarle por la izquierda el número de ceros que le 
falta). En el primer lugar en tal número puede figurar cualquiera de las nueve 
cifras, a cada una de ellas podemos agregar por la derecha cualquiera de las 
mismas nuove cifras: 0, 2, 3, 4, . pues, se obtendrán SÍ números de 


dos cifras a partir de las cifras 0, , Continuando de esta manera, 
obtendremos 9% números de seis los cuales se debe excluir 000000. 
Se ba mostrado, pues, que entre el primer millón existen exactamente 9% — 1 
números, en cuya notación no hay unidades, es decir, 9% 1 = 531 371. 


аз, 227 


De este тойо, entre el primer millón bay más números en cuya notación 
faltan las unidades, 

1.94. La oración final, de la cual no se puede tachar ni una palabra, es 
«cuatro caminantes estuvieron esperando a que cesara la tormentas y por lo 
tanto de la oración inicial es necesario tachar б palabras. Estas palabras se 
pueden tachar en cualquier orden, a excepción de una limitación: no se puedo 
lachar la palabra ese desató» antes que la palabra esúbitamente», Así pues, el 
problema se reduce a lo siguiente: ¿de cuántas formas diferentes so pueden poner 
en fila 5 objetos, para que el primero siempre esté antes que el segundo? Este 
problema se resuelve fácilmente; Га cantidad de procedimientos que existen para 
disponer 105 cinco objetos en fila es igual a 5 X 4 X 3X 2 Ч 120, y de 
elfos justamente la mitad, es decir 60, satisfacen la condición indicada. So 
puedo llegar a la oración final, de la cual no se puede tachar ni una palabra, 
mediante 60 procedimientos. 

"1/95. El húmero de toda clase do posiciones en el tablero do a] 
finito. Supongamos que es igual а n. Por consiguiente, una de las posi 
repito un número inlinito de veces. Más nún, existen sucesiones de jugadas de 
longitud tan grande como se quiera, las cuales so repetirán по menos do dos 
veces. En electo, el número de sucesiones de las posiciones de longitud т no 
sobrepasa de n™, Por consiguiente, una de las sucesiones ве repite un número 
infinito de veces, 

1:90. Los nåmeros те y no pueden ser ambos primos, puesto que en esto 
caso no so cumplo la condición 1. De acuerdo con la hipótesis de Goldbach, todo 
número par es una suma de dos números primos. Por consiguiente, z + y ло 05 
un número par, pues, on el caso contrario no se cumple la condición 2. Ahora, 
six + y > 59, тоша posible la varianto z = 53 е y = (2+. y) — 53; en esto 
caso по ве cumplo la condición 1, puesto que si en el producto zy figura un 
Ўастог simple suporior a 50, la respuesta para A es univoca, 

Si z-}- y во representa por dos modos diferentes en la forma 2% 4- p, 
donde p es un número primo, en sto caso se cumplen las condiciones 1—3 y no 
so cumple la condición 4. 

Quedan para el número z + y las siguientes variantes: 5, 17, 20, 41, 53, 
41. Por la comprobación inmediata nos convencemos do quo la única solución 
la dan los números z = 13 0 y = 4 

1:97. Soa т un número natural arbitrariamente prefijado. Divídamos la 
tracción infinita dada en segmentos de tal modo que cada uno contenga т cifras, 
Habrá una infinidad do tales segmentos. Por otra parto, el número do sístomas 
do т cifras es igual al número de m-muestras ordenadas del (10)-conjunto, 
am = 10", es десі, un número finito. Por consiguiente, al menos uno de 
estos sistemas ha de repotirse un número infinito de veces. 

1.98. Los números do la sucesión 1, 2, . ; .. п que so dividen por pà deben 
toner la forma Тра < n, de suert que |< nipi, y, por consiguiente, la canti- 
dad de tales números es igual a n/pA. Do aquí se obtieno la fórmula requerida. 

Do esto problema se deduco que los coeficientes binomiales р (т... -, п) = 
= мї)... mal) зоп, por supuesto, números enteros, si calculamos cuántas 
veces blinúineto Primo р ligura en el numerador y en el denominador y si haco- 
mos uso de la siguiente desigualdad 


Iz + y) > lz) + ly). 


En el caso general resulta válido el siguiento teorema: sean dos sistemas 
de formas lineales: 


La 20 = У) арат, ки (8а. +++ Zn 
=“ 


= У) bnm, i= 
= 
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con coeficientes enteros no negativos bin Para que la expresión 


half 000. EnMalén 0001 зь)Ї... }ш(®, 0001 хы)! 
=> 
ПЕАТ 
=! 


sea un número entero para cualquier sistema de valores enteros по negativos 
Zi» + + + Zn» ез necesario y suficiente que en Lodo el dominio 0 < y, < 1,... 
sea O < yn < 1 de valores de las variables yy, . . ., y, Se satisfaga la desi- 
gualdad 


e 2, 
5, Hi (Yn << > 2 ШОГО 


‚ Del problema 1.98 proviene que la potencia máxima del número 5 
que divide el número 3111 = 7201 es 


AAA 4 E =144-4-284+5-+1=178, 


625 
y la pútencia máxima del número 2 que divida 7201 п mayor, puesto 
quo ya 720/2 = 360. Do aquí se deduce que el n iene en el extremo 
178 coros. 

1.100. Demostromos la fórmula recurrente N = W (n) = (N (n — 1) -+ 2)n 
donde la expresión encerrada entre las llaves significa el residuo positivo mini" 
mo según el módulo л. En efecto, si se sabe X (п — 1), entonces para hallar 
N (п) ве debo agregar un número y cambiar Ја numeración de tal modo que el 
segundo númera tachado en la nueva numeración resulte ser el número 2 en la 
numeración antigua. Entonces está claro que el número Y (п — 1) en la nueva 
numeración representará el número (V (n —- 1) 4- 2), y será el último número 
no tachado. 

Sea лу = 1, n< m< n <... <n <... es una sucesión de núme- 
ros naturales, para los cuales se verifica Іа’ igualdad М (n,) = 1. Entonces, de 
1а fórmula recurrente se desprenden las siguientes relaciones: N (п) = Nn, + 
2 (n — Ma-1) siempre quo лу. < n< np y N (ng) + 2 (hs — n, 
п, + N (na). De aquí obtenemos inmediatamente n, = 2n,., = 2% y N 
= 2n — 2log t д lo que se trataba de demostrar. 


Capitulo II 


MÉTODO DE FUNCIONES GENERATRICES 


$ 1. Funciones generatrices: 
propiedades y operaciones 


- N 
2л. = У ат У "= 


nmo n=0 
= N a i me 
22. ү*цу= У r= 2 an (D ")=( 
n=0 n=0 non 
a NH NA Nt 
al 1—2) ы 
оо Net a N+ 
23. p= У) rD atd at == (2 an) К 
n-0 m0 Ao 


d y Nt (МЕ) Nt ун 
-q [= MP Е == 


LANA DEAN N +2 Pe 2 
а =P х 


24 a= D н D "= 


п=0 n=0 


25. P= Ут) У ачи) (атт 


no "-% nao 
26. P= У) п)" У) an" = ar D misa (7 ^) = 
n= РЕС sx] — 
=_= 
= 
зл roD 9 = У ат У пи У п а 
= аг mall ма" 
+ Ў па У) па 0) > pr б (2 0) 4. $x 
par pr дес а= 
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2 apt 4 1 
«(2 e) =e i (Tir) tea (a) =” la) 

n= 

z 2а 2 28а _ allta 

йү к= = а + a + A = 045 

2.8. у") У mr У т у=: У т > me Lx 

"=o pan ak 

x(E т) Le 

nat 


donde g* (2) es una función generatiz de la sucesión g (н) = паа, 


29. "0 = р го)" = х nann 2 тшу" У пт 
Кол н па поа 
PER? TE 1 а 
чч а {2 м) о (ч) = тте = 
РЕ 1-0 


240. /* (а) = D рз" D Сач" = У) Capas (тап «ШЫ 


nmo "=0 nmo 


Y ЕН ma Y TS 
теб р 


Esto es el desarrollo en serie de Taylor еп el entorno del cero: 


пао) LA 1 LA E at: z ө p, 


(р t а — 1}, (0D (0) = 

а ез un producio de números 
necesario асі 

‚ cada 


ас: 


rin Aa 0) 27, 


mento de los factores en su valor 


Si la potencia es negativa, tendremos un a 
[on — k 4 1) 270908) = 


absoluto: dhz"0/dzk = (—n) (—n — 4) (—n — 2). 
= (Uk n (n + 1) (a + 2). s 
cide con el nuestro con una exactitud de hasta el factor (—1)*. El citado factor 
puede convertirse en 1 a cuenta de la diferenciación del denominador. Esto 
significa que la función tiene por expresión / (t) = 1/(а — )% En tal caso 


0) = реа р, 10) = = 1 0 а 4. De esto molo, 


1 
Wir 


* (2). 
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S 5 La a п. 2) 
RN аурат 


Е] ani not 
і Ў (DEP „ү ясла, Зу ЕРИ а 4 


mD ==> ГА М E dai 


е 
=p + 


212 = Ў лют 5 


n=0 net nel 

Esto coincide con el desarrollo de la función In (1 + z), mas está ausente la 
alternación de los signos. Para que el desarrollo tenga el mismo signo, resulta 
suficiente tomar z = —t. Entonces F (2) = Р (=D) = In (1-1) = (И + 
+ 0/2 46 03/3 4... + Mn ...). De aquí se ve que 


P= Р) 0) а (1 


—In((—as). 


аз. по D me У a 


nel n=! те! 


sip 3 Ter amh 


Introduzcamos las opa ИНИМ а (н) = а/л у B (п) = (—@)"/л! 
Entonces / (п) = la (n) — B (n))/2. Al sustituir esto en la suma, obtendremos 


ro-+3 lem) —P(n)1 [3 а (029 Ў в т 


ибаа 


al т=з: 
n=0 


жы z, ar 
=+[2, 5-3 МГ tet e= а (аз). 
і 


2.15. | п) = (а (n) + В (л)]/2, donde а (н) = а", В (п) = (—@)"/л!. 
Entonces 


мо Ў mr D lamt m= 


n=0 нео 


-[% awet È вн) E sD =т= 


1-0 n= 


-+2 + +3 ij- EHE оа (an). 
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= J) 0) "= У) зеп (ап) 2". 


Introduzcamos Ја función эр (а) = соз «+i зеп a y analicemos 


Е (2, 0) = >, ачр (0) = D Pleosa 410 at= 


$ mm cosanpi Ў) a^ sen an; 


КЕ] 


n20 


por otra parte, 
Fa а)= }) h= D = 


m0 


1 
(соза епа) * 


Se puede notar que 
РАПСА 


A 1 \ ы. 
= A | i 
1—1cosa-+lasena—142cosapizsena _ 250n a 

ma META 


1 
=F 1—2: соз @--:# соз? а | senta 
2.17. Introduzcamos la función y (0) == соя -l-i sen æ. Demos a conocer 


П 
también otra función auxiliar 
D lcos adi sen aman ала) У ү 

по 


Fi, a= У) wr 
ре? 


1 
2(соза репа) * 


Por otra parte, 


F(z, а)= У) [2(сов аЬ кеп а)" = У) з" (о 
10 io 


ja -+i sen na) = 


= Ñ meosna-t iX senna. 
Е “= 


En tal caso podemos observar que 


1900) У) mM cosan Fl, a)J—Fa, —all 


лсо „= 
1 4 1 
=ч times +=) ]= 
1Җ t 1 
2 ата e ll 
П 20: cosa) __ i—rcosa 
— AR cosa +21 


TZ Т2 соза 01 соза а епа 
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248. F у=} Ее) = Y) {(а—1}\:б =: У) (а а 
КЕЛ = ЕЛ 


ЕСЕБИ 
Es 
F* (2) =2f* (2). 


249. Р = Dor D eoms LY (= 


n=0 n=0 к=! 


[E wa- п9]- 2919. 


ке 


220. ге а} = D tor È (rar Угон 


nen n=0 
ht 


-+[2 ТРЕ) поето тон 


— r-0 


2,21. Fe (0) = $ F (n) = Ў (п) ала» 
nao КЕ 


Y Ан)" Је) = /* (оз). 
nao 


2.22. Fe (у) = У nfin =: У а (mt 2) ER U (n) 29 = 


n=0 n-0 1-0 


£(2 we) 


2-0 


Fr. 


28022 DIOr= а 4.5) AWD (td 
кк) 
а 


+10 a) = ДО + 


x D ганг 


0 


т-а 


TES 


2.24. Ре (=D) (n—k) n= 5 10 "к = 
AN E 


nek 


= rhf* (2). 


2.25. ре) У Varo (аў): = 2) tah ar 


n=0 n=0 n=0 


9) р EOI 
z z 
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t48 


Ў 0) а пав = 


= a 
2.28. Ре (0) Y) У) Р) в (п) зт = 
05 


A 
ї 
a 


= Y MODERA Р (n) е (01 = / (0) Y е (n) me 
= = 


HID Ду AI AA Y) еи) ата. (0) q? (9-6 
“ = 


HAU) ве (04е (2) У) Ра) зч де (а) ° (0). 
КЕЛ 
o А 
2.27, Fe (2) = 3 Ри) а= 3 1-0 F=3Y a o 
neo nt at 


= A o. ПИС 
= Zone] s (2 шы ma) aa (22) ds 
z 


=} ауа. 
° 


еы p E yo E LE з 
2.28. Fe (s) Dre nt =2 Ж 02 2 Ent 
ami _ LOAD а _4 дю 
de +È TFN” A 2. O 


Le 
= 0. 


220. е У) Ln У) LIL ыле а y] 0 _ 


n=0 


= » 
2.30. е) = У 20. Y LOL айт). 
А 


CARR an ^^ 


t z > z æ 
=Š тк }} ЫЕ (2 й) e 


nh ° 


зз. кещ = Y 100 л У аю" 
"+ 


=) -. { (9а. 


2.32. Ре) = У) нанд) "= 


ло 4 de 
= 010. 


n=0 r=0 m0 7-0 


ы TO 
x (qn ») y Paz Зра к). 


zm. кш = Dn Y E Е 
нао Буе Н 
абы) nmn) а (У А ym 5 
-l E аа )=(2, гта 2)... (2 


=!@)... (4). 
2.35. Еп el primer caso tenemos: рага |x| <1 
(a У) ( $ ) == 2 A IA (а 
А0 һо 
a У леж): MERO ke E (ар Ju. 
no 0 


ре еме modo, += У) (ae us ) zh es una Innción generatriz de 


(2) 
=0 


las combinaciones con repetición ilimitada de los elementos y sin restriccio- 
nes del número de apariciones de wn elemento de cualquier tipo. Luego, 


A 


кр A=0 
=È ("ite D (i)e D (1) 
es decir, «=> E (0) + es lo unción generatria de Jas combi- 


naciones con repetición ilimilada de los elementos, 
condición adicional de que en la combinación ligura 
cada tipo. 


mpre que exista una 
menos un elemento de 


236 


2.36. Tenemos 
У л (а= У Y ааш Y ще and. (2,29 
ET LI аў 
ј=1 isi 1-0 1=0 jæ 


Тадатоз nso del resultado conocido consistente en que 


а 

S p òn. ї= (mód n), 
t-s 

2 а к ( O, Iæ k (mód л). 

jm 

En este caso el segundo miembro de (2.27) se reducirá а la función generatriz 

һА@) (2), lo que demuestra (2.2). 

2.38. Por cuanto Су (0) = (1+ гүл"! = (1 4 2) Ca (2), ln relación а) 
se deduce, por ejemplo, del resultado del problema 2.20 Sobre la convolución 
de dos sucesiones. Las identidades b) y с) se ileducen de (2.3), si ponernos z = 1 
y а=: —1, respoctivamento. Con el fin de demostrar la identidad de Vander: 
monde, supongamos que m = t, т — 1. Podemos escribir (Le- 29 = 
= (1 4 ут (1 4- 2)", y, entonces, d) se deduce de nuovo del probloma 2.20 
sobre la convolución, 

Observemos que la relación recurrente a) representa un 
pata т = 1; d) es cierta de un modo trivial también para 
«que puede verse con toda facilidad. 

2.30, Pongamos С (2) == (1 — луз) (1 — лы)... (1 — 2,2). Por un lado, 


зо particular do d) 
=0y mom. lo 


М a 
Cl =14- У) ом(х,..., a) (MR Ў) (O (та, лд) 2". 
met mai 


Por otro lado, 


А лааг Ж ны РУ 
-hnc D ni-m У) Y E = Эбине, 


i=l iet jet jar 


es decir, * 


Sy (z, 
7 


со (- E 20 5). 


= 


Al comparar entre si ambas expresiones obtenidas рага С (2), obtendremos (2.4). 
2.40. El primer miembra de (2.5) es 


(а (i)a, И) 24... Бар, (1) 2046...) (4 (2) аз (2) 224... 
Сонар, (Ba...) oa (ао (0) наз (п) aanp AN 


Hallemos los coeficientes de las potencias diferentes de z en este producto, Está 


1 "Ц а, (0). 


у=! 

Con el [їп de obtener el cocficiente de z”, donde п >> 0, tomemos ol ky- 
ésimo término en el 1% factor, el k,-ésimo término on el 29, etc., y por fin, el 
k,-ésimo término en el n-ésimo factor; en este caso los números з + л 
һап de satisfacer la relación n= йү + 2k, |... -+ nkp, es decir, delinir la 
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claro que el término independiente es 


partición del número н. De aquí encontramos que el coeficiente de 2%, n > 0, 
en el segundo miembro de (2.5) es igual а 


[| aoim) У) ам, (0а, (2) >>> а, (т), 
ment лн) 
y la relación (2.5) queda demostrada. 

2.41. Poniendo en el problema 2.40 para cada j =4, 2, ... todos los 
ау (1) (k= 0, 1,...) iguales a 1, en virtud de (2.5) obtendremos: 


ll ле? 
Кы 


Й (раз. ед. 
а 


„+ 2 D i= М) рыт p (r). 
Яа ойу ото 
Por otra parte, 
|| (de... [ау 
f 


lo que demuestra la relación (2.0). 
2.42, Pongamos en el problema 2.40 para cada 


1,2,.. маф oN 


(к = 0, 1, .. .). Entonces, en virtud de (2.5), tendremos 
J| аини... yt 
Г 
+1" У) а У SAY Y рам. 
х од» © а я» Ей 


Рог otra parte, este producto es igual a |] (1—yzi, lo que demuestra la 


relación (2,7). 
2.43. Supongamos que en el problema 2.40 ax (/) = 0). ¿=4, 2, ses 
4, 2, ... Entonces, por una parte, en virtud de (2.5) 


ПО Р 


nci am) 


por otra parte, 


ÚS pae f] i-s 
ll, 2 ml oe 


Al igualar los segundos miembros de las relaciones escritas, obtenemos (2.8). 
2.44. Tenemos 


= (77) > 


П онл (337 


j=l he0 


Alsuponer en el problema 2.40 а, (j) = yħ/(kl), j = 1,2,.. 


obtenemos, empleando la fórmula (2.5) 


æ 5 pe añ z КО 
П { ы өз а AA 
жа ао 1 am 


lo que precisamento demuestra (2.9). 
2.45. Tenemos 


Ў з" у rws Y (Уз ушм) 
п=0 am) i=i ‘n=0 am) 


Examinemos el i-ésimo término de la suma respecto de í del segundo;miem- 
bro, Haciendo uso de la relación (2.5), en la cual ap (j) = а (k), si } = 
вк () = 1, si i j, de suerte quo 


Ai (z)=a У) kzin, ду 0) = 
ко ко 


„жь 


obtenemos 


È "2 ам [] ло (a Š кю) T 


те! п) jm h=0 jwi 


Pero У) kah = 9 Ahora, te- 


А0 
niendo presente (2.6), encontramos 


DrD ам (2) а-ә 
п до ja 


de modo que У) йшй = 
ч е0 


De aquí ве deduce el resultado requerido. 

2.46. Hagamos uso de los resultados del problema 2.44. Veamos el primer 
miembro de la igualdad (2.9). Tomando en consideración el resultado del pro- 
blema 2.35, tenemos 


A A ә= 
h=0 ren j=0 
S an a paa 
=2> 2 ЖЯ (А1) 


Comparando los coeficientes de 2% en la última expre: 


ón y en el segundo miem- 
bro de (2.9), obtenemos el resultado necesario. 


5 zi 
2.47. Desarrollemos la suma 2) = У) aj ҮС e" wna serie de poten- 
=! a 
cias de z y obtengamos 2) = 2) ау 2) 293. Cambiemos ahora el orden de la 
[сы ка 
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sumación. Con езіо fin observemos que el producto kj recorre todos los valores 
naturales de 1 a оо y es igual a n, si j recorre toda clase de divisores п. Por eso, 


2” У а. 


жи ойт 


Así pues, podemos reescribir (2.10) en la forma 


de dondo, según la defi 


бп de р (z) (vénse problema 2.41), obtenemos 


Ў у) Ў "Y ри У) аа. 


к= КЕ 


Al comparar los coeficientes de z” en el 
de la última relación, obtenemos (2.12). 

2.48. Pongamos en (2.12) ar = i (i m 4, 2, +): Entonces Z (n) = K + 
Фок. + nka y (212) toma la forma 


23 D а d 


am) итеп div 


rimer miembro y en el segundo miembro 


lo quo domuestra el resultado requerido. 

2.49. So desprende inmediatamente del resultado del problema 2.47, ві 
ponemos а; = ay = . = 1. Entonces L (л) == ky + ka A- кк. 

2.50. Multipliquemos ambos miembros de la fórmula (2.13) por алс! y 
sumemos respecto de п desde 1 hasta co. Tendremos como resultado 


= en 
Ў) mp Y] з" У) Paonr 
=“ =. жо 


El primer miembro de esta igualdad es р” (2), mientras que ol segundo es igual 
a P (2) о (2). De aquí se deduce a). Luego, de a) hallamos р” (Р (© = оң), 
lo donde 


de suerte que р (=) =ехр (2) on) y la relación b) queda demostrada. 


nt 
La representación de с) para р (z) se desprende de la forma de la función genera- 
triz para los polinomios Cn (04, - 

igual 


9а). En fin, la identidad d) so obtiene, si 
ias iguales de z" en la ropresontación с) 


Fa los coeficientes” do pol 
(z) 


or ma que la хонаба (2.14) se cumple. En tal caso, al difo- 
е z los miembros primero y segundo en (2.14), abtendromos 
F' (z) = exp (E (2) Е' (2) = E" E F (2) 

A tgualue аво еа 86 80 a- 0, en Los miembros primero y segundo, 
поз convencemos de que la igualdad (215) es válida. Viceversa, si tienen higar 
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las'igualdades (2.15), entonces, al multiplicar sus miembros primero y segundo 
por ES 2% y al sumar respecto do п desde O hasta œ, obtendremos 
a 


e эйс A 
Р Ж bna O 
n=0 n=0 3—0 
Б> a аз 
= lr) Mor) Фе 
n=) j=0 


do aquí obtenemos la ecuación diferencial para F (2): ФЕ (0/F (ту (х) dz. 
Al resolverla, obtenemos F (z) = E (2) + С, de modo que F (z) = БС, 
Para hallar la constante С, pongamos т = 0 y, considerando que F (0) = 


торту 10) = в = 0, encontramos е0 = i, es decir, C = 0. De aquí 
so deduce (2.14). 


$ 2. Números especiales 
y funciones especiales 


2.52. Gl subconjunto M, с M puede ser elegido empleando ( ") procedi. 
méto- 


МУ... Mica) hos restan 
lidades. Por eso 


mientos, luego, АТ, сс MNM, puede ser definido empleando р, Д 
dos, etc., рог (іп, para definir Afa 


(ит) (т) рові! 


rr 
(ay por т-а 
е (ч) (е) 
ni (n=)! (AN 
Г и а *°° Y EST RA 
ni nl 


гч отр ри 
lo que se trataba de demostrar. 

2.53. La solución se desprende automáticamente de la afirmación del 
problema 2.52. 

2,54. Cada partición del n-conjunto engendra cierta familia de permuta- 
ciones (sustituciones) de n símbolos. En efecto, si (21, . - -, zp) es una de las 
partes de la partición, entonces a baso do los simbolos xy, .. ., xy pueden for- 
marse (k — 1)! ciclos, ordenando de diferentes maneras dichos símbolos. Por 
eso, de cada partición del n-conjunto, que tiene k; partes de dimensión i (i = 
=1,2, ..., пу pueden formarse {01да (11)%2 (20)ка .. . ((n — 4) kn permuta- 
ciones distintas que tienen kų ciclos de longitud i. Al multiplicar Ba (Ki, +. ++ kn) 
por esto producto, obtendremos a). La fórmula b) se deduce ahora de a) y del 
problema 2.53. 

2.55. Supongamos que el conjunto M se compone de los elementos аз, +... 
+ аһ, an у. Veamos cualquier partición 5 y admitamos que un subconjunto 
que contiene ap „у incluye también k otros elementos, 0< k < л. Si k es fijo, 
el número de tales particiones es igual a e 


Вк. En efecto, los citados k 


elementos pueden elegirse del conjunto (aj, » +. а„} emplermdo (7) métodos. 
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mientras qu 
en clases 


isjuntas. Cuando Ё = п, no q 


(coordinación) Въ = 1 incluye esle coso tambi 
) Вк respecto do k, obtenemos el resultado requerido, 


n 
( 
prel 
posición de 1 
ro п se determi 

ue satisfacen 

le partes, iguales a 5, en la 
una de tales particiones п, el 


2.56. Toda clase de р 


:onjuntos que integran 
рог el juego (Xy, ka, 
relación k, + 2k, + 


mero de р 


k, s-subconjuntos es igual а Bn (Ki Kar + > 


2.57. a) Tenemos 


ue el conjunto do n — k elementos 


tición del número л (s = 


tantes admite Bp-n particiones 
ingún elemento, mas el acuerdo 
Al sumar 


меда 


los números 


ones del n-conjunto M pueden ser ordenadas, 
ando diferentes particiones del número n, las cuales determinan la com- 


partición M. Toda partición del núme- 

‚ Kn) de números enteros no negativos 

F nk, = n, dondo k, es la cantidad 

{,.. n). Para cada 

articiones del conjunto Л] que contienen 
2. Kn) (véase el problema 2.53). 


жа a E a a ) 
(2, Жс J= П erf )=П (2 гк”) = П а 
5 [= a ; 
donde 
a ГА 
A= 22 ан A an гуту" 
ас 
Соп ayuda de (2.5) obtenemos 
j A EN 
2" ГАД 
aD nid 1-25= 
{2 т) кє о Д ТТИ 
ТАТИ 


m0 n 

lo que demuestra la relación (2.18). 
Un caso particular de la relación (2.1 

En efecto, suponiendo y, = 

y tomando on consideración 
Ъ) Demos a conocer la demostración 


p=. = ур. 
(247), demostramos Ja 


8) es el resultado del problema 2.57, b). 
= 1 еп la fórmula (2.18) 
fórmula (2.19). 

directa do la fórmula (2.19) que emplea 


los resultados del problema 2.56. De ésta obtenemos 


B=D 57 


n=0 СЕА 


2 


nl 


ï ay sal 


aai 


Е 


Мочітетоз que el segundo miembro de esta expresión es igual a 


иза 


de donde se deducirá la fórmula (2.19). Mi 


)=П ON 
ка 


а, el hecho de quo ol segundo miembro 


de la primera expresión es igual al primer miembro do la segunda se demuestra 


empleando los resultados del problema 
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2.40. 


2.68, Tenemos 


Сл, Un) РЕН Bu (kys у... O na 
күк, 


аууу pa (OL Y, Mas <<<, (MD), 
Тог consiguiente, de acuerdo con (2.18), 
2 сао coo A ZO. їз... ln) a 
на sal 
exo D (bt 


y la relación (2.21) queda demostrada, 
2.59. Da acuerdo con (2.18) tenemos 


ef У | у un] ta ЕГА + 
a ii 


donde, según la definición del polin 


OO) У Bn (А, 
эу, жт, 


io de Bell, 


кдл)! ga) re 


жаза, 
> Y E 
Ал анла 


=f a 
к=! күк. а, 
ГТ 


= Y) Ynasin 
p= 


De aquí se deduco (2.23). Suponiendo en ima relación z = A, obtenemos 
(2.24). Luego, de (2.23) Megamos a que por un lado 


HZ уа. 


mtb 


В (kys seas Кш! л 


A 


= а КҮС 


hel nch 


por otro Jado, 


{Ў 
ias 
do donde se deduco (2.25). 


2,60. 3 Esta relación recurrente es un corolario de los resultados de los 
problemas 2.50 y 2.57. 
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b) Directamento de la dofinición de los polinomios Y, (Y, - - ++ Un) (véase 
(2.47) obtenemos 


Yn (Су, <<<, Ста) = Ў Ba (ki, 0 kn) (Си)... (Стра) "= 
E 


у зз 
2 


k, 


AD ATA 


=C" У) һм... 
тл) 
у b) queda demostrada. 
с) Al diferenciar los miembros primero y segundo do la relación (2.18) 
respecto de уу, encontramos 


ОСТА 


Dar” Qro e (0) 90—109, 


donde 
„о E aa 
10-2 Үл, ar OT 
Teniendo en cuenta (2.18), concluimos de aquí que 
Sa 2 ы nya 
gy een mira (1+ Yawn o о) r 


пеј ni 
Igualando los coeficientes de :" en los miembros primero y segundo do la última 
expresión, vemos que 


1 ò a ч Р 
тг" Wi en н) = ратур т о ++ Meh 


y cy) queda demostrada. Como consecuoacia, queda demostrada también e.) 

рага г == 1. Cuando г => 1, cy) зе demuostra por aplicación roiterada de la 

Operación do diferenciación. Ёо efecto, al diferenciar r veces los miembros 

primero y segundo de (2.18) respecto de уу, obtonemos por analogía con lo anto- 
юг 


2 ayee "ө „(+7 Yawe oen а) Ду! 


de donde se desprenden las relaciones e) y c3). 
d) Con ayuda de (2.18) encontramos 


14 уза II 


a 5% 


(++ 2 узш. о) (1+ Ж үнө... 401г 
a a 
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Igualando los coeficientes de г” /л!, obtenemos de aquí 
1 5 Ya 
E) 
[и 
de donde se deduce precisamente d). 
e) Еп virtud de су), tenemos, ev 


lentemente: 


E o y dle А 
(nt Ж азу} пн D ve тс Уат 
Кап Єт 


К (нун. 


lo que, de acuerdo con a), es i 
2.01. Las relaciones para los c 
зо deducen inmediatamente de los res 
él уу = 1 para j Є H e yj = 0 para j 6 H. 
тоз В, (Н) se pono de manifiesto por a 
números de Bell Bp. 
2.02. a) La afirmación está clara: las relaciones $ (m, 1) = 1, S (m п) = 
h 


+= 4 se cnmprucban de un moda directo, y la relación №) 5 (n, 4) = Ba so 


deduce de la definición del número de Bell (problema 
Stirling de 29 género. 

b) Avalicemos los conjuntos р, з = (лу, ози) Y Mn (20 + e on Inde 
Cualesquiera particiones de jin en k partes pueden obtenerse de las particiones 
de juny en k y k — 1 partes agregando а н, el elemento т„. Si está dada la 
partición de jin -i en А partes, el elemento zn puedo formar parte de uno de los 
conjuntos que constituyen dicha partición, lo que nos dará como resultado k 
diferentes particiones de jin en k partes. Si, en cambio, está dada una partición 
Чо fin. en k — 1 partes, entonces, al agregar x,, se dehe formar wn subconjunto 
Чио So componga е un solo elemento zn y esto nos dará ima partición más do 
Jin еп k partes, diferentes de las antecedentes, Estos razonamientos demuestran 
procisamente Б). La cond а] no exige explicaciones, 

с) Ordenemos toda clase de particiones del j-conjunto p en k partes, Con 
esto fin prefijemos k números enteras positivos тү de tal indole que тү гае 
+... + rr = n, y examinemos tifoi + n)-yarticiones del conjun- 
to п. El número de tales p: а parla fórmala del problema 
2.52. Por cuanto en cada partición de este tipo el orden del conjuito no tiene 
importancia alguna, obtenemos 


Smash om 


Hor 
lo que demuestra e). 

d) La demostración es anilo 
para el número de Bell. 

e) Suponiendo en ја relación b) k= n — 1, obtenemos 

5 (а, n—1)=(n—-1)S (n= 1, n AS а 
ЕЯ n— 2) 

= (п — 1 + (a — 2) 5 (1-2, п 3) 


MH), 


ОРТИС 


y с) está demostrada 
ев de la función generatriz Byr(z) 

problema 2.57, si ponemos en 
El sentido combinatorio de las núme- 
alogia con el problema 2.56 рага los 


а 
5) y de los nùmeros de 


21 ас“ 


Е 


а la de la representación del problema 2.56 
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A contin 


‚ tenemos 
Sin, n=2)=(n—2) S (14, n—2)4-S (8—1, n—3)= 


0-2 ("7 Das, Өн: e “02 (171) нез ("7 


4502 0002) ("7 Peal hs 


ШЇ 


2.63. Multiplicando los miembros primero y segundo de la relación b) del 
problema 2.02 por уй y sumando respecto de К, obtenemos 


EET PE cae ГА 


РЕА aa 2 $ 9-1 поз Y вее к) = 
=y| Y AS(n—A, y У) S (4, k1) yh 
[š mr Š зи dl! 


о bien, lo que es lo mismo, Pp (y) == y 14Р, 1 (у)/ду + Р, 018 2.30) 
шый demostradas La жазады las Тага (УУ yd dues 
eque 


© жо, р Pra =V E Pa WPa 00 


2.64. Observemos que de la definición de polinomios de Bell se desprendo 
que, cuando n > 1, en virtud del problema 2.62 d) tenemos: 


Ya +++ y) 


Heth, 
В, (ка, <<, kn) y na 


а ка) 2 S (n, k) уб = Pn (у). 
e 


Por eso, al poner en da анна primero y segundo de (2.48) y = y, = 
+.. = Yn = y, Obtondromos 


+ Pr => (Y ri} ГТА 
=! 


ni 


lo quo so trataba de demostrar. 
2.65. Por un lado, según la definición de función generatriz, tonomos 


sase a Sim, нз) E 7-5 [35 РГА 


nao aco 
Por otro lado, de conformidad con (2.32), encontramos 
1 
Sie = Ў rem 
а-о 
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Comparando los coeficientes de yk en ambas expresiones obtenidas, llegamos 
a (2.34). 
2.66. De (2.34) obtenemos 


1 
W= 


ех Аа (е0) 


араа 


пр 


=u l 


= ggr C gr ОА 0 4 Ya (a 


lo que se trataba de demostrar. 
2.67. Como se ha mostrado en el problema 2.66, 
dY y (т)/йт = (ех —1)\-1 ех 4)! =e* Y 1 1 (2). 


El coeficiente de z" en el primer miembro de esta relación es igual a 5 (n -- 1,&)/ 
/nl y en el segundo miembro, a 


3 


инеп, í, jino 


Igualando las expresiones obtenidas, obtendremos la rela 
que la resolución de esto problem 
método que en el problema 2.62. 
2.68. Por definición de los polinomios Р, (7) (prablema 2.63) tenemos 
net ^ 
Pan (h= Y Sindt, am Dil e). 
A 5 
Haciendo uso de la identidad (2.36), obtenemos de aqui 


ión (2.3 
on facilidad empl 


). Observemos 
ando el mismo 


Бад, alà (1) а= 
ho е 
== 3 (1) [х su, 199] "Ў (Hem. 
E] со 


y (2.37) queda demostrada. 
Ahora, de conformidad con la relació 


(2.30), tenemos = Р, (29/42 = 


= Paa (2) — zP, (7). Haciendo uso de (2.37), encont os de aquí 
Н мар 
4 п 
а Ра D) (p) пора =a Y (p) Рк), 
Amo кя 


lo que demuestra (2.38). 
2.69. Con ayuda de la función generatriz para los polinomios de Stirling 
(problema 2.64) encontramos 


{+7 ÓN 
а 

== уу = 
to к 
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Al comparar los coeficientes de iguales potencias de z en los miembros primero 

y último de la cadena de igualdades escrita, obtenemos (2.39). Suponiendo en 

(2.39) y = 1 y teniendo en cuenta que Р, (1) = Bp, obtenemos (2.40). 
2.70. De acuerdo con (2.34), 


Pr (2) = 14 (aP, (т}Ї/дт. 
Haciendo uso de la identidad (2.39), obtenemos de aquí 


AO Му з > ES 
O ррг= У (+з, 
= үе pa 


y (2.41) queda demostrada; (2.42) se desprende de (2.41), teniendo en cuenta que 
cuando z= 1, Pra (1) = Bn sy 
2.71. Haciendo uso del problema 2.62, b), ‘podemos escribir 


Sr(2)= Ў S(u+k, k) m= 5 US (нЕ, AS (ad kt, 0) зп = 
= х= 


=k Y Set, DANS (RA, ki) 


no n-0 
=k: У 5(п-Е®, a У) S (RA, к) 27, 
КЕП 50 
puesto que 5 (k — 1, k) = 0. Ре aquí obtenemos 
Sh (2) = Ка (2) + Srs (2), 
de dondo so deduce (2.44). La aplicación reiterada до la relación (2.44) conduco 
а (2,45). 
2.72. De (2.43) y (2.45) encontramos 


У з. №2 


тел 


un (2). 


Al poner aquí 2 = 1/4, obtendremos 
up (1/0) = 1 (1)... (t — K) 
y е1 desarrollo en fracciones simples nos da 


apea 0 


1 
Al poner otra vez === 1/1, tendremos 


7—1 
ча сук н = 
un mL У (i) EA У e (5 ДД тә. 


i=0 i=0 n=0 


i=0 


El coeficiente de 2" en la última expresión es igual a 


sn Y Bo e 
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y la representación (2.47) para los números de Stirling de 20 género queda do- 
mostrada. La fórmula (2.46) se obtiene de (2.47) por sustitución de la variable 
do sumación. 

2,73. La función generatriz uy (z) del problema 2.72 puede reescribirse en 
la forma 


иа +...) 00224 22. 


Utk юа+...), 
de donde viene la afirmación del problema, puesto que 


MrH) (14H24 ... ИУ. 


ү. lih ee др 
15 SL qm 


2.74, 1) Por defin 
tomemos al principio 1, 
tendremos 


1 do los números do Stirling de 29 género 
бп citada en el problema 2.62. En tal caso 


(2—1) 1 
к= ере Ў) Y AD а pa, 
Amo 
o bien, de acuerdo con el problema 2.65 (fórmula (2.34), 
IN kH Y= 
1-0 
=D rr) ов У So, Yir- 
һо — 


Hallomos e igualomos entre sí los coeficientes de t” en los miembros pri- 
mero y segundo de esta relación. Obtendremos 


$e pu 
Irre) 4r A ADS (a, А, 
nao пто" асо 
de donde se desprendo (2.49). 
2) Ahora por definición inicial de los números de Stirling de 20 género 


tomemos la relación (2.49). Pongamos, para mayor comodidad, 5 (0, 0) = 1 
y S (0, k) = 0, si к 0. 


Por cuanto z™- 


ni 
У) 5(#—1, k)z(z—1) ... (х—К--1), entonces para 
к=! 

n>1 hallamos a partir de (2.49) 


nt 
E E (к=. 
к 
n-i 
=(z—k +k) У) 508-4, dr (21) ... (2—0) = 
к= 
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п! mt 
Y 500—4, К) 200—0)... AER S(t, rr) 


=2 
х= к & 
Ауе У 15 (0—4, RD 85 (ML A) (е0. 
к= 
Por consiguiente, 
È Sim, ra (a 4 1)= 
к 
nt 
= Y 15(1—1, 04 AS (0—1, Юр (00)... (AMM. 
кч! 


Do aquí se deduce que рага п > 1, 5 (п, k) == 5 (n — 1, k — 4) 4 kS(n — 1, К). 
Cuando л = 1, do (2.49) hallamos inmediatamente que 5 (1, 1) Para cual- 
quier л > 0 todos los números 5 (n, k) (k = 1, . . ., п) se definen unívocamento 
por sus Condiciones iniciales. Pero, con arregio al problema 2.02, los números 
de Stirling de 2 género se definen por la relación recurrente dol problema 2.62, b), 
la cual coincido con las condiciones iniciales análogas escritas más arriba, Por 
consiguiente, la relación (2.49) defino los números que coinciden por completo 
con los números de Stirling de 29 género. 
2.75. De conformidad con (2.19) obtenemos 


=B (z) B(=2)= 
PÈ rng). 
[К] 


De aquí, соп arreglo al problema 2.20, encontramos 


1 
= Ха D IA 
moo n 1>0 
күп 
de donde se deduce el resultado quo se demuestr: 
2.16. Estudiemos las permutaciones de n símbolos (21, ..., zp) con k 
ciclos respecto a la posición del elemento zn, el cual o bien forma o bien no forma 
el ciclo unidad. Si z,, forma en la pormutación el ciclo unidad, a dicha permuta- 
ción зе lo puedo poner en correspondencia una permutación de n — 1 elementos 
(ey » ><» т) con k— 1 ciclos. El número de estas permutaciones es igual 
aC (a — i, £ — 1). Si zẹ no integra ol ciclo unidad, el número de permulaciónes 
buscadas será igual al número de métodos, con ayuda de los cuales el elemento 
xn puedo ser incluido en las permutaciones de n — 1 símbolos (con К ciclos 
cada una de ellas) sin quo so formo un ciclo nuevo. Este número es igual a п — 4 
Puesto que еп cada ciclo de longitud ғ se tienen exactamente r diferentes posi- 
ilidades de incluir z, y, según la suposición, la suma de longitudes de los 
ciclos es igual a n — 1. De estos razonamientos se deduco (2.54); (2.52) so deduco 
de (2.51) y de la conexión de los números s (n, k) y С (n, k). 
2.77. Al multiplicar ambos miembros de (2.51) por zh y al sumar respecto 
de k desde O hasta n, obtendremos 


С. (0) Y) CA, 60) ца 0) У) C (nA, йул = 


Ko КЕ 
== Y) Crd, ki) 74 (04) Y) Cut, k) z= 
к= 0 


Спа (2) (4) Cni (2) = (24а 1 }С„ (т). 


De aquí (2.53) proviene por inducción. 

La fórmula (2.53) puede demostrarse también del modo siguiente. Es ovi- 
dento que Cp (2) = Cn (2, z), donde Cp (=, .- .. т) se definen on el 
problema 2.88. Por consiguiente, de (2.21) hallamos 


со 


ехр{—т1а(1—:) 


= Y) (М1)... (en) 7 


Г 


de donde proviene (2.53). 
2.78. En el problema 2.77 se ha mostrado que 


Сл (з) = a С(п, kar (rd) (ет 0), п=1,2,... 


Teniendo presente que С (п, k) = (— 0)" s (n, k) (véase problema 2,76), 
obtenemos (2.54), 

2.79. El hecho de que los números (—1)%*R з (п, №) son positivos se des- 
prende de que (—1)"*® з (n, k) = С (n, k), donde C (n, k) > 0 por definición 
(уна el problema 2,76). La representación (2.55) se desprende directamente de 


2") во, Multipliquomos ambos miembros de (2,52) por уя — 4)1 у, al 
sumar respecto de п desde 1 hasta оо, obtendrem 


2 т-а © n-i 
Den шар! (п, A A 
nat 1 


4 
Ў 00504 о чу 


es decir, dyp (z)/dz = ук (2) — xdyn (2)/dx, de donde so deduce (2.56). 

Estación та оиса Can Tael ISA por inducción. En efectos por canelo 
уо (2) = 1, entonces рага k= 0 (2.57) es válida. Supongamos, ahora, que 

(2.57) so cumple para k — 1, y comprobémosla para А, Ре (2.50) obtenemos 


(142) dyn (х)/дт = Па (14-2)P/(*— 91 


o bien, lo que es lo mismo, 


(ж пашу" 1 
un == {| Еу сае тиг Па ЧЛ). 
o 


lo que se trataba de demostrar. 
2.81. Tenemos 
ан ##=—-. (сту, 


n=0 
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De aquí obtenemos, en virtud de (2.54): 


а= >) a s(n, K) ^) =s (2), 
2-0 ho 


lo que se trataba de demostrar. 
2,82. De acuerdo con el problema 2.80, tenemos 


A d 1 1 
D sati, TSG в (A т 


п=0 

о bien 
© ад E ah = 
У зані, o D s(n, в D nr 
n=0 10 — 


= a D s н e аге 
пто jeo 


Al igualar los.cocficiontes de 2" en los miembros primero y segundo do esta 
expresión, obtenemos 


А 
(tt, Юе D) (nj, 0) 
mo e 


lo que es equivalente а (2.58). 
2.83. De (2.49) y (2.54) hallamos 


n n һ 
але Y Sn, rl). (20) У) 50, ®) У) (Ж, т) ат 
к=! А1 m=i 


- ў [2 S (n, Юз m] am, 


de donde se deduco (2.59) para 1 < m < n. Pero (2.59) se verifica también para 
cualesquiera otros valores de m, puesto que ambos miembros de (2.59) en este 
caso son nulos. 

Demostremos (2.60) procediendo en е1 orden inverso. En efecto, 


” 
rt)... (п) = У) s(n, у) у= 


n y 
= Y s(n 1) Y S(v, т) 202—0)... (ет) = 
= "0 


n " 
= J} z(z—1) ... (ет) J) s(n, v) S (v, т). 
mo vm 

Al comparar los coeficientes de z (z — 1)... (z — m + 1) a la izquierda y a 


1а derecha еы deben ser iguales), obtenemos (2.60). 
2.84. Teniendo en cuenta (2.61), hallamos 


E Sm A= У) Si, v) Y (у, Юа У ar У) $(л, у)з(у, k) 
= = к= a 
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y'en virtud de (2.59), 


У) Sin, у) 4y= У) алӧһһ= 


у КЕП 


por consiguiente, de (2.61) se deduce (2.62). Viceversa, con ayuda de (2.62) 
podemos escribir 


Ў ма Ў stn v) Ў зо юл Ў As Ў ць DS 
a A a ara 
y, en virtud de (2.60), 


У: Уе 2 Aróna = Ап, 
S 


уч 


es decir, de (2.62) se deduce (2.61). 
2.85. Рага п == 0 la fórmula (2.63) os válida, puesto quo por dolinición 


s (0, 0) = 4, В, = 1. Son, ahora, л > 1. Entonces, do acuordo con ol probloma 
2.02, a) y (2.60), obienomos 


sin, k) Br= (п, k) Sik, 0= 
Asmane Y зо 
Zu Р 

эй (n, ®)5 (k, Q= Y бабала. 
РР д 


2.86. Рага п = 0 (2,64) tiene lugar, puesto que s (0, 0) = 1 y Po (z) 
Luego. de asuordo con (2.00), obtengnoa! 700 9 0 E 


У sin, DP (2) = У) sin „ж S(k, pi 
K Es 


=i к= 


no a a 
-=2 zi У s(n, 050, у= У) абула = а^, 
jm0 Ај jmo 


y (2.64) queda domostrada. 
2.87. Cuando n = 0 (2.05) se verifica, puesto que S (0, 0) = 1 y jo (3) = 1. 
Cuando n = 4, 2, . . ., de acuerdo con (2.54) y (2.59), tenemos 


a А А 
У SM 000 Y) 50, Ys pa 
o © A 


= Ў zi У) Sin, se {}= У) адбу nnman. 
Í=0 к=о0 j= 


2.88. Cada alojamiento de diferentes mostacillas en distintas células puede 
interpretarse en los términos de (т, г, Tm)-particiones del n-conjunto М 
de objetos disponibles. En efecto, el alojamiento de los objetos en células es do 
tal índole que en la í-ésima célula están contenidos r; > 0 objetos; гү + "+ 
Feres та = л ез una (л, ту, -- -s Tm)-partición del conjunto Af (véase 
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problema 2,52) y el número de tales particiones es igual a а (лу, . <a Fm). Evi- 
dentemente, en vista del problema 2.52, obtenemos 


У nl 


Bm me 2 oir, 


nt 


КОЕ таты 
r¡>0 т! 


De aquí, con arreglo al problema 2.62 с), llegamos а la fórmula (2.66). La expre- 
sión (2.67) para los números y (n, т) resulta ser ahora un corolario del problema 
2.72. Para demostrar (2.08), cams so de la relación recurrente del problema 
2.62 0). Tenemos 


H (n, т) = mÌS (н, т) = mì ls (n — 1, m) + S (а 4, m— Ml 
тті (з — 1, т) + m (m — 1)! S (n — 1, m — 1) 
= mp (n — f, m) + mp (n — 1, m— 1), 
lo que demuestra (2.08). 


2.89. Es evidente que up (л, m) es igual al número do métodos de elección 
entro m cajones Lales р cajones que han do ser llenados, multiplicado por el 
número do métodos para alojar diferentes mostacillas en diferentes cajones, os 


decir, р (a, т) =( y Jn (п, р), у, en virtud de 


5 ЫЕ 


upin т) 


de aquí se deduce (2.69). 

2.90. Analicemos diferentes alojamientos de n diferentes objetos en m 
diferentes células. El número total de ellos es igual a m^, es decir, al primer 
miembro de (2.70). Por otra parte, pueden ser clasificados del modo siguiente, 
Dividamos todos los alojamientos citados en т clases, incluyendo en la p-ésima 
clase {р = 4, 2, . . ., m) todos aquellos alojamientos, para Jos cuales p células 
están ocupadas у (m — р), libres. La potencia de la p-ésima clase se determina 
con ayuda del problema 2.89. Al sumar respecto de todos los p los números 
Mp (1, т), obtendremos, en virtud de (2.60): 


Y npin m) 
5 


lo que ве trataba de demostrar. Está claro también que Ja relación (2.70) so 
deduce inmediatamente de la expresión determinante (2.49) para los números 
Че Stirling Че 2° género. 

2.91. El primero de los números requeridos se obtiene dividiendo por ml 
el número correspondiente de métodos de alojamientos para diferentes cajones 
(véase problema 2.88, fórmula (2.66). En efecto, a cada uno de los alojamientos, 
al haber m células iguales, le corresponden m! alojamientos en el caso cuando 
estas células son distinguibles. 

El segundo de los números buscados se obtiene por sumación inmediata de 
los números de Stirling 5 (л, p) respecto de р = 1, . . .. т, puesto que la elec- 
ción de los cajones vacios, por cuanto ellos son indistinguibles, se realiza de un 
modo único. 

2.92. п diferentes factores primos ру, . - ., рп pueden partirse en т pro- 
ductos no vacíos empleando 5 (п, т) métodos. según la interpretación do los 
números de Stirling de 2° género 5 (л, т), como números de particiones dol 
n-conjunto en m subconjuntos disjuntos no vacios. Por hipótesis del problema 
todos los productos obtenidos serán diferentes, lo que demuestra precisamente 
el resultado requerido. 
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У) ит)„5(п, р), 
i 


2.93. Dividamos los alojamientos determinados por el número S (л, m, А) 
en п + 1 clases incluyendo en la v-ésima clase (у = 0, 1, . . .} aquellos, en los 
cuales el llenado de А células elegida se realiza colocando y mostacillas, con la 
particularidad de que las restantes п — v mostacillas caen en los cajones no 
marcados. El número de elementos en la v-ésima clase es igual a 


(5)т—Ю"-*м зу, ю, 


donde ( $ )es el número de métodos que pueden emplearse para elegir entre n 


diferentes objetos, v piezas; kIS (v, А) es el número de métodos рага alojar v 
objetos elegidos en k cajones fijos (véase problema 2.88); (m — "У es cl núme- 
ro de métodos para alojar los restantes п — у objetos distinguibles en m — Е 
cajones distinguibles. АЈ sumar 105 monomios (*) respecto de v = 0,1,...,п, 
y dividiendo la suma por kl, obtenemos (2.74). 

2.94. Haciendo uso de (2.71), escribamos 


г?) + [ > (3) юч", »]= 
mo” Como 
Y O а-у 


=== = 


= 
=з. n 
— 


А СН 2 
=D 550 D кс yn - 2 irse k) "0х 
„о co 


1 
mo л 
é РЕ SAND, 


de donde con ayuda de (2.34), se deduce (2.73). 


$ 3. Teoría de Polya 


2.95. Escribamos todas las п! sucesiones, cada una de las cuales se compono 
de los números 1, 2, . . ., n tomados de uno en uno en orden arbitrario. En cada 
de estas sucesiones encerramos entre paréntesis, comenzando por el principio, dy 
veces cada número, В, veces cada dos números, etc., Б, veces cada п números, 
Las sucesiones obtenidas con los paréntesis puestos pueden considerarse como 
permutaciones divididas en ciclos. En tal caso cada permutación con el tipo 


А Г A s 
dado (bj, + . ., bn) se encontrará (i Fb!) veces. Por consiguiente, el número 


de diferentes permutaciones de este tipo es igual a m1/ П (2110). 
ias 


'mediatamente del resultado del problema 


2.97. Si a es un elemento fijo del conjunto С, la aplicación ек» ag, definida 
para cualquier g € С, será una permutación sobre el conjunto С. Al designarla 
con 5 (a), notemos que si a recorre todo el conjunto G, entonces la aplicación 
ан» 5 (a) es biunívoca, homomorfa (5 (а) 5 (b) = 5 (ab)) y tales permutaciones 
$ (a) forman un grupo. 
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s псе que nso divide por 4 (g) y que la permutación 5 (g) parto 
G en n/k (g) ciclos de longitud k (g). De este modo, 


4 1 
Ре == У) |емїї"/Мз=-1— D v(a) (ra). 
sec ат 


2.99. Si g = em, el orden del elemento g es igual а k (g) = п/(п, j). 
A continuación aprovechamos el resultado del problema 2.98, 

2.100. 12 revoluciones del tetraedro pueden dividirse en tres categorías: 

1) idéntica; 

2) 8 revoluciones а 120° alrededor de un eje que pasa por el vértice y el 
centro de la cara opuesta; 

3) 3 revoluciones a 180° alrededor de un eje que p 
aristas opuestas 

Por eso, Р, 


por el centro de las 


с + 8Вдт, + 333)/12. 
2.101. Pg == (z DÍ. 
2.102. Ро = (zi + Влугу + 32/12. Aquí podemos aprovechar ol hecho 


do que el poliedro regular, dual respecto de un tetraedro, es el mismo tetraedro. 

ii 05 24 revoluciones del cubo pueden dividirso en cinco partes: 

) idéntica; 

2) 3 giros on 180° alrededor de los ejes que unen los centros do las caras 
opuestas; 

3) 6 giros en 90” alrededor de las rectas que unen los centros do las caras 
opuestas; 

4) 6 giros en 180° alrededor de las rectas que unen los centros de las aristas 
opuestas; 

5) 8 giros en 120” alrededor de las rectas que unen los vértices opuestos. 

La permutación 1) da 8 ciclos de longitud 1. La permutación 2) da 4 ciclos 
de longitud 2. La permutación del tipo 3) da 2 ciclos do longitud 4; La permu- 
tación dol tipo 4) da 4 ciclos de longitud 2. La permutación del tipo 5) da 2 
КУ а 1 y 2 ciclos de longitud 3. Por eso Pg + 03 + ба} + 

"Ват /24. 


2.104. Po 24323-46244 62123-4 8131/24. 
2.105. Рс = (29-32323 6222, -1-673 4813/24. 
2.106. 
EE Sohih ТА н 
ep (mitigi) 2 ЄР У он 


h=0 ba=0 
El coeficiente de г" se obtiene por sumación de las expresiones 
аулда... (bl, 12936,13P t 


respecto de toda clase de números enteros no negativos by Das .. ., que satisfa- 
cen la condición b, + 2b, + 3b, + . . . = п. Ahora la afirmación se desprende 
inmediatamente del resúltado del problema 2.9: 


06, NEG, sES, лдз= 5)1= У) (0) = У т (9), 
гс ©з 
o reo ngs=s} |, Cs=(8€6G:1gs=s) es un subgrupo del grupo 
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Si лея (es decir, JŁEG: nası =з), entonces 


LEE б: ngs =s} |= (9. 


Por consiguiente, G puedo sor dividido en subconjuntos, cada uno de los cuales 

зе compono de 1 (з) elomentos y corresponde exactamente a un elemento de 

aquella clase de equivalencia en la que figura s. Por eso tenemos 

n= Lel 

“número de equivalentes en la clase de equivalencia que contiene s 

Do aquí se deduce la afirmación del lema. 
2.110. S so divide en 2 clases de equivalenci 

puede resolverse empleando el lema de Bernsaid: 


Y у) =4 p(1)=2 y (1) = 


ta, b} y (с, 4). El problema 


i pa) = 0. 


un á О 
(па) =... =Y (п) = 3, 

Л igual, sogún el lema de Ве 

2.113. (а — 01 

2.115. лу ез una transformación idéntica, л, es una transformación que 
vuelca «al rovós» aquellos números, para los cuales esto resulta posible (los 
demás números la transformación los deja intactos). 10% — 5% números contienen 
al menos una de las cifras 2, 3, 4, 5,7. 3X 5% números se leon do un modo igual, 
sean éstos en la forma normal o volcada, por ejomplo 16891. Por eso, p (лу) => 

(105 — 58) + 3-57: ар (m) = 10%. Asi pues, harán falta 1/2. (008 + 10% — 
— 55 + 3 X 51) = 98475 hojas. 

2.116. En nuestro problema hay 10 clases de equivalencia: 

1) todas las caras son rojas (potencia 1); 

2) cinco caras son rojas, una azul (potencia 6); 

3) dos caras opuestas son azules, las otras cuatro, rojas (potencia 3); 

4) dos caras adyacentes son azules, las otras cuatro son rojas (potencia 12); 

5) tros caras que tienen un vértico común son rojas, las tres restantes, azules 
(potencia 8); 

б) dos caras opuestas y una restante son rojas, las tres demás son azules 
(potencia 12); 
7) — 10) so obtienen de 4) — 1) por sustitución de las palabras «roja» y 
жаш». 


тпай, а (243 4- 3-H 3 -+ 3 -+ 3)/5 


2.117. 
Һи), е6 [| ot (= [о (e) — [| о (0). 
deb db deb 
2.118. а) ту л2= ууз (у =Y) |] oua- [ y soj” 
7 F den Ez 


b) Se obtiene de un modo análogo, al analizar un producto completo. 
2.149. Aquí D es un conjunto do las caras del tetraedro; G es el grupo de 
revoluciones; Л es un conjunto de dos colores: rojo y azul, Pg (х, -> -y z) = 
= (rf + 8232) + 323)/12. De acuerdo con el teorema de Polya, el número de 
diferentes clases do equivalencia es igual a Pg (2, 2, 2, 2) 
2.120. Aquí D es un conjunto de caras del cubo; G es el grupo de revolucio- 
пез; Л, el conjunto de dos colores, 


Po (т, +... а) = (2) + 32373 + бг, + баў A- 813)/24. 


170378 257 


Do acuerdo con el teorema do Polya, el número de diferentes métodos de colora- 
ción es igual a Pg (2, 2,..., 2) = 10. 

2.121. D es el conjunto de caras del cubo, С es el grupo de revoluciones, 
R es ol conjunto de dos colores: rojo y azul, 


Po = (21 + З + бәт, + бә} + 823)/24. 


Asignemos el peso а al color rojo у b, al color azul. Según el teorema de Polyn, 
el inventario de clases de equivalencia es igual а 


[a + b) -+ 3 (a+ b)? (at + b)? + б (a + b)? (at bt) 4 6 (a? A 09 H 
+ 8 (a? 4- b?)?)/24. 


El coeficiente do atb? es igual a (15 -+ 9- 0 4- 18 -+ 0)/24 = 2. Por consi- 
guiente; existen exactamente dos clases de equivalencia de las funciones, para 
las cuales 4 caras están pintadas do color rojo. 

2.123. Supongamos que zı ~ ту Y 2, < 7, рага ciertos лу, 7, € X. En 
esto caso existe un к EL tal que gz, = za. De aquí obtenemos д < gr, < 
< зү <<... < gn lx < giz = дү, Siempre que тү pertenece al ciclo de 
longitud k de la permutación g. Tomando en consideración la transitividad, 
tenemos z, < zy, lo que es imposible. 

2.124. Soa C < Сус < С, esd 
que т, < zi, ту > 15 para ciertas С, С' С X/L. 
qu z, = рту, у tenemos z4 < ху < gri, es decir, 

jel problema 2.123 tenemos z4 = gz; = z, y С = 
mayor se comprueban las demás condiciones. 

2.426. Sea X = М (D, R) у supongamos que G actúa sobre X do la manera 
siguiente: ngf = /671; es fácil demostrar quo л es un homomorfismo de G en 
ol grupo do permutaciones Af (D, R). Según el lema de Bernsaid (problema 
2.100) llegamos a quo el número de clases de equivalencia de las funciones isó- 


tonas es igual a 


tales жулу Сут. Є C 
тос! lo un gE L tol 
1; , donde gr; ЄС". 
ina facilidad айп 


к. 
Con y 


ЄС 
donde Y (g) ={/ € M (D, R): {g> =1) = (7 Є M (D, RY: J ез constante en lo 


ciclos g) = | M (D/{8), Н). 
2.127. Supongamos que еп el problema anterior D es una anticadena y R, 


una cadena, Entonces 
M (D, R) = RP, M (D/{g), R) = RIA, 


Si (bi, da + . .) es el tipo do la permutación g, tendremos 
ROMO — | R |р, 


Capitulo m 


METODOS LÓGICOS 


$ 1. Método de inclusión y exclusión 


3.1. Designemos n= | 2 Si| y sea ро < i< т) uma propiedad consis- 
ё 


tente en que el elemento elegido pertenece al conjunto Sy. Entonces, tomando 
en consideración las designaciones adoptadas Ni, p, = Sip yl 
<... < т, y de conformidad con Ја fórmula de inclusión y охе 
clusión tendremos 


0=N (0) D SU Y 1Sy eo dl 07 Si oe Sm l 
© те 

3,2. Las permutaciones de los elementos del neconjunto dado las tomares 
mos por elementos de un mi-conjunto. Designemas n = mil, y sea p 1 1 
< m) una propiedad de la permutación consistente en que el elemento del m- 
conjunto que lleva el número i queda, como resultado de la permutación dada, 
en su lugar. Entonces, tomando en consideración las designaciones adoptadas, 
tendremos 


Му Ch, (т. 


Al aplicar la fórmula de inclusión y exclusión, obtendremos la respuesta; 


к= У сл ни У k 
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Designemos por par dende = (ips ~- -+ ig), Ja propiedad del juego 
consistente en que en la primera permutación el elemento con el número i 
queda en su lugar, ete., en la d-ésima permutación el elemento con el número ig 
queda еп хи Jugar. Entonces, el número de juegos que poseen las propiedades 


Paso ре И < m) será igual a 
й Sa 


& ={т—®}!4, ү 


(Ch, y ит — 94, 
r 


A 
Al aplicar la fórmula de inclusiones y exclusiones, obtenemos la respuesta: 
(у= Y) (Ср (СА (m-ki, 0<r<m. 
к. 


3.4. Tomemos por elementos del m'-conjunto diferentes repartimientos de 
n bolas por т cajones. Sea p; (i — 1, - . ., т) una propiedad consistente en que 
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соп el repartimiento dado el cajón con ol númoro { queda vacío. Entonces la 
cantidad do repartimientos que posoen las propiedades рц, + + ‚р (€ S h < 
<.< in <m), es igual a Ny „=(т—КЮ" y 
Эт N СА (m —к)". 
ыст 


Al aplicar la fórmula de inclusión y exclusión, obtenemos el resultado: 
N (r)= У) (Ayer сүс, (т Юп С, Y) (00 С, (тга). 


к= so 


3.5. Soa ру (1 <i < т) una propiedad del juego consistonto en que la 
bola con el número ż en dicho juego no ostá contenida. Entonces, el número de 
juegos que poseen las propiedades р, ..., Pi (© а... Sm) ез 
igual a 


му (Cad A 


UT <A ет 


Al aplicar la fórmula do inclusión y exclusión, obtenemos la respuesta: 


„= мешн. 


к= Ў (A) ССА, (С) = 
х= 


mora 


=c >, (NCh (Cp, OS т. 


En particulas, ol númoro do juegos en los quo so encuentran todaslas bolas ез 
igual a 


к= S (1) Ch, (Ch a)i 
— 


3.5. Examinomos un Ch-conjunto do n-muestras dol m-conjunto y designo- 
mos por py (1 < i < т) la propiedad consistento en que en la muestra citada 
está contonido el elomento con ol número í. Entonces el número do muestras 
que poseen las propiodados р,..., Pig (© Lh <.. -< in < т) os igual а 

ma 
Nig, an ta Cs DB № 


n-k 
saas in = баба 
аст 


Al aplicar la fórmula de inclusión y exclusión, obtenemos ¡la identidad: 


0=N(0)= Ў Гн 


тА 
к= 


. 3.7, Examinomos un Cřem-i-conjunto do toda claso do n-muestras con 
repotición del (m)-conjunto y supongamos quo р (1 < í < т) es una propiedad 
consistente en que la citada muestra no contiene elemento con el número 1. 


Entonces el número do muestras que poseen las propiedades py, +. ., Pip (1 < 
ч <...<1 < т) ез igual a 
Wa, mamar Mi nm 
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Al aplicar la fórmula de inclusión y exclusión, obtenemos la identidad 


NO) Y ma 
= 
3.8. So deduco del problema 3.5, puesto que sí sd < т, entonces М (0) = 0. 
3.9. Veamos un conjunto 5 de particiones del número п en т sumandos 
enteros по negativos n = n, + » . - + л. Tiene lugar la igunldad 


РН CO A 
(т, ә MA ES —— 
mm veces 


Dosignomos por p; (1 «1 < т) 


propiedad de la partición n= m + 
. + + E Mim, consistente еп que ny 


y, supongamos que el peso de cada 
ава ла es igual a яи... nml). El peso sumario de la totalidad de 
particiones que poscen k propiedades será У (к) = Y) nl/(m! ++. Aml), dondo 


la sumación se realiza respecto de toda clase de particiones del número n en 
т — k sumandos enteros по negativos, es d @ = (тыйт, 


Aplicando la fórmula generalizada de inclusión y exclusión, chtenemos la 
identidad 
А x 
w(0)= Ж RT DU. 
елт 1-0 


MDO, aoe Mp 70 


3.10. Se deduce del problema 3.9, puesto que si п <: т, entonces W (0) = 


3.11. So deduco del problema 3.9, puesto que la cantidad de particiones 
ordenadas del número т en m sumados enteros positivos es igual а uno y el 
peso de esta partición т = i -+ . . . -+ 1 es igual a ml, es decir, W (0) = mi 

3,12. Dosignemos por pr (11 <1 < т) 1а propiedad consistente сп que 
el número dado so divido por од. La cantidad de números que no son superiores 
а п y que poseen las propiedades ру... ., Рд es igual a n/(gip - > ++ 99) (1 & 
<h <...< in < m). Al aplicar la fórmula de inclusión y exclusión, obtene- 


mos la igualdad 
li) e (5): 


3.13. Designemos рог p; (1 <i < т) la propiedad consistente en que 
el número dado so divido por q;. Entonces la cantidad de números que no sobre- 
pasan de n y que poseen las propiedades р... „рь (С... < т) 
es igual a Ni, ip = [m/(Q11s > - ++ 9101. De acuerdo con Ja fórmula de inclusión 
y exclusión, la cantidad de números que no sobrepasan de n y no poscen nin- 
guna de las propiedades py, .. -, Pm (es decir, la cantidad de números primos 
que son superiores а Vn, pero no sobrepasan de n) es igual a 


m 


1000 DM 


h=0 pil 


N (0) а(н) я (И) = (а 0) 2 (04 


һ=1 1<u< 


зла 
S= У) (2-0 (2-20. 2-аа 2-4) 4- (210k --2-% 4- 2-181) — 2-30 = 
ао 


1 4 
түште ATA 


3.15. Designomos con 5 el conjunto do todas las m-muestras соп repotición 

a los números 1, ..., т. parida que el peso do cada una do tal muestra 

+ Im 05 igual а ар... аш. Designemos por р (1 < 1 < т) la pro- 

pisa "consistente on que la muestra dada no contiene los números і. Entonces 

а suma de pesos do las muestras que poscon las propiedades руу... =, Pip зга 
igual a 


S (An, 


m m › 
= ва). 
ш NN р 
ать 
Al aplicar la fórmula de inclusión y exclusión, obtenemos la igualdad 


» 


“у 


m-i 
№ (0)= рет А= 5 t4) + У) (—1)% y S lAn, 
= іп т 


3.16. Рог definición de permanente de una matriz, рег A= 
= Y) аца, donde la sumación se realiza respecto de toda 


clase -muestras sin repetición del n-conjunto 1, ...,n. Si la muestra 
lar + + «y dm os de tal índolo que а... аш = 1, entonces, de conformidad 
con la definición de la matriz de incidencia, sm € S} (k = 1,.. » m). Por con- 
siguiente, el sistema зу, im 05 un s.r.d. рага M (5). Si para la muestra 
bis оооу б Se едо аы, a = 0, entonces el sistema sjy, +. «; Sip NO 
puede sr Ча кг: рал И (5). Po? oso ol número de жей: para М (5) es Igual 
а por 

3. 


. La ша 


Че incidencia рага Af (S) tieno por expresión 


1 , 
Анай. аат а (0 (Лу 


Calculemos per А con ayuda de la fórmula del problema 3.15. En las designa- 
ciones del problema 3.15 tenemos 


S (А, =(m—k-—1)"R (m—k)A, 


ү 


S (An... 
ta 


E (аА, 


Por consiguiente, según el problema 3.16, el número do s.rd. para M (5) es 
igual 


-1 
per A Е (0А Ch (m—k)h (т 1), 
= . 


$ 2. Sistemas de representantes 
de los conjuntos 


3.18. Supongamos que no existe un з. 
teorema de Hall, existen subconjuntos Syy,- > >+ Sp < <...< д т) 
tales que p = | Si, +... + Sip |< k. Por hipótesis del problema cada uno 
de los conjuntos 51, . - ., Sm contiene exactamente r elementos y Lodo elemento 
зе contiene exactamente en 7 conjuntos. Por eso, el número de elementos (tomán- 
dose en consideración las repeticiones) que están contenidos en, la unión de 
conjuntos Sip, » » » + Sip» © bien el número de unidades contenidas en k filas 
de la matriz de incidencia рага M (5) es igual a k-r. Por otra parte, este número 
no es superior a p-r. La contradicción obtenida demuestra la existencia del s.r.d. 
рага M (5). 

3.19. Domostremos que | A | = | B |. Denotemos los elementos de los 
conjuntos A = (41, + + ., dm) Y B = (by, - - ., bn) por puntos en un plano, у la 
correspondencia entre ellos, por segmentos que unen dichos puntos. El número 
de segmentos que Иелеп por origen los puntos del conjunto А es igual a km, y 
el número do los que tienen por origen los puntos del conjunto # es igual а Kn. 
Por consiguiente, зо vorifica la igualdad km = kn, о bien | A | = | Ë |. 

Dofinamos la matriz С = (еу) (i. j = 1 т) del modo siguiente: 


. para M (S). Entonces, según el 


1, si existe corresponden tre los elementos ay y de 
e= Pd хы: 


0 cn el caso contrario, 


Por hipótesis la matriz С es de tal indole que en cada fila y en cada columna so 
contienen exactamente k unidades. Del problema 3.18 se deduce que per С; 0. 
Por eso existe una permutación i, . . -, im de números 4, .... т tal que 
сш > + 5 maim = t- Al elemento бу, pongámosle en correspondencia el elemento 
aq (a = 1, ..., т). Hemos establecido, pues, la correspondencia biunívoca 
entre A уй 

20. Se desprende del problema 3.19. 

3.21. Designemos por Sy (i = 1, ... ., п) un conjunto de números do 1 a n 
que no están contenidos en la ¿-ésima columna de un rectángulo latino dado, 
Y MAS) = (Si -e Sn). 

La matriz do incidencia para Af (5) contiene exactamente п — т > 0 
unidades en cada columna y en cada fila. Por eso, según se deduce del problema 
3.18, existo un s.r.d. si, >, Sn para АГ (5). Agreguemos al rectángulo latino 
dado la fila sy, . . ., Sn Y obtendremos (m + 1) X n rectángulos latinos. 

Do la afirmación demostrada se deduce que todo rectángulo latino puede 
ser ensanchado hasta que se obtenga un cuadrado latino. 

3.22. Designemos con А = (alj) (i=1 б, sa a a) una 
matriz arbitrariamente elegida; M = s -+ £ representa el número mínimo de 
filas con los números i, . . ., i, у de columnas con los números ji, +. +. jų que 
contienen todos los elementos no nulos; № es el número máximo de elementos, 
de los cuales ningún par se contiene en una fila y en una columna 

Examinemos una matriz A” de dimensión s X (n — 0) formada por los 
elementos de la matriz A que se disponen en la intersección de las filas con los 
números iz, y de las columnas con números distintos de jy, . . ., jp. Des 
nemos las filas de esta submatriz por 5,, , +.» Sẹ., Entonces, para cualquier 
juego de Índices œn, ..., а, | Say >< Хар | 2> ko pues de lo contrario 
pudiéramos sustituir las correspondientes k filas de la matriz A por un número 
menor de columnas que cubren en la matriz A los mismos elementos no nulos, 
lo que contradice el hecho de que Af es el número mínimo, Por consiguiento, 
de acuerdo con el teorema de Iall, en la matriz A* existen з elementos no nulos, 
de los cuales ningún par se contiene en una columna y en una fila, Análogamenz 
te, al analizar la matriz А” de dimensión (т — з) X £, compuesta de los ele- 
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mentos de la matriz A que se encuentran en los Ingares dende se intersecan 
ошто sí las filas con números, distintos de й, . . -+ fa. y las columnas con los 
números ју, .. «1 je, hallamos £ elementos no nulos, de Jos cuales ningón раг 
está contenido en una fila y en una columna 

Así pues, hemos hallado s + £ = Af elementos no nulos do la matriz 4, 
de los cuales ningún par está contenido en una fila y en una columna, Por consi- 
guiente, siendo А el número máximo, se verifica la desigualdad А > M. Por 
cuanto la desigualdad inversa М > N no causa dudas algunas, entonces M = N. 

3.23. El número mínimo de filas y de columnas que contienen todos los 
elementos no nulos de la matriz А no sobrepasa de т ~- s + m — t< m. Por 
consiguiente, de acuerdo con el teorema de König (problema 3.22), para cual- 
quier permutación iy,  » -, im de los números f, » . .. т tenemos ац... 
++ + Amai, = 0, Do aquí obtenemos А = per A 


3.24. Designemos S; = (4314) N В, [228 
kemuestra arbitraria de 1,...,т. Si | SiH 


juntos By, ..., By, están contenidos еп la unión de menos de k conjuntos 


Ars -Am lo que contradice la hipótesis del problema. Por consiguiente, 
De conformidad con el teorema de P. Mol), existe wn лй. Aj, +-+, A; para 


Si<:Sm, Юе la definición de los conjuntos S; (1=4,=... т) obtenemos 
A NDH р (к=, ост). Sea aCA ПЖ (emt, с.т). Entonces, 


Tir +r Zm 03 оп Bride рата Лу... Aip, Y В... Bio 


3.25, Para cualquier k-muestra ii, (С... < in m de !,... 
sasam tenemos | ApH Ар Р [= Ж. Por eso, е} con- 


уут, беа dy, <<, in опа 
-+-5ү, T< k, entonces los con- 
ta 


junto Ap, -+ +44, no puede contener más que k de los conjuntos Лз... Bm: 
Рог consiguiente, según el problema 3.24, existe un std. pata A1, +++, Am 
у By ..., Жы: 


3.20, 'бе Чейисе del problema 3.25. 
3.27. Sea h... ia cierta k-muestra de 4,....m y supongamos que 
1S1y F.n. HSi, [=n ÈI número de p-combinaciónes del n-conjunto ез igual 


a Ch. Si los conjuntos Sys ===, Sa, tienen un sp-rd., entonces el número н 


һа de satisfacer la desigualdad С? > k. 


§ 3. Teorema y números de Ramsey 


3.28. Soa dada cierta coloración de las aristas de un 6-grafo completo. 
Veamos un vértice arbitrario Py. De cinco aristas que lienen por origen oste 
vértice, al menos tres están pintadas de un mismo color. Convengamos en con- 
siderar que las aristas РуР\, PoP, у PoP, son azules. Si una de las aristas P,Py, 
P,P, P,P,, por ejemplo, P,P, ез azul, entonces el 3-grafo con vértices Po, 
Pi, P, es cromático; en el caso contrario el 3-grafo con vértices Ру, Pa, Paes 
cromático rojo. 

3.29. Pintemos los lados de un pentágono regular de un color y las diago- 
nales, de otro. 

3.30, So deduco del problema 3.28. 

3:31. De los problemas 3.28 y 3.29 зе deduce que X (3, 3; 2) = 
tremos la desigualdad 


R (k, m; 2) Ș R (k— 1, m; 2) + R (k, m— 1; 2), k> 2, т 2, 


6. Demos- 


de la cual se desprende la afirmación del problema. Observemos que R (2, m; 2) = 
= m y R (k, 2; 2) = k. Apliquemos la inducción matemática por el número 
s= k+ m. Si s= б, es decir, si m 3, entonces, según lo demostrado 
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anteriormente, 
б= R (3, 3; 2) < R (3, 2, 2) + Д 02, 3; 2) = 3+ 3. 


Supongamos que la existencia de los números R(k— 1, т;2) y R (k, т — 1; 2) 
está establecida. Examinemos un n-gralo completo, donde п = R(k — 1, m; 2) 4 
ER (k, m — 1; 2), сщ tas están pintadas en dos colores (rojo y azul). 
Denotemos рог р un véi rio del grafo; por Т, el conjunto de vértices 
unidos con la p-ésima arista roja; рог Ту, el conjunto de vértices unidos con la 
p-ésima arista azul; n, = | T, |, n, = | 7, 1. En tal caso resulta válida la 
igualdad n = m + m, + 1 = R (k >41, m2) + R (k, m— 1; 2). 

“Analicemos dos Саз 
a) nm А (k — 1, т; 2), n< R (k, m— 1 


b) па > R (k, m — 1; 2), m < R (k — 1, m; 2). 
En el caso a), por definición del número Л (k — 1, т; 2), en el subgralo 7, 
о bien existe un m-subgrafo cromático azul o bien un (k — 1)-subgrafo cromático 
rojo. En el segundo caso agreguemos al (k — 1)-subgraío cromático rojo el vér- 


tice p y obtendremos el k-subgrafo cromático rojo. 
El caso b) so analiza do un modo análogo. 
3-32. La desigualdad no rigurosa está demostrada en el problema 3.34. 
Demostremos que si Л (k — 1, т; 2) = 2p y R (k, m— 1; 2) = 2q, donde 
л у q son unos números naturales, entonces es válida la siguiento desigualdad 
rigurosa: 
Rm 20)< R (k— 1, m 3) + R (k, т—1;2, k>2 m>2 
Sea n = 2p + 24 — 1 y sea P un vérlico arbitrario del n-grafo completo; 
пу, el número de aristas rojas gu tienen por origen Р; na, el número de aristas- 
azules que tienen por origen P. En este caso es válida [а igualdad 
n—1 = m + n= А (k — 1, т; 2) + R (k, m — 1; 2—2. 
Son posibles tres casos: 4 
а) n > А (к —– 1, т; 2), па < А (k, m — 4; 
b) ny > R (k, т — 1; 2), m < R (k — 1, т; 2); 
с) пр 1, п = 20 — С 
Los llos casos primeros so han analizado en el problema 3.31. Sí рага todos- 
los vértices del grafo tiene lugar el caso с), el número de extremos rojos de Ins 
aristas es igun) а (2р -+ 2g = 2) (др — d), mas esto número debo set par. 
. 3.33. Apliquemos la inducción matemática para el número s = 
Si s = б, ев decir, si k = т = 3, la desigualdad 6 = R (3, 3; 2) < С 
= 6 so verifica. 
Supongamos que R(k—4, т; 2) <Ckz2_y, R(k, т—1;2)< Chih, а 
Entonces, haciendo uso de la desigualdad del problema 3.32 y de la propie- 
dad de los coeficientes binomiales, obtenemos la estimación 


КК, т; 2) < R(k—1, т; 234-R (k, т—1; 2) < 
< Chima+Chim-o=Chimo=z 
3.34. Indicaciones. Razonando igual que en la demostración del problema 
3.31, establézcaso la validez do la desigualdad 


Bloc kmi 2) S R (ky dk А: 2) 
ER (k m-i Km — 1; 2), 


3.35. Indicaciones. Hágase изо de la desigualdad del problema 3.34 y de 
la;propiedad de los coeficientes polinomiales 


in Ў aa 
Tm x; 


as = al 


з 
k>2 isi oom. 


zy 


mi 
nant dnm. 
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36. Numeremos los vértices del 13-grafo con los números del 0 al 12 
ve. Una arista que uno los vértices con los números 1 y j se pintará de color 
¡empre que i — } sea comparablo con +2 д +3 respecto del módulo 13, 
demás aristas se pintarán de color azul (fig. 3.1% y 3.27). 

3.37. Do los problemas 3.32 y 3.36 se deduce que 


R (3, 4; 2) < R (3, 3; 2) + R (2, 4; 2) = 10, 
R (3, 5; 2) 2 13, А (3, 5; 2) <А (2, 5; 2) + Л (3, 4; 2) < 15. 
Рог eso, resultan válidas las igualdades Л (3, 4; 2) = 9 у R (3, 5; 2) = 14. 
3.38. Numeremos los vértices del 17-grafo соп los números del 0 al 16 


inclusive. Vamos a pintar la arista quo une los vértices con los números гу 
de color rojo, siempre que la diferencia i — j sea un residuo cuadrático respecto 


inclu: 
roj 


Fig. 3.. 


del módulo 47, y en color azul, en el caso contrario. Supongamos que el sub- 
grafo con vérticos a, b, e, d es cromático. Designemos: m = (a — с)Да — b) y 
n = (a — d)/(a — b). Entonces, los números m, п, m — 1, n—1, т — n deben ser 
simultáneamente cuadráticos respecto del módulo 17, lo que es imposible, puesto 
gue, los residuos cuadráticos respecto del módulo 17 son los números f, 2, 4, 8, 

3.39. Del problema 3.38 so deduco quo M (4, 4; 2) > 17. Por otra parte, 
«lo la desigualdad del problema 3.32 obtenemos una estimación superior: 


R (b, 4; 2) SRB, 4; 2) Л (5, 3; 2) = 18. 


Comparando estas dos desigualdades, encontramos R (4, 4; 2) = 18. 
3.40. Supongamos que las aristas del n-grafo completo so pintan casual- 
mento en dos colores, con la pas ай de que la probabilidad de que una 
arista se pinte en color rojo es y en color azul, a 1 — р. Desi 
ог P (А) la probabilidad del suceso Á y por А/ (E), la esperanza mato 
a magnitud aleatoria E. Para una k-muestra íz, - » =, in у una l-muestra ji, . 
‚ э Jı arbitrarias de denotemos con Ey, ..., ¿y una magnitud alentor 
quo toma el valor uno, si todas las aristas del grafo con vértices iy, . . -, iy están 
pintadas de rojo, y el valor cero, en el caso contrario; con тү, у; Una magnitud 
aleatoria que toma el valor uno, si todas las aristas del grafo соп vértices ју, ... + 
+ +}: ostán pintadas do azul y el valor nulo, en el caso contrario: 


+ 2 om 
п 


donde la sumación se realiza respecto de toda clase de k y l-muestras de 1, 
ныб, 

Caleulomos la esperanza matemática E, aprovechando ol hecho de que la 
esperanza matemática de una suma de magnitudes aleatorias es igual a la suma 
de las esperanzas matemáticas de dichas magnitudes: 


Mo= Y м, 
t 


De la hipótesis del problema so desprende que Af (E) < 1. 
Si E no asume ol valor igual a cero, entonces 


ch+ch duel 
M= 2 її =)> Y п), 


lo que contradico la hipótesis del problema. 

Por consiguiente, la magnitud aleatoria E puedo tomar un valor igual a 
сего, es decir, existe tal coloración de las aristas del n-grafo para la cual todos 
los K-subrafos по son cromáticos rojos у todos los l¡mberaos no son cromáticos 
azules. Por eso tiene lugar la desigualdad R (k, l; 2) > n. 


3.44 Del problema 3.40 se deduce que si un número п satisface la des- 


2 
igualdad CAp Ch a Aa, 0<p<1, entonces R (k, k; 2) >n 


Sirviéndonos do la valoración para los coeficientes binomiales Ch < 
< (e1n/k)A, donde с > 0 es una constante, y poniendo p — 1/2, n = КАД/ (2c), 
tondzcmos la desigualdad requerida 
2 2 2. 2 
A (ч) н. 


3.42. Observemos que si todos los cuadriláteros compuestos de los vértices 
del polígono n dado son convoxos, entonces también convexo será el propio 
poligono n. 

Sea № = R (п, 5; 4) y supongamos que están dados № puntos еп un plano, 
de los cuales cualesquiera tres no yacen en una misma recta. Dividamos el 
Cli-conjunto de cuadriláteros en dos clases: convexos y no convexos. Entonces, 
de acuerdo con el teorema de Ramsey, existen o bien п puntos tales que todos 
los cuadriláteros con vértices en estos puntos son convexos, o bien existen cinco 
puntos tales que todos los cuadriláteros con vértices en estos puntos son по 
convexos. Lo último no es posible. 


Сарйшо 1У 


TABLAS Y ESQUEMAS COMBINATORIOS 


$ 1. Matrices especiales 
м. 


To% 
охо 
ooo 
cor 


ооо 


4.2. Cada fila y cada columna de esta matriz conticne upa unidad. Inter 
cambiando las filas y columnas, obtendremos una matriz en cuya diagonal 
principal зе encontrarón sólo unidades. Su permanento es igual a 4. E 

4.3. Рага la matriz A do la pormutación (kı, kp, - » -, kn) en la expresión, 
dot A (+) в, +» s» Ginn Solamente un LÉrmino, ananga -++ Sann! 08 
distinto de cero. Dicho término es igual a uno o integra la suma con с} signo H, 
si la permutación es par y con el signo —, si la permutación ез impar. La respues- 
ta es: det A = 4, si Ја permutación es par; —1, si la permutación es impar. 

АА. per А = 2, 

4.5. por A = 8. 

4.6. Ж"'+"%/2, Resolución. Por encima do la diagonal principal y en la 
misma diagonal hay en la matriz n + (n — 1) +... +24 1 = n (n -+ 1/2 
elementos. Cada uno de ellos puede ser o bien cera, o bien la unidad. En total 
existen 2(M"+n)/2 posibilidades. Los elementos por debajo de la diagonal se 
determinan univocamente, en virtud de la simetría, 


ал. (5) ("T"). амелге. аз. at ал. (”,"). 


4.10. Sea А una de tales matrices y supongamos que £ elementos en ella 
son iguales a —1. Entonces, existen en la misma £-+ r elementos iguales а 
+1, y a 2t + r = n?, do donde £ = (n? — r)/2. Por consiguiente, el número de 
matrices mencionadas es igual a cero, siempre que n? — r sea impar. Bn el caso 


contrario la respuesta será: ( ыл a) 


im (FY ало, r, 


а) a A 


-( 
ata ("О (OTO). E cálculo да 90. 
( 


9) еа. ањ. (1) (221). 


4.43, 


4.45. 
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4.17. Todos los 6 términos dol doterminanto no pueden tener un mismo 
signo (vénse el problema 4.29). Si 5 términos del determinante tienen un mismo 
signo y el sexto término tiene otro, el determinante será par. El resultado análo- 
go se obtiene en el caso cuando 4 términos tienen un mismo signo, y dos, otro 
signo, o bien cuando la cantidad do términos con signos opuestos es igual. 


т 
4.18, Existen (2) * matrices que еп cada una de los primeras m 
filas contienen r unidades, y (7 )” ” matrices, las cuales contienen en cada 


una de n—m filas q unidades. Ё1 número huscado de (0, 1)-matrices es igual 

a yr ny nom 
АШ: 

rd Na 

п—{үт үп—{үп-т 

ало. (71) ( т у), 

4.20. Existen (5) diferentes columnas de m-sitios ocupadas por ceros 
y unidades, en cada una de las cuales hay exactamente s unidades. A partir 
de tales columnas pueden formarse (т y matrices de dimensión т X r, Luego, 
se tienen ( (у) matrices de dimensión m (8—5), cada juna de las 
cuales contiene exactamente k unidades. Tomando cualquiera de las citadas 


т xr matrices y agregándole (¡i—r) columnas de cualquier mx(n—r) ma, 
triz, obtendremos la matriz buscada de dimensión т Хп. Por consiguiente- 


existen {г Y m el ) matrices de este tipo, 


4.22. Dispongamos los números do un modo tal que b, > b > . -> ba. 
y 


а сого, 

4.23. per A = 9. 

4.24. a) 0; b) £;J0) 8; d) 44; 0) 11; 0) 10. 

4.25. El resultado so desprendo de las definiciones do por A y de dol A; 
рег A y det A son sumas algebraicas do unos mismos sumandos, mas en por A 


todos los sumandos son no negativos, mientras que en dot A pueden haber tam- 
bién negativos. 


4.26. La matriz A? so compono do 155 olomentos сү = anay + ауа, + 
+ арал. Por cuanto ар, > 0, entonces рага Л? = 0, eS decir, para 

‚ п), os micosario y suficionto que апару = 0 (i, j, k = 

Сау Esta condición es equivalente (dado que аро > 0) а la siguionto: 


Y (D Y акам) =0, es decir, a la condición) Y) bra =0. 
kal j=l il һә! 


4.27. El doterminanto no puede ser igual a б, de lo contrario el producto 
do tres de sus términos аңазазз, 211433231, арэауаз, Sería igual al producto do 
los tres términos restantes. Pero, el primero de estos productos es igual al pro- 
ducto de todos los nuove clomentos de la matriz, y ol segundo, al mismo pr 
ducto, pero con ol signo opuesto. El determinante no es ig ial a 5 (véase el pro- 
blema 4.17,) y el determinante, en el cual la diagonal principal está ocupada por 
—1 y los demás lugares, рог -F1, os igual a 4. 
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lo primera fila, obtendremos per 8, = 


Desarrollando per B, seg 


= берег Bai + 1-рег Са, dond 
fioo 0 
01140 o 
Cra tal. 0 k 
к 0 


90000... 1 
Al desarrollar per Cp, según ln primera columna, obtendremos per Сл = 
= (рег Врз. De aquí, per Ba = per By; + рег В„.,. 
4.29. рь = У 014,81, +++ ni, > Si, por lo menos para wn solo k, in= k, 
ann=0, y el producto que contiene apn es igual a 0. Los pro- 


entonces ау, 


ductos, en los cuales iy Ek (k= 1, ..., m), по contienen elementos de la 
diagonal principal y, por tanto, son iguales a 1. Su número es igual al número de 
tales permutaciones (iy, . . «+ in) en las cuales ja z k (k = 1,..., л), De aqni 
ке deduce que la fórmula en las condiciones del problema es licita, 

4.30. в) м; b) no. 

4:31. Cada una de las restantes (n — 1) filos es ortogonal a la primera, por 
consiguiente, contiene n/2 unidades y n/2 menos-unidades. En total se tienen 
n+ (па — {}'п/2 = n (п + 1)/2 unidades. 

4.33. d) 5, La traza es igual a 0; el rango de frontera, 5; la a-anchura, 
siendo а = 1, 2, 3, y 4, es igual а 2, 3, 4 y 5, respectivamente. 

4.34. El grupo de 24-ésimo orden. De elemento del grupo sirve el producto 
de cuolguier permutación de las filas primera y tercera por cualquier permuta. 
ción de las filas segunda, cuarta, quinta y por cualquier permutación de la 4% 
y column: 

4:35. No varían las magnitudes indicadas, en а), с), П, М}; a) es obvio; 
с) so deduce de la definición de per A; 1) det (43) = (det 49%, y det A se multi 
plica, al permutar las filas о Jas columnas, por +3 б —1; һу se desprende del 
teorema de Álgobr 

Las magnitudes citadas en b), d), е), g), ў, pueden variar al realizar las 
permutaciones de las filas (o de las columnas), 10 que se ve de los ejemplos: 


14 VS 
inat: 


А= (8 1) traza Am4; det A= — 


м (1 3). er a= 


в=( 1): tm вед; det B= 


т (1 }), ver w 


0.4) 
04 
оо 


4.30. Siete matrices, por ejemplo: 


OO Ga G i- 


с=(% o с (0 0). rango (сэ 


р (| Ji з= (5 0); rango (09) = 0. 
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$ 2. Rectángulos y cuadrados latinos 


4.37. N (2, 9) = 133406. 
4.38. Numeremos las figuras de la prix 
igual que en el problema 4.37, N (2, 4) 


1234 1234 1234 1234 1234 
LEPE DARE ARI ADE A 
1234 1236 1234 1234 
3842 4133 431124324 


31:54 ЗАБА 2.19519 24, 352144140513 
AISEA CLIO 
Б 22,9. 19:401800. O % 


4.40. n) 4; b) 2, 

4:41: Siempre exactamente mediante w 
columna de la novena fila se completa con 
filas anteriores. 

4.42. М (3, 5) = 552. 

4.43. Divídaso en т? cuadrados el сатро y siémbrense las variedades de 
trigo de una manera tal que cada variedad sea usada exactamente una vez, en 
cada fila y exactamente una vez еп cada columna de la partición de la parcela. 
De este modo, a título de esquema para este experimento sirve un cuadrado Inti. 
no de orden т. 

4.44. El coste máximo que se busca 
busca tiene la forma (una de las solucion 


olo método, puesto que cada 
ов que по figuraban en los 


s igual a 80, y el cuadrado que se 


2 3 540 
10 5 3 2 
3 240 5 
540 2 3 
4.45. La tabla de torneo tiene la forma (una de las soluciones) 
23451 
2.4513 
TEPER 
451.32 
5123.4 
13524. 
Si en todas las casillas de la diagonal principal ponemos el número 6, se 
obtendrá ип cuadrado latino simétrico de orden б. 


4.66. 12345 4 2 


23451 34 
354512 54 
45123 23 
51234 45 


Todas las filas del cuadrado latino cíclico se obtienen a partir de la primera fila 
por medio de toda clase de desplazamientos cíclicos. Lo mismo es válido para 
cualquier otro cuadrado latino cíclico del mismo orden. Esto quiere decir que 
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los dos cuadrados citados difieren sólo еп el orden do | 
son isomorfos, 
4.17. Tomemos los cuadrados Ме orden 2: 


04 PE 
С #ф% 


5, razón por la cual 


Formemos de ellos un cuadrado de orden 4: 


0123 
As on decir, 198? 
3210 


4.48. La п (1 2) transforma un cuadrado en otro, 
4.49. El mo dol primero y segundo cuadrados está dado por 
42462 (12 yol del primoro y tercero por (123) X (129) X e, 
onde e es una sustitución idéntica. 
4.50. Aplicando sucesivamente las permutaciones do las columnas, filas 
y elementos, obtendremos el cuadrado Л, isomorfo al cuadrado dado A: 


“un 


1 
4 
2 
3 


¡mor cuadrado cada fila se obtieno a partir de la fila ante- 
ега fila, do la última) mediante la pormutación (0 1 2 3) con 
gundo cuadrado cualquier fila so obtigno do cualquier otra 
fila medianto una pormutación con dos ciclos, por ejemplo, (0 1) (2 3), о bion 
(0 2) (1 3), o bien (0 3) (1 2). 

4.52. Los automorfismos del cuadrado los!con: 
siguientes permutaciones 


ituirán, on particular, las 


а: (123) х (13 2) хе; e es una permutación idéntica; 
а: 2х (2х (1 3): 


ах (13) X| 3) х (1 2); 
a (23)х (23) х (23); 
ay (123) х (1 213) х (1 23у; 
а: (132) х (132 х (1132). 


4.53, Reonumoromos al azar los olomentos, Esto puedo hacerso por medio 
do 41 = 24 métodos. Pongamos cualquier fila on el primor lugar (4 métodos). 
Permutomos las columnas de un modo tal que en la primera fila se obtenga 
4423. Luego, cambiemos do Ingar la 23, 34 y 4% filas do tal modo que so obtenga 
4123 en la primera columna. Él cuadrado obtenido coincido con el do partida. 
Por cuanto la transformación moncionada puedo realizarse mediante 24 X 4 = 
= 96 métodos, se tionen on total 96 automorfismos. En lugar do todos los 96 
casos resulta suficiente analizar los siguiontes 6: 

2, 3, 4 no cambian, y on lugar de la 4а fila so pone la 


4 so realiza una do las pormutacionos (1 2), 
¿ueda оа su lugar (3 casos). (Efectivamente, 
iones оз el resultado do realizar sucesivamente 
algunas de las 6 translormacionos mencionadas.) 


272 


Si el раг èj se halla en ol ke 


Ё о grupo, entonces en el cuadrado 
latino ау = ад 


ол 2345 
104253 
240531 
325014 
нозо 2 
531420 


4.35. Supongamos que la primera fila es 0 1 2... р. Las otras filas зе 
obtienen realizando dosplazamientos cíclicos; la i-ésima fila comienza por t 
(debido a la simot: lo que quiero decir quo зе obtiene de la 1° fila realizando 
el desplazamiento cíclico en i — 1 unidades. Por consiguiente, para los ele- 
montos de la i-ésima fila tenemos ару тт ауу + (i — 1), es decir, aym ау + 
-+ ay, (mod р). El cuadrado latino es una tabla de sumación del grupo clélico 
de residuos respocto del módulo р. 

4.56. Sean bp .. ., bp diferentes elementos de un cuadrado latino tay) 
@, i= 1, ..., р). Dolinamos la oporación bjby = ayj (i, }'= 1, р). Ка 
cada fila del cuadrado latino ау Haya (7 5 k). Por canto p ocunciones biz = 
= ay (} = 1, .. у p) tionen p diferontes soluciones z= Dj...» 7 = bp 
сайа “ecuación, pues, os unívocamonto resoluble. De un modo análogo se de- 
muestra la resolubilidad unívoca do las ecuaciones убу = ay (i = Li +... Р). 
Por consiguiente, el conjunto (0,, . . ., bp) con la tabla de multiplicar bb, = 
= ау ез Un casigrupo. 

'1.57."La unicidad do las soluciones do las ecuaciones az = 0 © ya = b 
prodetermina que cada elemento еп cada fila y en cada columna se encuentra 
exactamente una sola vez. 

4.50. 190. 

4.60. a) Los nombres de las cartas forman un cuadrado latino, у los nom- 
dres de los palos, otro cuadrado que os ortogonal con relación al primero. He 
aquí una de las soluciones: 


В bastos 7 copas D espadas K oros 
D oros К espadas В copas Т bastos 
К copas D bastos 7 oros В espadas 
Т espadas В oros К bastos D copas 
b) Es imposiblo, puesto que de esta condición se deduce que en una diago- 
nal todas las cuatro cartas han de tener un color igual, y en tal caso los palos 
en las diagonales so repetirán. 


€) D copas K bastos B oros Г espadas 

В bastos 7 copas D espadas K oros 

Т oros K copas D bastos 

K espadas T bastos В copas 

аи. 123456789 123456780 
231564897 312645078 
3126450978 2315648097 
456789123 789123455 
1:564897231 B:971831 2045 
645978312 897231504 
7891234556 456789123 
3897231504 645978312 
978312645 564897231 


18-0378 23 


В es un cuadrado latino. ortogonal al cuadrado А. 


4.62. 012 04 
120 20 
204 12 
4.63. 01234 234 01234 
12340 012 40123 
23404 340 34012 
34012 1235 23404 
40123 401 12340 
4.64. 0123 0 
1032 4 
2301 2 
3210 3 


4.65. La primera fi s igual, mientras que cada fila 
siguiente so obtiene а partir do la anterior mediante un mismo desplazamiento 
cíclico en k, donde para el primer cuadrado k = 1, para el segundo k = 2, pora 


el tercero Ё = 4, para el cuarto k = 5, para el quinto k = 7 y para el sexto 


к= 8. 
012 03 
4.66. De los cuadrados 1 2 0 y „ obtenemos A y de los cundradon 

204 
04 23 45 
10 32 54 
2345 01 
32 54 10 
45 01 23 
seis $3 


Estos cuadrados no son ortogonales. 
4.67. Todos los cuadrados se obtienen a partir del primero permutando las 
al igual que en la resolución del problema 4.65. Por consiguiente, son 
isomorfos. 
4.68. Por hipótesis, los cuadrados k-ésimo y l-ésimo se definen del modo 
siguiente: 


af = ik + j (mod р), af = il + j (mod р). шл) 
Analicemos los pares de elementos 
(ik +j, il+ j) = (hk + jn il+ 5) 
De (4.2) se deduce 
ik + j = ik + jı (mod p), il+ j = il + j; (mod p), 


o bien 
1 == (i 0) (mod р), j — j, = l (i — i) (mod р). (4.3) 
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De (4.3) obtenemos k (i — i) = 1 (4 — i) (mod р). Esta comparación es equi- 
valento a la igualdad 


000—0 = тр, mes entero, (4.4) 


donde t к i1 <p— 2, liil <р 

Por hipótesis, р es primo. Por cuanto el producto que figura en el primer 
miembro de (4.47) se divide por el número primo р, entonces uno de los factores 
so divide por este número. Pero, 1 < | К — L| < p — 2, por consiguiente, 
k — Eno se divide por p. En tal caso ha de dividirse por p. Esto cs posible 
sólo cuando iy = 1. Si i = 1, de la relación (4.3') se deduce que j) = j. Es decir, 


dos pares (аў, аф) у (0), а) coinciden sólo en el caso en que í = h, 


hs 
4:69, Escribamos los elementos del grupo С en forma de los vectores 
а, B, ү), donde a = 0,1; В = 0, 0,1. La operación de grupo es la suma- 
ción respecto del mod 2. Denotemos, para abreviar, el elemento (а, P, y) con el 
número m = a -+ 24 + 4y + 1. Entonces, los elementos del grupo so designa- 
rán con los números m = 1, 2, ..., 8. Los automorfismos del grupo G о 


12...8 
(а С м): 
$ tal que todas las potencias suyos р, 7, ++ 


escribirán en forma de las permutacione 


¿lijamos un automorfismo 


sean diferentes y cada 


PEN 
vna de ellas deje сп su lugar sólo la unidad. Por ejemplo, =È} 520758 dle 


A titulo de cuadrado latino Ay tomemos la tabla de multiplicar del grupo G, 
y a título de К, una tabla que se obtiene de Аъ por permutación do las filas 
con ayuda de la permutación рі (i = 1, 2, ..., бу. Entonces, Ко, Ку, Кы... 
-a Ко será el conjunto de cuadrados latinos ortogonales que se busca. Еп 
сію, Supongamos que en K у em Ж, (p q) se han encontrado dos pares 
iguales: 


aD, ah =a, «(® 


їл iah en 


Por cuanto cada cuadrado es wna tabla de sumar, entonces afp =at) 4-07 
(5=0, 1, ...,6). Ya que la primera fila en todos los cuadrados est, 2, 
entonces af) м5); 

obtiene а partir 
g, entonces af” 
se deduce 


A 
j, аф) = 90) = ja, Por cuanto la primera fila en К, se 


y 
le la columna 1 2...8 еп Кє con ayuda de la permutación 
Фф), =p (Ц) (e=0,4,...,6). Ahora, de (4.5%) 


aut) 
че ъл рт) А 
ра (i) -= 

b 


ч” у 


412 (д). Por cuanto це es un automerlismo, 


e, qP (i — i) = qu (i 


л. Aplicando a ambos 
тте (0—0) =. 1<p-9<6 an 
Por cuanto е] automorfismo 4* (0 < s < 6) deja en su Jugar sólo la unidad del 


а operación de grupo es sumación, entonces sólo deja el cera del grupo), 

е (4.7") se deduce que i = ñ. En tal caso de (4.6') Se deduce que j = jy. Es 
decir, los pares diferentes no pueden coincidir. Esto significa que Тоз cuadrados 
К y Kg som ortogonales. 

14.70. El método de construir un conjunto completo de cuadrados latinos 

„1а demostración do su oriogonalidad rstán descritos en la resolución del pro- 
lema 4. 
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4.72. El campo de Galois GF (п)`йе п — 3? elementos, Como elementos 
del campo tomemos 


0, a= 


а D=r о, 2.4 


ац 25 = 22, а; = 
2+1. 


а = 2° 


Construyamos las matrices de orden п = 


o 1 т 24d 212 2 2 r42 44 

1 2 тї +2 2r о 2500 r 242 

то le 1 эз s42 0 220-62 2241 

ты 2z4+2 1 zh? > 2r r4 0 2 
Ci= |2142 2 2 z adi 241 r42 1 о |, 

2 O 2: 2e 241 t 2425414 > 


2e ar pto 0 elo a42 242 « 2 1 
242 = 242: 0 1 зм 2 21 ы 2 


ato #+2 241. 2 o 2 25 2:42 

o 1 = 2244. 2742 2 2r 242 r4 

z от}1 2r 1 2 142 0 2х+2 2044 
25440222 4 242 z 2r 241 0 2 
+2 2r 2 z aqi 244 r42 1 ° 

с,=| 2 0 742 2r 2:44 1 242 244 x 
2z 2244 0 244 242 242 z 2 J 

z+2 zo 242 0 1 оз 2 241 2r 
#+1+2 241 2 в z 1 2 2:42 

1 2 +1 2742 22 0 2:41 z 142 


о bien, al redesignar los elementos, tendremos en, definitiva 


013782654 013782654 
124860735 34641250387 
3406125087 781536402 
781536402 8623475140 
8062347510 20567141843 
2056067184307104533214 
670458321 5380142756 
538014276 4572 03168 
457203168 12486073 5, 


etc. Cada cuadrado sucesivo se obtiene del anterior con ayuda de una misma 
permutación cíclica de las filas 2, 3, 
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$ 3. Sistema de ternas de Steiner 
y juegos semejantes 


4.73. a) 123; 145; b) 123; 145; 245; 345 (tres ternas no son suficientes, 
puesto que en tres lernas están contenidos no más de 9 pares diferentes, mientras 
de cinco elementos pueden formarse 10 pares); с) 123; 145; 467; 246; 257; 
347; 356. 

АЛА. a) No; b) no; с) sí. 

4:75. De n elementos pueden formarse n (n — 1)/2 pares; єп сайа terna hay 
tros pares, en diferentes ternas hay distintos pares. Esto quiere decir que cl 
número de ternas es igual а n (n — 1)/2:3 = n (n — 1)/6. 

4.76. Hágase uso del problema 4.75. 

4.17. A) Sí; В) sí С) по. * 

4.78. ЛІ añadir las ternas de b), obtendremos un sistema de ternas de Stei- 
пег do orden 7; la ádición de las ternas а), с), d) no da los sistemas de ternas de 
Steiner, puesto que algunos pares se repiten. 

4.19. (m— 1)/2. Todo elemento integra el par n — 1: en cada terna, donde 
во tiene este elemento, figuran dos de estos pares. Esto significa que el elemento 
figura ен (a — 1)/2 ternas. 

4.80, Sea Æ el conjunto princi 


cipal del sistema Ag. Los elementos del conjunto ENS forman ( T ) pares 


el conjunto prin- 


sistema А, y sen 


«no ordenados; los pares mencionados se encuentran en las ternas del sistema An 
qu no pertenecen а Ay. Cada elemento de 5 se encuentra con (л — d)/2 pares 
de este género, con la particularidad de que los diferentes elementos no pueden 
encontrarse con un mismo раг de elementos del conjunto EN S. Por consi- 
guiente, el número de pares que se encuentran con los elementos del conjunto 5 
es igual n d (л — 0)/2. Es obvio que este número no sobrepasa el número LoLal 
d(n—d) n—d А 
ne pares, por Jo cual 000 < ( Р) ) de donde so deduce la desigual- 


te. Si Ôa N Ay == А = Ø, el teorema es cierto, Sea А + Ø. Designe- 
un conjinto d 


020: 1203: 24% 1347 
1406 267 356 


E 
4.83. Tipo de entrelazamiento: 7, = 
a в 5 
о 7 2 4 
b 1 8 
Fig. 4.4%. 


2n 


4.84. Representemos los tipos de entrelazamiento del elemento 3 con los 
demás elomentos en forma do tabla: 


(5). El vector indice: (4, В). 
(2, 4); Ta = (2, 3%); Т, = (2, б); Ts = (3, 5); 


8) 
4.86. La permulación (7 8) convierte wn sistema en otro. 
4.87. Calculomos las T-tablas de estos sistemas: 


Estas tablas son distintas, рог lo cual los sistemas no son isomorfos. 

4.88. Sí, es un automorlismo. 

4.89. Dividamos los elementos en tres conjuntos: 1 2 3; 45 0; 78 9, 
El grupo cíclico engendrado por el automorfismo a = (1 2 3) (4 5 6) (7 8 9) 
sorá (f, œ at). Para mayor comodidad dispongamos las lernas en vertical: 


81 3692 
3 6 9 4. Aplicando a, obtendremos 1 4 7 5, у рага aè tendremos 
4717 5828 
1473 
25380 
6939 


4.90. Tomemos algún sistema de ternas de Steiner Ap, por ejemplo b) del 
problema 4.96, y dividámoslo en grupos sin términos comunes en el interior do 
cada grupo: 


CADA AS ә» TA 
469 289 247 256 
578 зот 359348 


4.91. 3k + 4. Do п = бк + 3 elementos pueden formarse n (n — 1)/6 = 
ЕЛ; 3} (Ok e ЛО = (26 1) Bk +. 1) ternas, de Steiner (véns el proble. 
ma 4.84). En cada grupo están contenidos todos los 6k + 3 elementos; éstos 
constituyen (Gk + 3)/3 = 2k + 4 ternas, Por consiguiente, el número de grupos 
será (2k + 4) (Bk + 1)/(2k + 1) = 3k + 1. 


4.92, Se puedo: 1 8 11 1 12 14 
2 744 3 б 43 
3 6 93 815 
4 10 45 4 9 41 
212 135 7 10 


4.93. Sí. 

4.94. En todo grupo de ternas dobe fi una sola vez сада uno de los 0-61 
elementos. Esto no es posiblo, puesto que 6k -+ 1 по es divisor de 3, 

4,95. Tomemos cualquier sistema de ternas do Kirkman de nuevo ele- 
mentos, por ejemplo, do la respuesta del problema 4.90. Cada grupo de ternas 
da la composición do las comisiones para 1 día. 

4.96. Son automorfismos. 
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‚4.97. Todo automorfismo de un sistoma do ternas de Kirkman conserva 
dichas ternas, lo quo quioro decir quo es un olomento del grupo de automorlismos 
del sistoma do tornas do Steiner. 


4.98, 01 02 03 04 05 
23 14 15 13 12 
45 35 24 25 34 


4.99, 01 02 03 04 05 06 07 
27 13 15 17 12 14 46 
36 47 24 26 37 23 25 
45 56 67 35 46 57 34 


4,100, De 24 jugadores pueden formarse 2p (24 — 1/2 = н (24 — 1) dife- 
rentes pares. En un dia pueden jugar p pares de 2p jugadores. Esto significa que 
en total pueden realizarse p (24 — 1)/p = 2p — 4 jornadas, En el caso dado 
11 jornadas y en cada jornada juegan 6 pares: 


ме de jornada 


CECEO O O O Ee 


112|1 29.39 aja 5f4 сх 7/4 вра 9] 110 [54 
21130 [21212 3/2 412 512 6| 2 7] 2 8| 2 91210 
3101230 [41215111312 |3 4/3 5] 3 6/ 3 7] 3 B]3 9 
4 9/5 9|510| 610] 611) 7114121 4 5| 4 6] 4 7/4 8 
5 8|6 8/6 9/7 ај 710 в10 ви | 911] 512| 5 6|5 7 
6 71712 |7 8|812|8 ој 912 | 910 | 1012 1011 | 41 12/6 12 


Este mismo sistema da el sistema buscado do grupos de pares. 
4.101. Por dofinición, los grupos restantes do pares so obtienen del modo 
siguiente: 


ae 


2u — 1). Por consiguionte, todas las poten 
son distintas, у 


TA, (4,9) 


Con una exactitud de hasta la enumeración de los elementos existen solamente 


dos permutaciones de 24 elomentos que poseen diferentes 7%, 7%... 72071, 
a saber, (012... 28 — 1) у (0002... 2p — 1). Para la primera de ellas 


re . Por consiguiente, en virtud de (4.8) y (4.9), 


тт, = Т8 0) Т 


La contradicción obtenida muestra quo la primera permutación no da sistemas 
del tipo cíclico. 
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4.402. 


Las tablas correspondientes son: 


15 2 

ES Совт | зла; 

„——— A 4 2 1 
24 2 AAA 

24 3 60 7 1 

42] 4]; | 5017 

6011 ЕНИ Са 


Entre los sistemas mencionados по hay іѕотог(ов. 
4.103. Confeccionando la matriz de los tipos de entrelazamiento del pri- 
mer sistema, calculamos los vectores Índicos de sus grupos de pares; véase а). 


42. 


Dibujamos los grafos, por ejemplo, т; U т, U T: y ta U Te U Ta (fig. 4.2). Los 
vectores Índices de los grupos de pares para el segundo sistema tienen а forma b); 


a) b) 


EAS 
Para nonas 
= оого > 
тз зз сл гоюю= 
asunanonsa 
отша о 


A los grupos ту у ту con vectores Índices (2 6) del primer sistema pueden co- 
rresponder solamente los grupos ту у т con los mismos Índices en el segundo 
sistema, y а los grupos т, y т, con (5 3), solamente los grupos 1, y те. Por eso, 
para el segundo sistema dibujamos los grafos ту U Ts UT, Y Ta Ите U т, 
fig. 4.3). La única permutación que puede traspasar el dibujo izquierdo al 
lerecho es (0 8 9 7 3) (1 5 4 6). Se comprueba directamente que esta permu- 
tación es la buscada. 
01 02 0 
1 


2343 


4,104. 3 
2 
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Por cuanto los cuatro elementos pueden ser partidos en pares solamente mediante 
estos tres métodos (empleados еп el sistema construido aquí), entonces después 
«le cualquier permutación de dichos elementos obtendremos los mismos (тез. 
métodos de partición en paros, es decir, el mismo Por consiguiente, 


в 


Fig. 4. 


cualquier permutación de cuatro clementos es un automorfismo del sistema, Asi 
pues, el grupo de automorfismos buscado es el grupo S4 de todas las permutacio- 
nes de cuatro elementos: su orden es 4l += 24. 
4.105. Sea un sistema 
01 02 03 04 05 
25 31 42 53 14 
34 45 51 12 23 
La permutación Т = (1 2,3 4 5) convierte todo grupo de pares ху en el grupo 
siguiente тү. Esto significa que Tin = тр, (= 1, 2, 3, 0); 79 А, Si 
«pes un automorfismo del sistema, entonces pt; = ту „у para cierto (0 «с & 4), 
es decir, ртр = Tin, Tipt = t qui, їр = Fo es un automorfismo del 
grupo de pares т. Cualquier automorfismo de este tipo y; puede scr representado 
tinivocamente en forma de un producto de dos automorfismos, uno de los cuales 
hace permutar solamente los pares 01, 25, 34 (el grupo de tales automorfis- 
mos es isomorfo al grupo de todas las permutaciones de tres elementos) y el 
otro hace permutar los elementos en cualesquiera de estos tres pares de manera 
independiente (el grupo de tales automorfísmos es un grupo abeliano con las 
-eneratrices (0 1), (2 5), (3 4), es decir, es isomorío al grupo 7, X Zs Х Za). 
asi pues, Г (aut 1) = 5 x 6 X 8 = 240 
4.105, La permutación 7 es, en virtud del problema 4.101, un automorfis- 
mo del sistema. También son automorfismos las permutaciones 7°, 7%... 
‚у Tm- = E, Por consiguiente, el grupo de automorfismos contiene un sub- 
griipo cíclico de orden 2p — 1 con elemento generatriz Т. 
4.107. Agreguemos al 102 grupo el elemento 1; al 2° grupo, el 2, al Зет gru- 
po, el 3. Oblendremos la siguiente sucesión 


176 ET ATA 
154 264 305 


Añadiendo la terna £ 2 3, obtendremos las siete ternas buscadas de Steiner. 


4408, 01 02 оз ол об об от ов 09 
toirt A {1 
45 46 25 29 28 27 38 24 26 
67 оз 09 35 зо 34 49 39 37 
зо 79 73 ов а7 59 56 057 48 


9, i Æ j, figura еп el a;pésimo grupa, 
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$ 4. Bloque-esquemas 


bo=b=13, суь»=9, 0 = 12, 
kær r=4 k=3, 
A=4: h=1 kadi 
124 пша 184 
1 25 tanri 
107 1 в 910 1607 
236 1 141 12 13 15890 
25 7 тии ъё 
зат 2 6 9 12 258 
45 6 2 7101433 2709 
з 5 913 зая 
звони 357 
эт 642 368 
4 5410.12 478 
4 6 8.43 569 
4 7 944 


4.111. a) No oxiste. Do lo contrario, según el teorema de oncajo, el esquema 
de que se trata podría ser encajado on un esquema simétrico con parámetros 
=з 22, kı = 7, À = 2, el cual no oxisto do acuerdo con el teorema de Bruck— 
Nyscr—Chowla sobre la existoncia do BIB-esquemas simétricos. En efecto, v 
es par, kı — A = 5 no ез un cuadrado. 
d) La resolución es auálo; - según el segundo do los teoremas citados 
'esquoma con los parámetros э, = 43, kı = 7, А = 1; según el primer 
no existo esquema con los parámetros v = 36, b = 42, r = 7, k = 6 


4.112. a) Es fácil establecer la validoz de la siguiento afirmación: soa 
v= 6t +1 = р" y p, un número primo, y sea z una raíz primitiva del campo 
GF 0р"), En osto caso los bloques (2%, 211, 24), . (zi, 249, гин), (zti, 
220-1, 201-1) forman la base del esquoma соп los parámetros.v = 02 + 1, b = 
= 6 + £, r = 3t, k = 3, А = 1 y un grupo de automorfismos А que es un gru- 
po aditivo del campo СЁ (рт). Observemos quo la raíz primitiva de GF (1) 
es el elemento 3, por consiguiente, la base del bloque-esquoma dado está for- 
mada por el bloque £ = 1, z = 3 (z°, 2%, z6) = (1, 2, 4). El grupo de auto- 
morfismos es un grupo ciclico de residuos respecto al módulo 7. 

b) La resolución es análoga a la anterior. Al aplicar los razonamientos 
realizados más arriba, encontramos la base del BIB-esquema dado: £= 2, 
z=2(1, 3, 9 y z= (2, б, 5). El grupo do automorfismos es un grupo cíclico 
de residuos respecto al módulo 13. 

4.114. El bloque-esquema tieno por expresión 


124 234 34 


2 5 
35 2516 
3 6 
456 
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4.115. ау Es el bloque-esqnema del problema 4.110, a). En efecto, la igual 
dad de incidencia tiene por expresión 


IA AS A рЫ 
HA ad ra e ro 
b=7,k= 


Teniendo presente que v 


=3, А = 1, obtenemos la igualdad 
reguerida, 


а) Por cuanto v 
Ryser—Chowla sobre la existencia de BIB-esquemas simétri 


1 1 1 1 1 


21 es impar, entonces, de acuerdo con el teorema 


з, 


Fig. 4.4% 


Megamos a la ecuación z? m 4r? 4- Esta tiene una solución no nula de nú- 
meros enteros (1, 0, 2). Por consiguiente, la condición necesaria para la exis- 
tencia de un bloquo-esquema es válida. 

b) v = 15 es impar. Aplicando el teorema citado, obtenemos, por analogía 
con lo anterior, la ecuación 22 = 4z? — 3y°, la cual tiene una solución no nula 
de números enteros (t, 1, 1). Por consiguiente, la condición necesaria de la 
existencia do un bloque-esquema se cumplo. 

с) Por analogía con lo anterior obtenemos la ecuación z? 
Isu solución no nula de números enteros (1, 1, 1). 

d) Oblenomos la сснасібп z? = 722 4 2y? y su solución buscada (1, 1, 3). 

4.147. Si por elementos del esquema tomamos los vértices del tetraedro 
ylpor bloques, las caras de éste, entonces rl tetraedro corresponderá a un BIB- 
esquema simétrico. 

El octaedro es un PBIB-esquema con los parámetros о 
ж\= 3, М = 0, м = 2л =1, 14, 


00 y pot 
PR (o 4). т (1 2)- 
El cubo es un PBIB(3)-esquema соп los parámetros v=8, b=0, 
кед, м0, №1, А3, n, 4, 1,3, n,=3, 


ооо 0.041 010 
(222), mofo 2 o). waft оз). 
озо 102 020 


А47) es un PBIB()-esquema 
1—0. А20, = 2, 


эй — hy 


-6 b=8, r 


Pin 
El icosaedro (véase la desarrollante en la fi; 


соп los parámetros v==12, b > 20, r= 5, k= 3. 
m= 1, m = 5, пу= 


ооо оох 0.1.0 
ра[о 0 5 |, (б 2). (i 12). 
о5о 112 022 


“o 
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El dodecacdro es yn РВ11(5)-єадмето con los parámetros v = 20, b 
т=з, 0, м = 0, А, = 0, мут 3, m = 


Sima mio: 
эо=оо 


ooovo 
ооо 


o 
1 
С 1 
1 
o 


4.118. a) Las caras del cubo с; 


ooo. o 


versa, Рага el octaedro la matriz 


10000 


оное 


1 

о 
o 
o 
1 


ono». 
=oo-=- 


0 


La matriz do incidencia del cubo es la matriz transpuesta AT, 
b) Al dodecaedro corresponde el siguiente bloque-esquema: v = 20, b = 12, 


=5r=3: 
72, з 5, 0, 5,0 44, 40, 17), (10, 42, 43,40, нл, з, 
4 3), e 5), (20, 17, 29 12, 11), (1, 2, 9, 10), (7, 8, 14, 15, 18), 
g 1 17, de. is (2, 5, 11 10), (4, 8, 9, 13, 14), (20, 19, 18, 14, 13) 
Jefinamos D’, rigiéndonos por TA bj € Arc a; € Bjen D. Obtendremos 
үп РВ1В(2)-‹ esquema que 'correspondo al icosaedro. Sus par етос son: эка 12, 
= 20, r = 5, k = 3, El esquema es de K Готви 1, 2, 3), (1, 4, 5), (3, 8, Ye 
e р їй, {е 10, ! 11), (t, 3, 4), (1, 5, б) ‚ D), (7, 8, 13), (7, 44, 12), 
7), (4, 5, 10), (6, 7, (UN KA 10, 12), (2, 3, 8), (2, 7, 8), 

е, Do, G, 8, ио, 749: 
с) E tetraedro e a aafe al siguiente BIB-esquema: (1, 2, 3), (1, 2, 4), 
2 4, 3, 4, 4, 3). Los parámetros de este esquema, que llamaremos D, so 
= k= 3, А = 2. Construyamos D’ según la regla ар == A 
P ¿Aa € B; en D. Los bloques де D” tienen por expresión 


Arz (bu Bar ba) = (1, 2, 4); Ау: (bis bar ba) = (1, 2, 3); 

Ag (bj, Day ba) = (1, 3, 4); Ла (dps з, b4) = (2, 3, 4). 
Para D’: w’ = 6 = 4, т' = k' = 3, X = 2. El tetraedro es autodual. 
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4.119. Do acuerdo con el teorema do Zinger sobre los bloque-esquemas que 
se oblienen de las geometrías PG (л, p°), Jegamos a una conclusión de que el 
bloque-esquema buscado es cíclico y lieno los parámetros: р = b = 7, 
== гт: 3, А == 4, Por cuanto (0, 1, 3) es el 1, 3, 1) junto de diferen: Я 
entences ol blogueccsquoma tendrá por expresión: (6, 1, 3), (2, 3, 5), @, 5. 0), 
(1,24), (3, á, 6), (5, 6, 1), (6,0, 2). 

4.420. La matriz de incidencia del bloque-esquema del problema 4.119 
tiene la forma 


o 
1 
1 
0 
1 
o 
o 


onoa--o00 
o==220- 


Construimos la matriz de Hadamard, pa tz de incidencia citada. 
Denotomos la matriz de Hadamard bi 


‚ә át — 1, Suponemos baj = b 


A by 

h definitiva Lenemos 
Е Е УЕ) 
10123404 
та A ы 
Пе SiS 

Hal Жау SS 
tt 1 —1 1 
Е E 14 

Ka a 


1 ot 
є© 1) 
Э), (3, 1, 0), (0, 1, 2, 


n de conexión resulta cómodo cons- 
cl 


4.121. a) El bloque-csquema tiene la forma: (1, 2 
(2, 3, 4), (4, 0, 1). Para definir la rela 
truir ol siguiento diagrama (fig. 4.5"): | 


ar se encuentra en dos bloques (línea 0 
а), i= 2, el parse encuentra en un bloque 
(línea ondeada). 
Empleando el dingrama, es fácil hallar los 
parámetros, del — PBIB(2)-esquem 5, 4: 1 


k: 3, м=1, № 


°ч 14 
Ра д 
Б ( 1) =li o 

b) El bloque-osquema tiene la forma: (i, 
3, 9, (5, 7, 0), (9, 11, 4). (2, 4, 10), (6, 8, 1), 
(10, 42, $),'(0, 2, 8), (3, 5, 11), (7,9, 2), (li, 3 2 
Ò, 6), (4, 6, 12), (8, 10, 3), (12, 1, 7). FEAS. 

Por analogia con a) puede construirse el рне 
dingrama: { = 1, ol par se encuentra сп un 
solo bloque; i= 2, el par está ausente, el PBID(2)-esquema tiene los sì- 
guientes parámetros: v=5=13, k=r=3, MSi, A=0, m 


mo (hn 2): 


| =2, пед, ру 
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4.124. El conjunto (1, 4, 5, б, 7, 41, 16, 17) es wn (19, 9, 4)-conjunto 
de diferencias. El bloque-esquema tieno la siguiente forma: 


(1, 4, 5, 6, 7, 11, 16, 17), (8, 11, 42, 13, 14, 48, 4, 5, 


(15, 18, 0, 12, 6, 11, 12), (2, 5, 6, 7, 8, 12, 17, 18), 
(9, 12, 13, 14, 15, 0, 5, 6), (16, 0, 1, 2, 3, 7, 12, 13), 
(3, 6, 7, 8, 9, 13, 18, 0), (10, 43, 14, 15, 16, 4, 6, 7), 


(17,1, 2,3, 4, 8, 13, 14), (4.7, 8, 9, 10, 14, 0,4), 
(14, 14, 15, 16, 17, 2, 7, 8), (18, 2, 3, 4, 5, 9, 14, 15), 
(5, 8, 9, 10, И, 15, 1, 2), (12, 15, 10, 17, 18,2, 8, 9), 
(0, 3, 4, 5, 6, 10, 15, 10), (0, 9, 10, 11, 12, 16, 2, 3). 
(13, 10, 17, 18, 0, 4, 9, 10), (1, 4, 5, 6, 7, 11, 10, 17), 
(7, 10, 44, 12, 43, 17, 3, 4), (14, 17, 18, 0, 1, 5, 10, 11). 


4.125. En PG (2, 3) so contienen 13 puntos y 13 rectas, y en АС (2, 3), 
9 puntos y 12 rectas. Рог cada punto pasan cuatro rectas y cada recta contiene 
tres puntos. Por consiguiente, el BIB-<squema que se obtiene de EG (2, 3) 
Liene por parámetros: v = 9, В = 12, r = 4, А = 1. El campo GF (3) contiene 
los elementos 0, 1 y —1 que se examinan según сі módulo 3. Los puntos de 
PG (2,3) воп: 


р = 4,0, 0; 
рь = 0, 1, 0; 
Pa = 0, 0, 1; 
ра = 4, 1, 0; 


1 1 рро 1, 4, 


рь = 1, 0, 4; 


Las rectas se obtendrán, si tomamos dos puntos, por ejemplo, ру Y р у 
componemos Ауру + Ар donde A € GF (3), con la Jaridad de que por 
lo menos uno de Ay es distinto de cero. La recia que pasa por ру y ру conticne los 
puntos ру y pai (ру + Ра) = раз (Pr — Pa) = ри, Al realizar esto procedimiento: 
con todos los puntos, obtendremos las rectas: 


Py Pa Pa Рв Po Po Ру Ри Ре Ри Pio Pis 
Фуу Рз» Ра, Р» Pa Ри Paos Pia Ре Ра Po Ри 
Pis Po Po Pio Pas Pa Po Ра Po Ре Рт Pis 
Pi Pin Pim Pia Pa Pe Pio Ри Pr Pe Po Pis 
Pa Par Pos Pis 


Si_tachamos todos los puntos, cuya última coordenada es 0, obtendremos 
EG (2, 3). Los puntos tachados son pj. ру. Pa рк. ASÍ pues, tenemos: 


Pa Ps Ps Pa Mho Ри Pa Рт Раз Pa Pn Po 
рь Po Раг Pa Po Ёз Pos Pho Ра Ри Po Pas 
Ps Рт Ри Pin Pin Paa 


Si tomamos estos puntos por elementos del bloque-csquema y las rectas de 
EG (2, 3), por bloques, entonces, al redesignar los elementos 


{Ее чи и че + 
TEZZA ART 


obtendremos un BIB-esquema con los parámetros r 
2=4: (1, 2, 5), (1, 3, 9), (1, 4, 8), (1, 6, 7), (3, 
(2, 3, 8), (7, 8, 9), (5, 6, 8), (3, 5, 7), (4, 5, 9). 
Es obvio que este esquema ев resoluble. 

4.126. a) Al plano parcial r=3, k 
PBIB (2)-esquema con los parámetros v 


b=12,1=4k=3, 
6), (2, 4, 7), (2. 6, 9), 


le corresponde el siguiente 


б, b=12, 7=3,k=4, A =1,47=0, 


m=0 m=6, ру=(4 3). = (8 2)- 


Esto bloque-esquema tiene la forma: (1, 2, 3, 4), (11, 15, 2, 7), (2, 8, 7, 
їз йз, б, ТУ; (1% 9, 5, 10), (19, 3, 9,6), (1, 89,10), (12, 2, 16, 40), 
(43, 4,6, 16), (11, 14, 4, 8), (12, 45,3, 6), (14, 15, 5, 10). 

) Al plano parcial т = 4, k= 5, £= 3 le corresponde el siguiente 


PBIB(2)-esquema con los parámetros v = 25, b = 20, r = 4, k = A=t, 
M=0 m=i, m=5 ры = (9 © 12 4). Esto bloque- 
quema tieno la forma: (1, 2, 3, 4, ,40, 41, 12, 13), 
‚ 14, 15, 16, 17), (18, 2, 6, 9, 21), ( 2), (18, 4, 8, 12, 23), 
(18, 5, 9, 13, 24), (19, 2, 7, 14, 24), (1 ), (19, 9, 16, 2). 
(19, 5, 6, 17, 23), (20, 2, 11, 16, 23), (20, 3, 12, 17, 24), , 4, 13, 14, 


( 
1), (20, 5, 10, 15, 22), (25, 6, 11, 15, 24), (25, 7, 12, 16, 21), (25, 8, 13, 
17, 22), (25, 9, 10, 14, 23), 
4.128. Construyamos el bloque-esquema Dy: (1, 2), (1, 3), (2, 3). Su 
matriz de incidencia tiene por expresión 


110 
(а 04 ў, 
011 
El bloque-esquema Dy tieng Ja forma: (1, 2, 3), (1, 4, 7), (1, 5, 9), (1, 0, В), 


(4, 5, 6), (2, 5, 8), (2, 6, 7), (2, 4, 9), (7, 8, 9), (3, 6, 9), (3, 4, 8), (3, 5, 7). 
a motriz de incidencia del esquema que se busca tiene por expresión 


110 340 атолу 
110 104 104 104 
110 044% 0141 0,44 
ma SE 110014 тот 
E E A 
40104 Ot 
оа 14D A 049 
0441 104 0041 110 


Es evidente que este esquema es 2-resoluble con los parámetros v* = 9, b* 
=42 k = б, r° = 8, А* = 5, а* = 2, пе = 3, уе = 4, 93 т=4. 

129. Construyamos el esquema у; sus parámetros son: оу = b) = 4, 
п = k = 3, M = 2. De manera análoga construimos el esquema Da. Las ma- 
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trices Пе incidencia de estos esquemas son 
pros ta 
131031 10 
1104 04 
тфу dii 
E EE E 
LAO A 
1404 о Lau 
Л AE 
оаа їчїо от 
Жу: зї {%@ 
LATER E 
1014 то 
окат оч 
саал tt 
1011.04 
t4140 10 


parámetros D, son: v* 


46, 5* = 12, r* 1, 
0, аў = 0, ай =, @=3, n=4 y=3, = (4 HE № = 
3 2). Es fácil ver que el esquema obtenido es 3-resoluble: g? = 8, 
q = 9. 
% 4.430. (véase fig. 4.07). Los parámetros del PBIB(3)-esquoma que se obtiene 
Бб, r=2, k=6 )=2 
y n = 1, ng = 8, ng =8, 


932) 
[ово 
r! " 
Ы Н 


оноу. (001 
2 = 4 
В|. 2 4). оа 4). 
(i 44 142 
La condición necesaria de resolubilidad del 
bloque-esquema (b > 7 + v — 1) no se cumple 
en el caso dado (6 æ 19), por consiguiente, el 
ИР" bloque-esquema construido по es resoluble. 
РЁ. ЧАЗИ: (véase fig. 4.7"). En este caso los 
parámetros del bloque-esquema, el cual cons» 
diluye un PBIB()-esquema son: v =32,0=8,k=8,1=2 A 2, 
м = 1, Aa = O, m = 1, ng = 12, 1 18, 


о о 0 010 „poa 
1 2 = 
р\=|0 12 о). ifii 6), m=|1 48 
(pes А Дов о, 1 8 8. 


de resolubilidad del bloque-esquema no está cumplida 
el bloque-esquema dado no es resoluble. 


La condición necesa 
(8 4 33), quiere decir, 


Fig. 4.7. 


4.132. a) Tenemos un PBIB-esquema 


бк}, {ша}, ES Ea dea E 


(САП 
(зл) ез 
(3,2) (13) 
1,2 
Fig. 4.8”. 


Para hallar los parámetros construyamos el diagrama (véase fig. 4.8): 
эз= б, ф = б, r=k= 2, Уу = 1, т = 2, Ау 0, т, = 2, Ау 0, п =1. 


0.10 гюн 0.20 
va=|1 0.4), pi=[0 1 0), pm =f2 о 0). 
о1о 100 ооо 
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b) Tenemos un PBIB(4)-esquema 


(2, 4) ч. 3) (1, 4) 
fs o} ` fe з). fe >) 402, >) t 
(а. 1) (4, 2). (4, 3) (9, 4), 

(1, 2) (2, 1) (CEN) a, 
fe з) ` (e 3) ` fe JA ү 
(1, 4) (12, 4) (3, 4). НЫ 3) 
k 


Los parámetros son; v = 12, b = 8, k = 3,7 = = 1, h = 0, ħa 0, 


M=0, п 4, т 


1 
у= , 


2, 
1 
1 
1 
0 
1 
1 
1 


2 ES 
P= 6 та 


o 
о 
1 
o 
1 
0 
o 
o 


4.133. Tenemos 
6, Ar 
з, =6, = 


n PBIB(5)-esquema con 
э =1 


$ 5. Problema de Уап der Waerden 


б 
4,134, M= Y) МР, р d=1, 5м 20. Si k>n, los puntos Po, Py, ..., Pr 
£ 


son dependientes y existen tales números jio, jiis +=» Hm, distintos de cero 


simultáneamente, que 5 ш=0, 3 pMP¿=0. Sin restringir la generalidad 
E o 
de nuestros razonamientos convengamos en considerar que la magnitud 12/11 
es mínima entre los números | A/p | con los denominadores ju + 0. Entonces 
as nt 
=D (uote A 
M 2 (м MEL L) Pa, 2 (м An м.) dí 


(мм) 0, 10, 00.1 0-1. 


De este modo, existen AS, Af, ..., A$ 20, Ар м Амаа tales que 
Г k-i 

1, M= У 
i20 = 
igual ал. 


Р, El procedi 


iento lo continuamos hasta que k se haga 


n 
4.135. С=с. A= Mayii, В= Ьу, АВ= С, сау Y) aby 20, 


У 
а 

У = Ў аи У) м, 

A Tata 
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y 


ва 


136. per A ja 
Gp 
4487. per (A 2 


А tin - Limia 
O] 
а, Лаба ы... нева 


4.138. Sea А = | ару If una matriz dos veces este 


tica, Está claro que 
per A > 0. Señalemos que per A + 0. Encerremos todos los elementos no nulos 
ile la matriz A en р columnas y q fil 


n modo tal que la suma p + q adquiera 
el valor minimo posible: 


—y 


a 


> 


De acuerdo con el teorema de Känig (111), el número máximo de elementos 
no nulos de la matriz A, de los cuales cualesquiera dos по se encuentran en una 
fila o en una columna, es igual a р + q. Si demostramos que р + q = н, enton- 
ces, por definición del permanente, per A > 0. Por cuanto Lodos Jos elementos 
по nulos de A pueden ser encerrados еп n filas, entonces p + g ©, п. Y, ya que 


n= J) ау2 рч а. tenemos р 4-а = п. La afirmación está demostrad: 


та 

4.139. Llamemos transversal um juego de n elementos de la matriz A de 
orden п, de los cuales cualesquiera dos no se disponen en una misma fila о en 
una misma columna 

Por cuanto per А > O (véase el problema 4.138), existe wma transversal 
compuesta por elementos no nulos, Supongamos que el elemento minimo de 
dichos elementos es A, > 0, y sea Р, una matriz conmutable que corresponde 
а la transversal. Ya que la matriz (A — AP)AL— Эд) es dos veces estorástica, 
entonces per (A -- A,P,) > 0 y existo una transversal que se compone de los 
elementos no nulos. Donotemos con А, el minimo de estos elementos, ete. Por 


1 
cuanto la matriz A — У) АР; contiene по menos de j elementas nulos, el pro- 
ГЕЛ 
ceso que se aplica es finito y se d 
el (nê — п + 1)-óximo paso (tri 
hanhi 
A ~F) АР, que tiene sumas iguales de elementos en las filas y en las co- 
КЕ 
Jumnas, contendría no más de n — £ elementos na nulos y, por consiguiente, 
tadas los elementos de esta matriz son nulos). 
4.140. Las operaciones de Ф y + por un húmero se introducen de confor- 
midad con las siguientes reglas: 


á por terminado по m 


s tarde de que Пепе 
el (nnd 0 


mo paso de la matriz 


cy=0y Hb para icn, jem 
А 


las 


Cin para іл, 
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ADB=C=> 


para і «л, 


D еу" Ra eij—in— 2); 


Can 


B=h*A=> 


No es difícil ver que en una matriz de orden п — 4, complementaria al 
elemento con índices п, л, estas operaciones coinciden con las operaciones ordi- 
narias de adición y multiplicación. Por eonsiguiente, wn conjunto de matrices 
cuadradas de orden п, en las cuales la suna de elementos en cualquier fila y en 
cualquier columna es igual а uno, es isomorfo al espacio de matrices cuadradas 
de orden (л — 1). М 

4.141. Sea A una matriz dos veces estocástica у supongamos que las opo- 
taciones e y Ф están introducidas en la solución del problema 4.140. Observe- 
ue, hablando en general, AA 42 +4, Л -- BRA Ө В, зіп embargo, 


mos q 
para los númoros 

һ һ һ 
л. о А20, Ў м1, зе cumple la igualdad У АР е У) ме Р, 


1 1 


donde Р, son matrices conmutables. Puesto que A= У) MP; (véase el proble- 
A 
‚ 


А 
ma 4.430), У) М =1, А20, entonces А= @ 2) Ar + Ри. Existen los números 
a a 
enteros OL h< h <.. in y los números no negativos pj (7=0, ... 
mat шл 
(n—1)*) tales que рл у=, A=0 È тубт, Por consiguiente, 


my 
A= У) k Pi La afirmación está demostrada, 
fo 11 


4.142, Dobido a los resultados obtenidos en los problemas 4.141 y 4.137, 
tenemos 


м>0, 
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donde P; son matrices conmutables, Obtenemos 


һ к 
per А> У) А? per Pi= У) Ар > тах Ар > (n?— 2n 429%, 


4.143. Observemos que un conjunto de puntos z = (ту э тц), en los 
cuales el polinomio 5 (гу, ..., zn) alcanza su valor minimo, es compacto: 
él está acotado (como un subconjunto de 2) y cerrado (per ser $ continuo). Por 


consiguiento, la función q (z) = У) |z; — ту] sobre dicho conjunto tiene un 
1 


minimo que se consigue en cierto punto 2%. Mostremos que si 29 + 0 y 25 40, 
tendremos 2} = 29, Supongamos que esta afirmación no es cierta. En tal caso 
el polinomio y (0 = 5 (z (0), donde z; (0 = 129 + (1023 лу (0) = tg t 
Фа 02, 21 (0 = af. para 1 54 i, j tiene un grado que no es superior a dos, 
y cuenta соп mínimos locales cuando £ = O y с == 1. Por consiguiente y (0) = 
те const, Pero entonces 5 (z) también adquiere su valor mínimo en el punto 
ы) y p(z) > q (т (1/2)). La contradicción obtenida demuestra nuestra 
afirmación. 

4.144. 2? | y? 4 + Злу rd dd do? R y d- хз 4- 
-H a) + boya 13 (ryt у: de ya) } (ыг. Maciendo uso del resultado del 
problema 4.155, Hegamos а que el valor buscada es igual п 2/0, So 
consigne dicho valor cuando — y 

4.145. Sea A ~ [ауур чна m: 


A 


riz dos veces estocástica, Denotemos 


1 
Бара. “бе. Б, gatos 
д, 

Ё@ 


Son obvias las relaciones А = 


a 
5+3 per A, 3= А+ Y) (азуазу | азау 09/01), 
Je 


з 3 
per A+ 8-H Ў) aijasjasj= 1. Por consiguiente, per A= 1— У) (ааз азо 
A ^ 


аза) H2 У ауузууауу. Рата demostrar la afirmación nos queda solamente 
A 


aprovechar los resultados del problema 4.455. 
Observemos que se podría obtener también otra fórmula para per A y hacer 
uso del resultado del problema 4,151 
3 
2 1 
Фе). 
1 


j 


$ 


4.346, Sea per A = f (фу (ans >- A 
Фу son funciones simétricas de sus argumentos. 
las matrices A, y Ау: 


Mn (Onin + + y анн)» londe 
tonces los permanentes de 


Т а Т. 
2 2 2 2 0 
o 
\ 1 1 
К 98 a 08 
А = ж 
ma 
o 0 22 
' 1 
2 2 
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er iguales (puesto que las funciones qy son simétricas). No obstante, esto 
no por Ay Зе per Ay. La contradicción obtenida muestra que el perma- 
nente de una matriz dos veces eslocástica по puede ser representado en forma do 
una función simétrica con relación a los elementos de cualquier fila do la matriz. 

4.147. a) Supongamos que la matriz A = (| ау, (7, ару > 0, es de tal género 
que su permanente tiene el valor minimo entro (оз permanentes do todas las 
matrices dos veces estocásticas de orden л. Si tal matriz no es única, elijamos А 


de un modo tal quela suma У) оў; зеа tan pequeña como se pueda, Puesto que 
A 
el conjunto de matrices dos veces estocásticas está acotado en R' respecto de la må- 


z 
y") P у la función del permanente es continua en 


suma У) аў, alcanza en éste su mínimo. 
"Зз! 
Pongamos оу (1) = ау рага tf fis las 
900—0 аа 
„(б =на,у+ (4—0, 


Por cuanto la función per А (0) alcanza su mínimo cuando t = 0, 1 sobro 

el intervalo |—e, 4 4 el para cierto e > 0, y como per А (2) es un polinomio de 

2 спуо grado no es superior a dos, entonces per А (0) w const, per А = per A (0) = 

== рег A (0). 

Al hacer uso de la desigualdad z*-+y*>2((7-+y)/2)%, obtendremos 
А 


Y арэ Y 400/2), con la particularidad de que el signo de igualdad 
„ўз! Зы 
subsiste cuando y sólo cuando para cualesquiera 1, j se cumple la igualdad 


ayy=04,(1/2). Por cuanto У) а У) а1,(1/2) en virtud de la elección 
i, jel i jæi 

de la matriz A, el signo de igualdad realmente tiene lugar у ajyy= (ajy + 
+ ар,)/2. Por consiguiente, ару = ау. Dado que 1, y 1, se han elegido de una 
manera arbitraria, todos los агу son iguales entro sí y su valor vale 1/п. Por 
consiguiente, per A = nl/n”. La alirmación queda demostrada, 

B) Véase е] ета 6 del $4, capitulo 4 [1]. 

4.148. Tenemos 

а 


в а. аз ац an 013 
рег? | а аз азз [—Per [ag аы аз [per fós аз an |= 
ди аә: ау; an йу. з) 052 аз, 


= (azı det Anı ац det Ау, —а,, det Azı)? 4а аз det А, del Axı 20, 


donde Аш, es una matriz obtenida de la matriz А por supresión de la fila y la 
columna que contienen el elemento ау. Por conmutación de las filas de la ma- 
triz A logremos que se verifique la desigualdad a;//013 > а/а; > азу/азз, 
donde se supone (це є! valor de la fracción es igual a “too, siempre que su deno- 
minador es igual a cero. Por cuanto los números ау, son no negativos, de las 
citadas desigualdades se deducen las siguientes: del Aap, > 0 (i= 1, 2, 3). 
Рог consiguiente, el signo de igualdad es posible cuando y sólo cuando del 4 q, = 
= 0, а.а = Аар, lo que se trataba de demostrar. 


Capitulo Y 


METODOS GEOMÉTRICOS 


$ 1. Interpretaciones y problemas referentes 
a los grafos 


5.1. Los grafos en las figuras 5.1 y 5.2 son isomorlos entre sí. En la fig. 5.5 
зоп isomorfos solamente los grafos a) y d), mientras que en la fig. 5.3, los grafos 
в) y b), Todos los bosques en la fig. 5.6 son no isomorfos, 

5.3. La afirmación inversa os errónea. Por ejemplo, los grafos en la fig. 5.1% 
tienen valores propios iguales ‚ 0, 0, 0) en la matriz de adyacencia, pero 
los propios grafos son по isamentos entre si. 


Ж, 1 


5.8. En la fig. 5 representados cuatro grafos eul өз зобсе б 
vértices, 
5.11. Los grafos buscados para los puntos a), b). е) y d) del problema est 


nte 


ropresentados en la 3' а), b), 0) y d), respecti 


5.12. Todos los (и — 1) vértices se unirán dos a dos por medio de aristas. 
Obtendremos {п — 1) (r — 2)/2 aristas. La adición de una arista hace el grafo 
conexo. 

3. Véase la fig. 5.4. 
1 Véase la fig. 5. 


Gt + 16 = бе 12 6 (04 2-4-4 


Fig. 5,4. Fig. 5.5 


En el complemento de este grafo los grados de todos los vértices son también 
diferentes, y (n — 1 — А) + (n— 1 — k) +... 4 (1 41 — Kn) п (п = 
= 1) (+ + kn) S n (n — 1)/2, en tanto que, de або con lo 
anterior, ү misino número debe ser no inferior a n (n — 1)/2. Por consiguiente, 
ki +... + kn = п (n ~ 4)/2. Do este modo, k, = 0, ka= 1, ..., ly 
= п — 17 Cuando n > 4, desechemos el vértico у} obtendremos Un, grafo on 
diferentes grados de los vértices iguales a 1, 2, . . ., n — 1, lo que es imposible, 
de acuerdo con lo demostrado más arriba. Así pues, la suposición no үа, 
El сао! Че n = 1 сз cl único en que el grafo está privado de dos vértices de grados 
iguales. 

5.16. existe; b) no existe. 

5.17. k 1 д4 02). 

5, Л grafo б, X С, es regular, puesto que Пек G, X б, (z, y 
= degot Чейс„у. El grafo 6, + Сз es regular cuando y sólo cuando №, + п 
= k ES пу, donde n, y ү e órdenes de los grafos Су y Gy, respectivamente. 

3.22. (310 ву (fig. 5.0 


Чу шк 


Fig, 5.6. Fig. 5.7 


5.24. Tales son, por ejemplo, С, — e y Cy. 
5.25. Indicaciones. Un grafo homogéneo de grado impar contiene un pú- 
mero par de vértices. 
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5.26. El ordenes nl; la dimensión es ($); el grado decada vértice es( 3 ). 


El grafo es regular. Убаво la fig. 5. 
5.30. El orden del clique para a) es igual a 5, рага b), a 4. Ejemplos йо 


particiones: 


Юж 13 1415 16 
34 2526 24 23 

56 46 35 36 45 

йэї»»ї 1414 уа 1810 
562510 26 8 2412 
7.3 9 3814 34140 35 9 
10 14 12 6912 57 12 6 7 41 


5.34. El grafo de Ferrers establece una correspondencia biunívoca entre 
las particiones de este género. 


Fig. 5.8. 


5.35. Véase la figura 5.8". 
45:36. El grafo An so reduce al grafo В, (véase fig. 5.8”) por medio de la 
permutación (3 6 4). En este caso el cuadrado A se transforma (efectuamos la 
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permutación do las filas (3 6 4)) en cuadrado latino C: 


с D b 
123456 124356 123054 
214365 213465 216345 
filas 4625 1 3 columnas 4 6 5 2 1 3 elemen. 3452416 
4364) 645231 (3 4) 642531 BGA 432561 
ETE Жылы 531042 TF 51432 

351624 356124 654123 
El grafo Ay se reduce al grafo By con ayuda pormutación (3 4). En este 


сазо el cuadrado que acabamos de obtener se e en el siguiente cuadrado 
latino D (véase más arriba; efectuamos la permutación de | amnas (3-4). 
Los cuadrados latinos D y С tienen grafos iguales tanto para las filas como para 
las columnas. En definitiva, el cuadrado D se reduce al cuadrado В por permu- 
tación de los elementos (3 '6 4). 

Asi pues, las permutaci: 
cundrado latino B son las 
а 0 4); (3 4); (3 6 4). 

5.38. а) Sn; с) el grupo de antomorfismos es de orden 12; se compo 
31 = 0 permutaciones de los elementos 1 4 2 y de la multiplicación de 
por la permutación (3 5 

d) Las permutaciones que conservan el grafo son: 


Q4 0013 5;(2 4 буп 5 3; @ лу? зу 0: 
0 36% 65 (1 2345 0; (1 65 яз 2); 
UDB 0и 5); (1 0) (2 5) (8 4); (1 5) (2 4); 
DDB бу; (0) (2) (8) (0) (5) (0): (2 0) (3 5). 


ten el cuadrado latino A en el 
filas, las columnas y los elementos: 


El grupo de automorfismos es de orden 12. 
2.39, Véase la fig. 5,9. 


5.40. а) Sn X Smi b) (Sn X Sn) А5 
donde z es el producto directo y A, el р 
5.41. Véase la fig. 5.10". 
5.42. El BIB-esquema da el recubrimiento del grafo con k-subgrafos com- 
pletos de un modo tal que cada vértice pertenece а r subgrafos y cada arista, 
а à subgrafos. 
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Saa R Sp AS K Far 
'midirecto de los grupos. 


5.43. v = 6, b 4, k=3,1=2, Si 

5.44. Véase lo fig. 

5.45. Sea Г un subgralo do cierto grafo G. Sean Гу, Ta, - . -, Гр una tota- 
lidad de subgralos del grafo G, cada uno de los cuales es isomorío a Г. La tota- 


BIB-esquema generalizado, si 


lidad de estos subgrafos forma en G u 


2457 1368 17 46 
oo 
16, 2,7 sE 
o E 
4,5 эв 35 2,8 


а) cada vértice de С pertenece а un mismo número г de grafos del sistema 


Гил =, б: 
b) cada arista de'G perteneco a un mismo número r de grafos del sistema 


VERSE hay anta lp 
5.40. SE 
5AT. 
12 ае зигзаг а 
asp Тыз жү а кз 
| 
2 эса s/z aa sajaa 
Si fals Lea ahea t 
з а ја л шга в. 1 рф Я. e 


Еп la tabla están integrados dos cuadrados latinos de orden 5. 

5.48. No es difícil poner parquet de placas hexagonales de tres colores 
fie $12) Los colores se disponen de tal modo que en la célula de la n-ésima 
ila figure un color distinto de los colores de las células que están por encima de 
la misma еп la (л — 1)-ósima fila. 


Fig. 5413, 


La coloración en dos colores no es posible, puesto que si de tres hexágonos 
(Па. 5.13”) dos están pintados de un color, entonces todos los hexágonos del par- 
quet han de ser pintados de este mismo color. 

Las coloraciones de tres y cuatro colores se determinan con facilidad. Su- 
pongamos, por ejemplo, que el parquet está pintado de tres colores, uno de los 
cuales es Blanco. Pintando las células blancas en (тез colores de la misma manera 
que bemos pintado todo el parquet, se puede aumentar el número de colores on 

los, a continuación, en dos más, otc. 
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5.49. El orden del grafo es igual a (Ж) El grafo de cada vértice es 


ТҮ) ( E }; el grafo es regular, de dimensión + (1) (х) (es ү 


5.50. 1 (Kn 


es impar, 
grafos es igual а 2. 
eliminadas las ari 


el número cromático de todos los dem: 
5.51. a) n— 1; b) n— 1, si queda 
lo contrario, п — 2; с) n — 2. 
5,52. Si la distancia entre los extremos de la ai 


аз adyacentes, do 


ta introducida en el grafo 
entonces el número cro- 
Та 2; si no, a 3. 


1 No, no se puede, 
8. 11 
5.61. La igualdad requerida se 
desprende directamente del hecho de 
que el conjunto do A-coloraciones 
regulares del grafo б — e puede sor 
dividido en dos subconjuntos: colo- 
raciones, donde los vértices termi- 
nales de la arista e están pintados 
de colores diferentes, y coloracio- 
nes donde dichos vértices están pin- 
del primer conjunto es igual, evidente- 
1 grafo б, es decir, a Р (G; A), mientras quo 
loraciones del grafo б/е, 


Fig. 5.14%. 


tados de un mismo color. La poten 

mente, al número do A-coloraciones 

la potencia del segundo subconjunto, al número de à~ 

es decir, a Р (б/е, A), lo que so trataba de demostrar. 
5.62. Hágase uso del problema 5.61 


(Ки; %)= |] A 40 
к= 


Para calcular Р (б; A) aprovechemos la fórmula. Entonces 
Р (G; A) = А — 7M + 184? — 20% + 8А. 


Además, Р (С; 2) = 0 y Р (С; 3) = 6 > 0. Por consiguiente, los vértices del 
grafo G pueden pintarse correctamente en tres colores, 

5.63. Hágase uso de la fórmula del problema 5.61, El polinomio / (А) = 
= 144 313€ Sh posee todas Jas propiedades de un polinomio cromático pero 
то es cromático. En efecto, si existiera un grafo С con tal polinomio cromático, 
debería tener 4 vértices, 3 aristas y 2 componentes conexos, es decir, un compo- 
nente conexo sería K, y el otro, Xy. Mas el polinomio cromático de tal grafo es 
igual, en virtud do la propiedad d), a > 


AA 1) (A 2)-4= 1 — ЗА 4 229 E у (А). 


5.64. Hágase uso del problema 7.222. Entonces, а) es un corolario inme- 
diato del problema 7.212 с), mientras que b) y с) se deducen de la fórmula do 
Ph. Hall (problema 7.203) para las funciones de Moebius en el retículo geomé- 
A del grafo G y delas propiedades de este retículo (véase también capí- 
tulo . 

5.65. Mostremos por inducción según ol número de vértices, que ol poli 
nomio cromático de cualquier árbol marcado con n vértices es igual a 2 (A — 1)" 
Para п = 1 y n = 2 el resultado es evidente. Supongamos que el polinomio cro- 
mático de todos los árboles соп п — 1 vértices tiene la forma A (A — 49%, 
Soa z un vértice pendiente del árbol 7, y e, la arista de ésto que es incidente соп 
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relación al vértice т. Por suposición de inducción, el polinomio cromático del 
árbol Т — е es A (А — 1)"7®. El vértice z puedo ser pintado de cualquier color, 
distinto del color de otro vértice terminal de la arista e, de suerte que z puedo 
pintarse empleando À — 1 procedimientos. De este modo, Р (7, A) = (А — 1) X 
X P(T — e; A) = A (A — 4904, 

Viceversa, sea G un grafo en el cual Р (G; A) = А (А — 1)"-1, Por cuanto el 
coeficiente de A en P (G; A) no es igual a 0, y para AT es igual a (a — 1), en- 
tonces, en virtud del problema 5.63, el grafo G es conexo y tiene (n — 1) aristas, 
es decir, es en una unidad inferior al número de vértices. Por consiguiente, 

s un árbol. 


$ 2. Problemas enumerativos en los grafos 


5.06. Observemos que el número de (ж, O, y)-grafos соп n vértices у k 
aristas es igual al número de k=subconjuntos del conjunto correspondiente de 
todas las aristas posibles, de suerte que para poder escribir las fórmulas һа 
falta sólo conocer la potencia del conjunto de aristas. Si se trata do los grafos 
no orientados, dicha potencia es igual a n (n — 1)/2, siempre que los bucles so 
excluyan y es igual a n (n + 1/2, si los bucles se admiten, Еп el caso de los 
genfos orientados, la potencia es igual a n (n — 4) y п (п + 4), respectivamente, 
Ílustremos el método do obtención de fórmulas para gaty con un ejomplo del 
(0, 1, O)-grafo. Reenumeremos los pares posibles do vértices de tal grafo con 
п vértices. Sea ғу > 0 el número de aristas que unen el ¡-ésimo par de vértices 
еп el (0, 1, 0)-grafo con п vértices y k aristas. Tenemos una ecuación en números 
enteros no negativos 


ntt -o.t Enah k 
El número de diferentes soluciones de esta ecuación es igual, como se sabe, a 
—1)/24+к—1 
peut ) 2601.00. 1, 


puesto que todo (0, 4, O)-grafo se define univocamente por el juego de magni- 
tudes (ту, т, + > +3 лисп 0/2). La demostración de los demás casos es análoga. 
De lo obtenido se deduce que el número máximo posible de aristas еп el (æ, 0, ү)- 
-grafo con n vértices es igual a 

n(n—1)/2 рма a=0, y n(n+1)/2 para а 


п(з—1) рага a=0, ү=!; nt para a 


El número máximo posible do aristas en ol (a, 1, y)-grafo es igual a оо. 

5.67. En el caso de P = Ose deben aprovechar las fórmulas correspondientes 
para los (а, O, y)-grafos del problema 5.66 y del teorema binomial. Demostre- 
mos ahora, por ejemplo, la representación para la función generatriz бй y (у). 
De la definición de la función generatriz боч (у), con ayuda de la fórmula 
рага gono (п. К) del problema antecedente” obtenemos: 


сои Ў а) ea 
[я 


De un modo análogo se demuestran las fórmulas restantes. 

5.68. En el caso de л = 0 la correlación (5.1) se reduce, en virtud de las 
condiciones iniciales, a la igualdad g(t, k) = с(!, k) (k= 0, 4, ...), la 
cual se verifica con loda la evidencia, puesto que todos los (a, P, y)-grafos con 
'un vértice son conexos. Con el fin de obtener la relación recurrente (5.1) para 
л > 1, observemos que en el grafo // соп л + 1 vértices Pr, a Paa Yk 
aristas el vértice Р, ., pertenece a cierto componente conexo А que tiene l 
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(= 0, 1, ..., n) otros vértices y т (0 < т < А) aristas. Una parto J del 
grafo Й que se obtiene por supresión del componente X tiene п — 1 vértices 


y k — m aristas. Existen [ ) métodos para elegir los vértices quo integran, 


a la par con Py, el componente К; existen e (E+ 1, m) procedimientos de 
elección de К para una composición fija de vértices, y hay g (п — 1, k — т} 
procedimientos de elección de J. 

De los razonamientos aducidos se deduce precisamente la validez de la 
fórmula (5.1). 

5.69. Multipliquemos ambos miembros de (5.1) por уй y sumemos res- 
pecto de todos los valores posibles de k. Entonces para cualesquiera œ, В y y 
obtendremos en el primer miembro 


У) kap vinti, Юу С (0), 0, 1,2, 0... 
к20 к 
y еп е] segundo miembro 


ж 

DaD У (1) оча, mea pvi 

ка m0 mm0 

Alternando е1 orden de sumación, obtenemos 
ў 


2({) E вон mar D tanya 


кт), n=0, 1, 2, . 


k— m) yh-m = 


1=0 т>0 A>m 
n 
=D (7) Y cano myn D sapv LM 
10 l но rao 
n 
=D (1) ту D can ytti, mn 
то m>o 
=D (1) AO 0,12... 
1-0 


lo que, obviamente, conduce а la solución del problema, 
5.30. Multipliquemos ambos miembros de (5,2) por лн y sumemos res- 
pecto de п desdo O hasta со. Obtendremos en el primer miembro 
1 1" 
Уфо 


оу (E y)» 


y en el segundo 


э „т А Е 
Ут 2 ттге (Ea (0 = 


ЖЫ! 
ү ы жы ant 
=I ai mir z 0 атг 


и" 1 
свз DN 
i=o 


4 
Са, в.з (2, 0 q Carp (5, 0. 
dz 
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De este modo, -È Ga, p.v lo 3) бав (2, V) др Cap. y (Œ y). De aqui, 


аба, в. v (2, у) = Ca. n, y (2. y)-HK (x), donde K (y) es una función arbitraria 
de y- А continuación obtenemos 


Ga. p. у (2, 0) = ехр (Са, в. y (2. УК (0) 


Suponiendo 2—0 y teniendo presente que Ga, в, y (0, у)=1 у Ca,p.y (0, y)=0, 
obtenemos К (y) =0. Esto demuestra el resultado requerido. °% ” ст 

5.71, Para enumerar los grafos requeridos basta unir соп una arista los 
vértices de cada parte de la partición del 2n-conjunto de vértices en п partes, 
¿ada una de las cuales contiene 2 elementos. Por consiguiente, el número buscado 
(designémoslo рог pan) es igual а pan ~ Ban (0, п, 0, ++ 0) y la respuesta a la 
pregunta planteada será 


emm 
Ban == П (2а—21+-0). 
= 


Indíquemos que la magnitud р coincide con el (2n)-ésimo momento de una 
magnitud aleatoria normal cuyos parámetros son (0, 1). [Véase Kendall M., 
Stuart Р, Distribution Theory (2"% ed.), Charles Griggin and Company Limited, 
London, 1966.) 


5.72. Tenemos F (2) = 2) lin = 
n=0 " 


Kan тау + Haciendo wso de la fór- 
5 


mula del problema antecedente, podemos eseri 


* A en mn ® Z2 sn шап 
ға D заг таг“ Ж зыт e, 
-0 " 


Así pues, la función generatriz exponencial de los números jip оз е 0/2. 

5.73. Veamos un conjunto de todos los (0, O, O)-grafos conexos con vérti- 
cos marcados Ру, Py.. -e Pas Sea А (Ру, Ру... Ру) A n) 
el número de los grafos, en los cuales los vértices Рд, Р... = Ру зоп termi- 
nales, mientras que los otros n — i vértices pueden ser cualesquiera. De confor- 
midad con el método de inclusión y exclusión tenemos 
F (n, k) = G (m, Ку— Si + 5,—... + (MS... 
donde 


CIS. 61) 


S= у N (Pis о РУ). (5.2) 
1Sj<...<j En 9 


‚п — 1, Con este fin indique- 
tices, cualquiera de sus vér- 


Hallemos № (Ри, + + =+ Ру) para ё a 
mos que si un grafo es conexo y tiene más de dos vi 
tices terminales es adyacente solamente a otro vértice, que no puede ser termi 
nal. Por esa, la supresión de los vértices Ру, .... Ру del grafo conexo con п 
vértices y k aristas nos llevará а un grafo conexo соп п — i vérticos y k — i 
aristas. De aquí se desprende que para indicar los grafos cuyo número es igual 
a N (Pyy, Ру, - - - Ру) hace falta proceder del modo siguiente: 

а) elegimos un grafo conexo Г con n — i vértices marcados y k — i aristas 
(ol conjunto de vértices de Г lo obtenemos por supresión de los vértices Py, + + 
«em Ру de Pr, Pas a Pd 

Ъ) agregamos а Г además los ¿ vértices nuevos, a saber, Pip + 


Ри 
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e) unimos cada uno de estos últimos con uno de los vértices del grafo ori- 
ginal Г, lo que puede cumplirse empleando (п — i)! procedimientos, 

Por cuanto en a) el grafo Г puede elegirse mediante e (n — i, k — i) pro- 
cedimientos, de resultas obtenemos: 


N (Ру Ру... Рд) = c (n — i k — 0) (a — 00. (5.3) 
Esta fórmula se ha demostrado рага і = 1, ..., л — 1. No obstante, queda 


válida también рага ё == n, puesto que N (Py,  : Р) esigual, evidentemente, 
а coro. De (5.3) se ve que el número А (Pj, Pg > + + Ру) no depende de 


Jn ha a jie De (5.27) y (5.37) encontramos que S; = (00) си 20, к 0х 
X (9 — 0, y la fórmula (5.4) se reduce а la forma 


F (n, Юе, »-( d ) nt 0) (0)... 


ЕТИКЕ ki (MDL. п>2, 


y la fórmula que se requería por las condiciones del problema queda demostrada, 
5.74. Vara n = 1 la fórmula (5.4) se compruoba directamento. Supongamos 
ahora quo la fórmula de Cayley es verídica para n= 1, 2... р, р > 2, 
y domostremos que es también válida para п = p 11. Hagamos so del pro: 
lema 5.73 para k = п + 1. Por cuanto el árbol con п > 1 vértices tiene siempro 
vértices terminales, entonces Ё (n, л — 1) = 0, n > 1. Teniendo presente que 
e(n, n 0) = 7 (n), del problema 5.73 nbtenemos 


E A o n>t. (5.41) 


Por hipótesis la fórmula (5.4) es válida para n = 1, 2, ..., pi por eso, para 
n= р +1 tenemos de (5.4): 


н 
TD (PEL) оч орч pq 00 0 
Р 


De aquí 
» 
A A A 
imt 
o bien 
z 1 
(ра) (р т D С (Р) o+. (б.з) 


i=t 


La suma on ol segundo miembro do la relación (5.5') es igual a cero, por lo cual 
Z (р + 19 = (р + 1997 y ol paso de la inducción es cierto. El problema está 
resuelto. 


5.75. La expresión explícita para los números Т, (Pj, - «+ Ру) se halla 
de un modo análogo al problema 5.73. En efecto, si los vértices Pjg, + «++ Py, 
son terminales, ellos no son adyacentes entro sí y su supresión junto con las 
aristas conduce а un árbol con п — r vértices. Por eso, para hallar los números 
Ta (Py - + ++ Pj,) procedemos del modo siguiente: 
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8) construimos en n= r vértices del conjunto М = (Py, -iu Pads 
NB jp -. 5, Py, ) un árbol que se denotará por Г; según el problema 5.74; 
sobre el conjunto Г pueden construirse Т (a — r) = (n — r)"-"- árboles dife- 
rentes; 

b) agregamos a Af, ғ elementos más: Рд,..., Р; 

с) unimos cada uno de los vértices Ру, . . .. Ру, mediante una arista, con 
uno de los vértices del árbol Г, construido en a), lo que se realiza con ayuda de 
(п — т)" procedimientos. 

Se obtiene de resultas un árbol con n vértices Py, ..., Pp, en el cual los 
vértices Ру, - - -, Ру, son terminales. Do este modo pueden "obtenerse todos 
los árboles do tal género. Por consiguiente, 


Tn (Pje eee Р) (та (а п) = (ауа, 


5.76, Cuando л = 1, 2, la validez de la fórmula (5.5) se establece directa- 
mente. Sea, ahora, n >2, Haciendo uso del método de ón y exclusión 
у suponiendo 7 (0) = 1. obtenemos, por analogía con la resolución del problo- 
ma 5,73: 


Tin, )=(—1)” 5 a) (1) подна 


isr 


nir. 


al 


т e 


Ahora aprovechamos la definición de los números de Stirling de 2° género y obte- 
nemos el resultado requeri 


5.77. Por cuanto T (n) = 


Y T (a, r) y para п > 2 tenemos 7 (n, 0) = 


= 
= Т (n, 1) = 0, entonces, de acuerdo con la fórmula (5 


a n-2 
т()= У) Isu n= У S{n—2. na... (ак), 
r=2 h=0 


y la última expresión es igual a л>, 
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5.78. Hagamos uso de la rolación recurrente para los números de Stirling 
do 2% género y escribamos 5 (п — 2, п — r) = {n — r) S (0-3, n — r) + 
FS (u— 3, п — г — 1). Como resultado, do la segunda fórmula do Rényi 
obtendremos 


Tim, ао) (а 3, raS å, п 01 


Ria À pii, г—1)4+я7 (аА, д. 


F 


De aquí se deduce la relación recurrento declarada más arriba, 
5.79. Para los números T (n; Py +. Ру,) podemos escribir da relación 


т Рр о PAST, 
«л... 
т=ї,2,...; ланг, ге, oeo 


donde Ја sumación se realiza respecto do todas las combinaciones de jy, + о | 
tomadas de ғ a partir de n olomentos 1, 2, . . ., л, Está claro que los n 
meros T (n; Рур > n Ру}, al igual quo los números Т(Рд,..., Ру) exa- 
minados en el problema 5.75, no dependen de la olocción concreta de los véri 
ces Ру... Ру. Por cso, en el primer término de la relación escrita figura la 


suma de (0) sumandos iguales. De aquí obtenemos 


(пур ca Рет, o nEn rH o 


Valiéndonos de la fórmula obtenemos en definitiva 


1 
Г 
(2) 

5.80. Los árboles con п vértices Py, ..., Pn, que tienen r vértices termi- 
nales Pro „Ру, ве subdividen en dos clases disjuntas. 

a) Existo en el grafo al menos un vértico terminal, digamos Ру, que está 
unido con un vértico de grado 2; llamemos este último vértice X. Existen 
(в) T (n— 1; Pyp ---» Ру, X) tales árboles, puesto que cl vértice X 
puede elegirso aplicando n — r. procedimientos (de los vértices no terminales), 
mientras quo el grafo con n— 1 vértices Р... Ру, Ру... Ри 
(de loscuales rson terminales: Р эө Р X) puede construirse aplicando 
T(n—4; Р, ..., Ру, X) procedimientos. 

b) No bay tales vértices. El número de grafos de este tipo es igual а 
(n=) T (4; Ру, ), puesto que ellos pueden obtenerse de 7 (1—4; 
Р, г... Ру 1) gralos con п-—1 vértices P; Руле Piep ee Ра (de 
los cuales г-—1 vértices son terminal: Ру, y el vértice 
P;, Puede ser unido a cualquiera de los n—r vértices no terminales. Así pues, 


Руа ЮФ 


Т Р... Ру) 


= (4—15 (6—2, nr). 


T(n; Р, 


„ее PT; Р. 
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Haciendo uso del resultado del problema 5.79, encontramos de aqui 


у, de este modo, la fórmula recurrente del problema 5.79 está demostrada otra 
vez de un modo independiente. 

5.81. La condición Inicial 7 (1) = 1 está clara y no requiere explicaciones. 
Supongamos ahora que п > 2, y analicemos vn árbol J = (X; Ey... Enzo) 
LE mn donde Х es el conjunto de vértices y Ey,- Eno, el conjunto de 
aristas del árbol, Borremos en // wna arista, por ejemplo, £ = (Ру, Pa), Py 
P, ЄХ. Do resultas, // so descompone en das componentes conexos //, y J, 
cada uno de los cuales representa un árbol. Supongamos que el componente /7) 
tiene con Æ un vértice común Ру y contiene пу aristas (j = $, 2, ny- n = 
= n — 2). Además, uno do los componentes //ү puede estar compuesto por un 
único vértice aislado. De lo dicho más arriba se deduce que para obtener y cal- 
cular el número de árboles con n vértices podemos emplear el siguiente algoritmo: 

a) elegimos de X arbitrariamente dos vértices E, = (Pis Pa) y los uni- 


mos mediante una arista; dicha elección puede ser realizada mediante {Л} 
procedimientos; 


b) prefijamos un juego ordenado de números enteros ny, m, tales que se 
verifique m + n = n — 2; 


с) representamos el conjunto XN Æ, (| XNÆ; | = n — 2) en forma de una 


unión de dos subconjuntos disjuntos Ху, X4 lales que | Х| сс, 2; 
con este fin se pueden emplear -2L (" =) procedimientos; 
тїптї ГА 


d) рага cada ¿= 1, 2 elegimos ило de 7 (n, 4- 1) árboles //, соп el con- 
junto de vértices X; U {Р}; а partir d arista y de los árboles 4/, y H, obte- 
hemos un árbol con el conjunto de vértices X. 

Como resultado, cada uno de los árboles que nos interesan se obtendrá 
exactamente п — 1 veces. En efecto, supongamos que, finalizado el trabajo del 
algoritmo descrito, se ha obtenido un árbol con ai Ез, «o n En, donde 
E, está elegido en a). El mismo árbol se obtendrá n — 2 veces mås М profijar 


оп а) cada una de las aristas Ey, Е, 1. Del procedimiento descrito proviene 
una relación 


(n—1)T( Tinet T (ri 
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la cual puedo reeseribirso en la forma requerida, si ponemos m 4-1 = i, n + 
+i=2n—1 
5.82, Hagamos uso de la rela 
presento que do conformidad con el 
= (n — 1) = (п — 1ч. 
Oblenemos, como resultado: 


а recurrente del problema 5.81, teniendo 
oblema 5.74, T (i) = it y T (n — i) = 


nt nt 


D (7) images (1) оо 


lo que so trataba de demostrar. 

5.83, La raíz Р del árbol radical // puede pertenecer a d diferentes aristas 
En Е Ea (1 <d «п — 1). Si en Л borramos estas aristas y la raiz, 
se obtendrá un bosque compuesto de d componentes. (Recordemos que el bosque 
os un (0, 0, 0)-gralo (véase el problema 5.60), cuyos componentes conexos son 
todos los árboles.) En esto caso pueden haber componentes que tienen un único 
vértice. El bosque obtenido tiene л — 1 vértices y п — 1 — d aristas. 

Do lo dicho so deduce el siguiento procedimiento para enumerar los dife- 
rentes Árboles radicales con un mismo conjunto do vértices X, | X | = п: 

a) Designemos en X un cierto vértice Р a título de una raíz; esto puedo ha- 
cerso empleando п métodos. 

b) Prefijamos un número entero d = 1, 2,..., п—1. 

с) Partimos el conjunto XN (Р) en d subconjuntos no vacíos Ху, Х,, ... 
+ « «y Ха y construimos los árboles radicales Л, Ту, lą, cada uno de los 
cuales tiene un conjunto correspondiente de vértices. Bi grafo resultante será 
un bosque radical (еп un bosque radical cada componente es un árbol radical). 
Está claro que en esto caso obtendremos 


я 2 g 


Md agent 


(ра)... T (pa) 


pal 


diforentes bosques, donde рү es el número de elementos X; ((=4,..., d) 
у la sumación so realiza respecto de todas las soluciones enteras positivas py, - . 
+ Pa de la ecuación pi +... + ра 1. S 
а} літо medianto aristas el vértico P fijo en 2), con las raíces de los árbo- 
los Hi, . . ., На у obtenemos un árbol radical con el conjunto de vértices X, 
cuya raíz es de grado d. 

Al rovisar en cada paso do esto algoritmo toda clase de variantes, obtendro- 
mos todo el conjunto de árboles radicales, De aquí so desprendo, además, la 
siguiente relación recurrento 


(pa) ++- T (Pa) 


De aquí obtenemos 


5 "ЫЙ > 
o 2 IM наф 2"2 А 2 А 
— пед del pto bg 
oa 
а ТРД 
(FIr ж П) 
medel © ho. toga 
‚>@ 
St РА а огуз" 
(т У 2 П pil 
dar O РН ЕЕ 


0120 


-=(= È (3 


do donde se desprende Ja ecuación de Polya. 
La forma explícita para la función generatriz 0 (2) se deduce del hecho de 
que, debido a la 1% fórmula de Cayley y a la relación x (n) = aT (n), tiene lugar 
T(n) = naaa, 
5.84, Neescribamos la relación recurrente del problema 5. 


29а)“ ) = esp 0 6) 
1 


2 en la forma 


nt 
1 T | 100 109—0 
эгет Ж =P . 
o bien 
ә - æ n-i 
Tin) yn л _4 10 ¿200 pm 
2 “Г” -arn TTT 23 == iS 
n- no nt ia 


Do acuerdo con la definición de 0 (2) y 7 (2), de aquí tenemos 
0 (2) — T (2) = 0% (2)/2, 


lo que demuestra el resultado requerido. 

5.85. Por cuanto 0 (2) es una función inversa а z= 0% (w) == we, será 
regular en el entorno del punto == 0. Por схо, valiéndonos de la fórmula de 
Cauchy рага los coeficientes de una scrie de potencias, de la definición de 0 (2) 


encontramos 
т роб 
нг фет 


ЕРЕ 


donde la integración se realiza respecto de un contorno cerrado dispuesto en el 
círculo de convergencia de 0 (+). Асајісетоз en la integral la sustitución z 
= @* (w). Por cuanto dz = (t — ш) e"Ydw y para w sulicientemente pequeños 
бепе Jugar la identidad 8 (0* (w)) = w, obtendremos 


roz w (4 —w) e= dw 


zu Y oiea = 
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Conforme al teorema de residuos, de aquí зе deduce 


T n) = n! Сое n-i И ш) e] п Coet ла [@—% 2 "= 


h=0 


о реон, 


m=) 0221 


De esto modo, т (п) = n™-t, Por cuanto т (n) = n? (n), entonces 7 (n) = 
= п", lo que so trataba de demostrar. 
5.86. Está claro que 


E эш 
a Y 


Do acuerdo con el problema 5.80 hallamos de aquí Ap (2) = 10 (2)]*. Соп ayuda 
de la fórmula integral de Cauchy obtenemos 


Ann = деў oon рег 


Al realizar el cambio de la variablo (véase problema 5.85), tendremos 


л 37 d тас" T dw=nl Cool, „ [w (1—w) ете] 


fm КЕЕ ЕЕ Р 
=" [i am] а" 5-1] к 


do dondo se deduce la identidad que se demuestra. 

5.87. Si п = 1, k = 1, entonces, según el sentido de esto número, Z (1) = 
= 1, lo que concuerda con la 22 fórmula de Cayley. Supongamos ahora que 
1>2 уі < к п. Mostromos ante todo que 


11 
т 2 Ty 
ает 

H> 


T (jat 1)T (jat 1)... T (inti). (5.61) 


En efecto, para obtener los bosques que so requieren en las condiciones del 
problema, haco falta: 

a) prefijar un juego ordenado do números enteros no negativos j, .. ., ji 
que dan en suma n— 1; 

b) representar para cada juego de este género el conjunto de n — 1 vértices 
Pre Prog ++» Рһ»к-у en forma de una unión de k subconjuntos disjuntos 

л, -e ee Xp tales que | Xil =]... 1 Xa 1 = Ja 
с) construir para j = 1, ..., k un bosque con el conjunto de vértices 


(Р) U Xj.. 
De aquí precisamente se desprende (5.67), puesto que en b) resultan posibles 
(в —1)1/0\1 in!) métodos de-representación. 


310 


Al demostrar hagamos uso de la 1% fórmula de 
mos la igualdad (5.6) en la forma 


24) y escriba- 


һә D 0 ч аук 
+5 
O 
ds (2—11 . i, А in 
= У Aro)... а 
eimai 
2 


= (1—01 л 
БА 2 UN 


= 
аг 
эн: 


Л 


ЕС 
У окы 
boo hna 
һ59 
=. Алька. һ ВР 
= К (5.77) 
donde, de acuerdo соп el problema 5.86, 
һа 
ЕЕЗ ЕТЕ 
кеа 
=k (n+k— t)" п (а) ... (аА 2). (5.87) 


) у (5.8) se deduce el resultado requerido. 
65,88. Sea (Ру, ..., Pp) un conjunto de vértices y 1 < А < п. Elegimos 
del conjunto de vértices k diferentes raices Pap». ., Pi, lo que puedo hacerse 


ompleando ( >) procedimientos. A continuación construimos Lal bosque con a 


vértices que las raíces Р... -, Ру pertenezcan a los diferentes componentes. 


Acordo al problema 5.87, esto puede realizarse empleando 1, (n — k 4: 1) = 
= Кп" procedimientos. Do este modo 


Ir "= (1) In (n—=k+1)= (2) атк 1) 


к—1 


y el problema queda resuelto, 

5.89. Elijamos un bosque radical con n— 1 vérti 
componentes conexos. De acuerdo con el problema 5.88, dicha elección puedo ser 
efectuada empleando 1, (п — 1) métodos. A continuación unamos el vértice Py 
mediante aristas con todas las raices del bosque elegido y obtendremos un árbol 
con п vértices, en el cual el vértico Р, es de grado К. Do este modo, Ту (п) = 


=h la — 1) y, haciendo uso del resultado del problema 5.88, obtendremos la 
lórmula do Clark. 


5.90. En cada árbol con n = 2 vértices Py, ..., Pos el vértice Py tiene 
un y sólo un grado k=4, 2, ..., n- 1, Por consiguiente, cl número total 
de árboles con n vértices será 


$ Pa Pa y k 


э 


De aquí, aprovechando la fórmula de Clark del problema 5.89, obtenemos 


же 
т D (02) ача 


ка 


ы 


lo que se trataba de demostrar, 

5.91. Todos los árboles con л + 1 vértices Ру, 
tice Р; es de grado k + $, pueden obtenerse y, ademá: 
voces, valiéndoso del modo siguiente: 

а) prefijamos р = k, k + 1, . 

b) elegimos en el conjunto (P; 


«a Pan donde el vér- 
coda uno de ellos, k + 3 


= 


s Ра} р vériices Pagos Pipi 


e) construimos un árbol con los vértices Ру, Р... Р, do tal indole 
quo el vértico P, sea de grado k; 
d) construimos ol árbol con п — р vértices restantes {Р aN 


N (Pus Pa» + -= Pip). Elegimos еп éste un vértico arbitrario у lo unimas me 
diante una arista con Py. 


En b) la elección se realiza empleando (е y procedimientos y, on virtud 
de la fórmula de Clark (problema 5.89), la construcción se realiza aplicando 


li; ) pe procedimientos; en d) la construcción so realiza por (n — p)"=P- 
procedimientos. En total esto nos da el primer miembro de la identidad quo so 
demuestra. El segundo miembro se encuentra con ayuda de la fórmula de Clark 
(problema (5.89)), si la multiplicamos рог k-+ 1. 

5.92. Mostremos al principio que 


1 
Фог 2 
РЕД 
¿20 


І 


Con este fin aprovechemos el siguiente método de enumerar los bosques: 

a) prefijamos un juego ordenado do k números positivos ју, + + «+ Ja tales 
que se verifique 4... + ja = n | 

b) representamos el conjunto de vértices del bosque en forma de una unión 
de k subconjuntos disjuntos Xy, . . ., Xy tales que | Xg | = j (= 1, 0 K) 

с) construimos k árboles соп los conjuntos de vértices Ку... 
pectivamento; 

d) notamos que como resultado de la enumeración cada bosque se obten= 
drá kl veces. 

De estos razonamientos provienó precisamente la fórmula (5.9). 
асова uso ahora de 7 (r) obtenido en el problema 5,84. De (5.07) se 

juce 


(6.10) 


D 00 
sel 


Según la fórmula integral de Cauchy, de aquí obtenemos 


'h (2) а: 
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Haciendo uso de la relación para 7 (2), obtenida en el problema 5.84, escribamos 
la última expresión en la forma 


o ® [0 ооо]. 


Con ayuda del cambio de la variable (véase el problema 5.85), hallamos 


ire [eds] enc 


=AL о, [aa (1-5 w)" emo] = 


Кс 
=r] 2 


= E (U 


A == 
+ 
5з тіп (п -А, А) аузу aja 
= 2 (=r) Geta go 


do dondo se deduco la 3% fórmula de Rényi. 

5.93. Existen (n — 2) (n — 3)... (n — k) métodos para construir un 
camino de P, a P, que pase por k — 2 de los n — 2 vértices restantes (digamos, 
рог Pas su Р; AL suprimir en el árbol el camino do P, a P, do longitud k, 
obtendremos un bosque con n vértices marcados y k componentes, en el cual los 
vértices Ру, Pp pertenecen a distintos componentes. En las designaciones 
del problema 5.87 el número де tales bosques es igual a Tp (n — k + 1). Así 
pues, тд (n) = (n — 2) (п — 3) ... (п — k) 1, (n). De aquí hallamos, do 
acuerdo Соп la 2% fórmula de Cayley, ya (н) = (n — 2) (n — 3)... (a — k) X 
X knh, 

5.94. Para п = 2 se Liene un único árbol con los vértices Ру, Ру unidos 
mediante una arista. Por eso, о; = va = 1, y la fórmula de Moon es cierta. 

Supongamos que la fórmula de Moon es cierta para todos los árboles que 
tienen k = 2, . . ., n — 1 vértices y demostrémosla para todos los árboles con 
k = n vértices. Examinemos toda clase de árboles, en los cuales los vértices Pn 
son do grado vp = 1 (vértice terminal), y para i = 1, ..., n — f el vértice Р 
es de grado vy: El número de tales árboles es igual а ¿ (m; vn, ..., vnan 1) 
Por cuanto el vértice Р, puede ser unido por una arista con cualquiera de los 
vértices Pay ..., Pais entonces 


nas 
D tinsh vn оу A) 


СОГ) 


Supuesta la inducción, tenemos 


MÍ, Pien -eo Vni) = 
(п—3)! 
(ша 01 (p; — 2)! (wisi — 1)! - 


UnA vn е 


Ti. rra DE 
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por eso 
AS 
==) 1 
SS E O o 07 


n-i 


o У тту 
pan 


па 
Y Y w9 


- М... DEA 
ПЕТКЕ] Шо 0 +! 
ia int 


puesto que vp = 1. Teniendo presento la condición impuesta en la suma de gra- 
dos de los vértices, de aquí obtenemos 


tn (Dis eer Uno 4) E 12(1—1)—n]= 0—21 
11 оа 11 ос 
imi са 


Así pues, para el caso particular en consideración, cuando vp = 4, la fót- 
mula de Moon queda demostrada. Indiquemos ahora quo cualquier árbol con 
п > 2 vértices tiene al menos un vértice terminal (no obligatoriamente Pn, 
сото se examinaba más arriba). Por eso la fórmula do Moon es válida también 
en el caso general. 

5.95. a) En virtud do la fórmula de Moon dol problema 5.94, tenemos 

(а—2\1 Ез 
10 2 WD оа 0 
та +ед=Щя-1) 


= X 


(we. Hop Е 
| n 
>i 


¿Y 


(ол 


Haciendo uso ahora del teorema polinomial, obtenemos de aquí ol resultado quo 


2 


орж. ор е 0л 2 


урї 


Observemos que la suma (5.117) es igual а (п — r)! S (п — 2, п — r) (véase 
ol problema 5.79). Por cuanto de vértices terminales pueden servir los vértices 
de cualquier r-subconjunto del conjunto Pi, .... Pn, obtenemos 


таа, »=(;) (1—15 (n—2, nn sa, п), 
lo que so trataba de demostrar. 
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с) Teniendo presento la fórmula de Moon y suponiendo que el grado dol 
vértice P, es igual a v, = k, mientras que los grados о, (i 52 1) de otros vértices 
son arbitrarlos, llegamos а' que 


@—2\! a 
Ta = 2 Гаа Готен ү рни страу 
оз Mena 
єр 
(п —2)! У (п—к—1)! 


RAND 
Ожно nh 
> 


О. Con i 


De acuerdo con el teorema polinomial, la suma en la última expresión es igual 
а (n — 4)M-A=1, Por eso 


(п—2)1 п 


Ta (n)= Р 


ta (577) a 


(6—10) (n—k—1)! 


lo que so trataba de demostrar. 
5.96. Sea р el grado dol vértice Р, (<p < п — 1) y sean Р, ..., Pp, 
dos vértices adyacentes a Py. Los vértices P4, +- ., Pip Pueden elegirse emplean- 


(2—4 


procedimientos. Los n—1—p vértices restantes Pm (т + 1, in +++ 


. <., 0) pueden ser divididos en р clases definidas del modo siguiente: Pm por- 
tonecoA la j-ésima clase (f = 1, . - ., p), si el único camino de P, a Pm раза por 
Ру. Supongamos quo la j-ésima clase contiene ту vértices (ту > 0), m, +... 
mp = п — 4. Los vértices de la j-ésima clase forman junto con Piy 
Ча árbol con my > 1 vértices de altura k — 1 sobre el vértice Руј. 

Por cuanto el número de particiones en clases es igual al número 
— 4, ууу, Mp — 1)-muestras y el número de árboles con vértices de la j- 
clase es iguala da~ (ту — 1), el problema queda resuelto. 

5.07. La solución se obtiene directamente de la fórmula recurrente del pro- 
blema 5,87. Teniendo en cuenta la definición de la función generatriz Ру (2) 
y empleando dicha fórmula, al igual que el hecho de que dy (1) = 1 para k > 4, 
obtenemos 


= ' 
Dal) ==4 2 "2 (7) 
n=2 pt 


Su 
=: Ð r PR- rep (Dalh k 
p=0 


у la fórmula requerida queda demostrada, puesto que Do (2) = 
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5.98. Veamos un árbol, en el cual la altura de todos los n > 2 vértices por 
encima del vértice Р, no sobrepasa do k (1 < к< л). Todos los vértices del 
árbol, distintos de Ру, pueden dividirse en k clases, con la particularidad de que 
en la ¡-ésima clase se incluyen todos aquellos vértices, cuya altura por encima 
de Py es igual a j (1 <) < А). Designemos por my > 0 el número de vértices en 


Ја j-ésima clase. Entonces Y) ту = n — 1. Si los números ту están fijados, la 
Aa 

distribución de п — 1 vértices en clases puede realizarse empleando (п — 1)1/ 
/(mal  . . mal) procedimientos. Es evidente que cada uno de m, vértices de la 
primera clase es adyacente a P}; cada uno de los m, vértices de la segunda claso 
es adyacente a cierto vértice de la primera clase, ete.; por fin, cada uno de los ту 
vértices de la A-ésima clase es adyacente a uno de los туу vértices de la (k — 1)- 
-ésima clase. 

Por cuanto la adyacencia de los vértices de la j-ésima y (j + 4)-ésima clases 


puede ser establecida con ayuda de ту #1 procedimientos, el número de mé- 
todos de construcción de los árboles para una partición dada de los vértices 


оп clases será igual а түл"... туб. 
Llegamos pues, como resultado de nuestros razonamientos, a la fórmula 
buscada. Notomos que si ту = 0, entonces mja ==... . = тд = 0, de suerto 


que en renlidad se deben tomar no todas las particiones en clases posibles, sino 

sólo aquell га las cuales se cumple la condición que acabamos do indicar. 

Sin embargo, la fórmula para @ (n) muestra que esto requisito no es esenci: 

para las particiones que no isfacen la condición mencionada el segundo miem- 
го se anula 

5.99. La primera igualdad está clara, La segunda igualdad so demuestra 
igual que la fórmula para los números da (п) del problema antecedente; la dife- 
rencia consiste en que la sumación en la fórmula рага d} (л) so realiza respecto 
Че los sumandos positivos. A 

Las condiciones л > 3, 3 < k < л so deben a que el (0, O, 0)-grafo (убаво 
sl problema 5.66) no tiene bucles (lazos) y aristas paralelas y, por consiguiento, 

iclos (circuitos) de longitud 1 y 2. 

5.100. Con el fin de enumerar los grafos, do los cuales ве trata en las con- 
diciones del problema, hagamos uso del procedimiento siguiente: 

a) partimos ol n-conjunto de vértices en partes de un modo tal que n — k 
partes se compongan de un solo elemento y una parte contenga k elementos 
esta partición puedo sor realizada empleando В„ (n — k, O, +++, 0, 44 0, > 

n! n 

50 (ПУЗА (АТ) (п) ИТ А (а 1 

b) unimos los elementos del k-conjunto elegido en а), mediante las aristas, 
de tal manera que se obtenga un ciclo; es obvio que esta operación puede ser 
realizada empleando (k — 1)1/2 métodos diferentes, 

De resultas tenemos 


métodos; 


y el problema queda resuelto. 

5.101. Véase ol problema anterior en lo que so refiere а las condici 
n> 3,3 << п. Si de la familia de aristas de un grafo conexo quo tiene el 
conjunto de vértices X, | X | = п, y un único cielo de longitud k, eliminamos 
las aristas que forman el ciclo, se obtendrá un bosque que contiene k compo- 
nentes. (Los últimos pueden estar compuestos, en particular, de un solo vértico 
aislado.) Por eso, para enumerar los grafos en consideración podemos proceder 
del modo siguiente: 

a) Supongamos que al principio tenemos л vértices aislados. Construimos 
un grafo que tiene un único ciclo de longitud k y п — k vértices aislados. De 
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acuerdo con el problema 5.100, podemos construir 


1 r 
5 (%)=-ур ar (542) 


género. Los vértices del ciclo se designarán por Ру, ..., Ру. 

b) Profijamos un juego ordenado do k números enteros no negativos ny, >.. 
+++ na que en la suma son iguales а n — k. 

с) Representamos el conjunto XN (Py, . 
mientos en forma de una unión de k subconjuntos disjuntos, entre los cuales 
pueden haber también vacíos, do un modo tal que | X; | = пу (j эк e 
El número de tales representaciones es igual al número de (лү, па.) 
particiones y equivalo а (п — Ж) |... mal). 


d) Para cada j=1, ..., k elegimos uno de 7 (ny+1)=(8, +17! árbo- 
les con el conjunto de vértices (PJ) U Xy. 

o) Por fin, construimos el grafo final suspendiendo de los vértices Py, . ... 
-n Pr del ciclo, construido en a), los árboles elegidos en e). 

'Svleccionando en cada punto del algoritmo descrito toda clase de variantes, 
obtendremos todo el conjunto do (0, 0, O)-grafos conexos con n vértices Y un 
único ciclo de longitud А. Do aqui obtenemos 


Ру} compuesto de n — k ele- 


à 
in — К)! п 
Pr (п) = Sn (п) 2 AS П е0". aa) 
mbesin jas 


про 


De (5.127) у (5.13) llegamos а la primera fórmula citada en las condiciones del 
problema. 

5,102. Al multiplicar ambos miembros de la primera fórmula dol proble 
ma 5.101 por ykz"/n1 y al sumar respecto de n desde 3 hasta оо, y respecto de A 
desde Я hasta n, obtenemos 


Pro 1 


la fórmula рага Р (2) se deduce de aquí, si у = 1, al tomar en consideración 
que Р (2) = Р (z, 1). 

5.103. Para obtener todos los (0, 0, O)-grafos conexos que tengan n vérti- 
cos y un único ciclo de longitud А (п > k > 3), es suficiente construir en cada 
bosque radical con n vértices y k componentes diferentes ciclos sobre el conjunto 
de raíces. Por cuanto el número do bosques radicales con л vértices y К compo- 
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п 
(= 
do longitud k es igual a (k — 1)1/2, tenemos 


Pr (574) a o, 


nentes es igual a n”-A (véaso el problema 5.88) y el número de ciclos 


de donde se desprende, precisamente, el resultado que se busca. 
La fórmula también so puede obtener haciendo uso de Ja representación 
P (2, y) del problema 5.102, de manera análoga al problema 5.91. 


$ 3. Planos finitos 


5.104. Hagamos uso del teorema de Desargues (fig. 5.15"). Construimos bajo 
im ángulo suficientemente estrecho las rectas AD, AF, BD y BF. Trazamos la 
recta DF y elegimos en ella el punto O. Las construcciones ulteriores se ven en 
el dibujo. Hallamos el punto С. De acuerdo con el teorema de Desargues, el 


punto С se dispone en la recta AB. Hallando en AB unos cuantos puntos inter- 
Medios más podremos trazar toda la recta. 

5.105. Método 1. Si fijamos un punto, el segundo se elegirá empleando 
(dnd 1) — 1 = n? + л procedimientos: a continuación, el tercer punto 
puede encontrarse empleando (п + n + 1) — (n-+ 1) = n? procedimientos, 
donde (п + 1) es el número de puntos de la recta que pasa por el par do puntos 
Obtenido, El ¿uarto punto pued elegirse por (л! -F n M—-103+3= 
= (n — 1) procedimientos, dondo ((п — 1) 3 -+ 3) es el número de puntos dis- 
puestos en los lados del triángulo (polígono de tres vértices) obtenido. El quinto 
punto puedo elegirse empleando (n? -+ n -+ 1) — (бл — 5) = n? — Sn 0 = 
= (n — 2) (n — 3) procedimientos, donde (бл — 5) es el número de puntos 
situados en los lados dol cuadrilátero obtenido. Mas cada recta en este caso so 
encuentra tantas veces, cuantas cuaternas ordenadas puedan obtenerse do п 
puntos de la curva, distintos del punto dado. Por eso, el número de curvas que 
so busca es igual а 


(nè пу nè (n — 1)# (n — 2) (n — ЗАА = nè (rè — 1). 


Método II. Designemos рог z el número de curvas que pasan por un punto 
dado. El producto del número = por el número de todos los puntos en el plano 
(лї + n + 4) es igual al producto del número de puntos de la curva п--1 
por el número de todas las curvas en el plano, es decir, por n? (n — 1) (n? + 
$ rtt; Así pues, tenemos una igualdad z (n? -+ n'-+ 1) = (n + 1) па X 
X (n— 4) (nè + n -È 1), de donde z = п? (n? — 1). 

5.106. Si fijamos un par de puntos, el punto tercero puede elegirse emplean- 
do (+ n+ 1) — (14 4) = n? procedimientos, donde (а + 1) es el nú- 
mero de puntos de la recta que pasa por el par de puntos dado. A continuación, 
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el cuarto punto puedo ser elegido empleando (n? 4- n + 1) — (и — 034 3) 
(п — 1)* procedimientos. El quinto punto puede elegirse empleando (nè + 
n + 1) — (ба — 5) = (n — 2) (n — 3) procedimientos; aquí (бп — 5) re- 
presenta el número de puntos prohibidos por la elección de la cuaterna dada. 
Mas en este caso cada curva se encuentra tantas veces, cuantas ternas ordenadas 
pueden obtenerso a partir de п — 1 puntos de la curva, distintos de los dos ini- 
ciales. Por oso el número total de curvas que pasan por el par dado de puntos 
será igual a 


n? (n — 1)? (п — 2) (п — 3)/Аў., 


m? (а — 1). 


5.107. La curva de segundo orden en un plano proyectivo finito de orden n 
es un (а A farco, es decir, un conjunto compuesto de n + 1 puntos que no 
son colincales tomados tres a tres. 

51 fijamos un par de puntos y dos rectas cualesquiera que pasan por un punto 
do dicho par, el tercer punto puede elegirse empleando (n? -+ n + 4) — ((n — 
— 1) 3 + 3) = (п — 1)* procedimientos, donde (п? + п + 1) es el número do 
puntos del plano proyectivo finito de.orden п. Por cuanto en cada recta yacen 
n- 1 puntos, entonces (л — 1) 3 -+ 3) es el número de puntos situados en 
dos tangentes dadas y en la recta que pasa por el par dado de puntos. Además, 
сайа curva se cuenta (п -+ 1) — 2 = n — 1 veces, puesto que a título de Lercer 
punto puede ser elegido cualquiera de los п -+ 1 puntos, a excepción de los dos 
puntos dados. . 

El número total de curvas es igual а (n — 1)/(n — 1) = n —4. 

5.108. Un par de puntos de intersección de la curva hiperbólica con la recta 
impropia puede ser elegido entre (n -+ 1) — 1 == n puntos impropios no coli- 
heales respecto de los dos puntos dados, empleando Съ = n (п — 1)/2 ргосе 
mientos. El quinto punto puedo ser añadido empleando (n? Ln + 1) — (((n — 
— 2) 2-+ 1) 3 + 4) = п? — 5n + 6 procedi: tontoa: adur (e — 2) 24- 1) 3 
-+ 4) es el número de puntos prohibidos por la elección de la cuaterna dada, En 
esto caso cada curva so cuenta (n -+ 1) — 4 = п — 3 voces, Por eso el número 
de curvas buscadas es igual а 


п (а — 1) (а — 2) (n — 3/2 (n — 3) = n (n — 1) (1— 2/2, 


5.109. Una curva do segundo orden se define univocamente por cuatro 
puntos y una tangente en uno de ellos, Para un par inicial de puntos ordinarios 
un punto impropio, que no sea colineal con ellos, puede elegirse empleando 
n métodos. So tienen (п? + n -H 1) — ((n — 1) 3 + 3) = (n — 1)? puntos quo 
no están situados en los lados del triángulo obtenido. De la cantidad mencionada 
de puntos están prohibidos, además, para la elección del cuarto punto, todos 
los puntos impropios distintos del punto impropio de tangencia y del punto 
impropio de la recta que pasa por el par inicial de puntos: hay en total n — 1 
tales puntos. Por eso, para la elección del cuarto punto tenemos (п — 1) — 
— (n — 1) = (п — 1) (з — 2) métodos. En este caso cada recta so cuenta 

п — 2 veces. Por consiguiente, el número buscado de curvas 
parabólicas es igual a 


n (n — 1) (a 2) — 2) = n (n — 1). 


5.110. El número de todas las curvas que pasan por un par dado de puntos 
es igual a n? (n — 1) (véase el problema 5.106). Al restar de este número el nú- 
mero de curvas parabólicas y el número de curvas hiperbólicas, encontramos el 
número de las elípticas: 


т (n — 1) — n (n — 1) (n — 2)/2 — n (n — 1) = п (n — 1)/2. 


5.141. En un plano hay en total n? -+ n -+ 1 puntos; de ellos pueden for- 
merse Сз, ү, = (n? + n -+ 1) (n? + n)/2 pares de puntos. Por cuanto a través 
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de un par de puntos pasan n? (n — 1} curvas y cada cueva figura en el cálculo 
Ch», veces, el número de todas las curvas será igual а 


O (0? а + 1) (n? + n) n? (n — NCh = n? (n — 1) (n? 4- п4-1). 


5.112. Por un punto de un arco pasan л + 1 rectas, en las cuales yacen 
todos los puntos del plano, incluidos todos los puntos del arco. En cada una do 
dicbas rectas yace по más de un punto del arco, distinto del dado. Por eso, el 
valor máximo de к ез (n + 1) + 1 = n -+ 2. El resultado so precisa para los 
planos proyectivos de orden impar. Supongamos que el arco del plano proyectivo 
de orden impar п contiene п + 2 puntos. En cada recta que pasa por uno de los 
puntos del arco yace exactamente un solo punto del arco, distinto del dado. 
Por eso, en cada una do las л + 1 rectas que pasan por cierto punto del plano, 
distinto de los puntos del arco, so disponen o un cero o bien dos puntos del arco. 
Por consiguiente, el número de puntos k del arco resulta sor par, mientras que 
п +- 2 ез impar cuando n ез impar, La suposición de esto modo queda rechazada 
y el valor máximo de k para un plano de orden impar n es igual a n + 4. 

5.113. En un plano de orden impar л el (n + 1)-arco será un óvalo. Рог 
cada punto del arco pasa una tangente. En todas las secantes y tangentes, que 
pasan por el punto Р no perteneciente al óvalo, está situado un número par do 
n + 1 puntos del óvalo, Por cuanto on cada secante so disponen dos puntos dol 
óvalo, on todas las tangentos quo pasan por el punto Р yace un número par do 
puntos del óvalo, por lo cual el número do tales tangentes es par. 

En la tangente se disponen n puntos, distintos del punto de tangencia. Por 
cada uno do estos puntos pasa la tangento dada y, de acuerdo con lo demostrado 
más arriba, por lo menos una tangente más. Pero, además de la tangento dada 
hay exactamente л tangentes. Por por cada punto fuera del óvalo quo está 
situado fuera do la tangento en consideración, pasa oxactamento una otra tan- 
gan El número т do todos los puntos, externos con relación al óvalo, que so 

lisponen en todas las tangentes зо hallará mediante el cálculo del número de 
incidencias. En cada una de las л + 1 tangentes yacen п puntos del tipo reque- 
rido, y por cada uno de estos puntos pasan dos tangentes, razón por la cual 
(n+ i)n = 2z, z= n (n + 4)/2, 

5.114. Cada 4-arco cuenta con seis secantes; seis secantes del arco se cortan 
de dos еп dos en tres puntos (diagonales). En cada secante so disponen (п — 2) 
puntos, además de dos puntos del arco y un punto diagonal. En seis secantes te- 
nemos 4 -+ 3 -+ 6 (n — 2) = бл — 5 puntos. 

Í a número de puntos del plano, que no yacen en las secantes del arco, es 
igual а 


та — (ба — 5) = (n — 2) (n — 3), 
(n= 2) (п — 3) = 0 n= 2, о Боп n=3, 


rE consiguiente, en los planos de órdenes n = 2 y n = 3 existen 4-arcos com- 
pletos. 

5.115. Cada secante dol 5-arco so intersoca con tres secantes quo pasan por 
los puntos del arco (no situados еп la secante de que se trata) en tres puntos dis- 
tintos. En diez secantes so encuentran 3-10/2 = 15 tales puntos. Hay n + 1 — 
— 2— 3 = п — 4 puntos de la secante que no yacen en otras secantes. En 
las diez secantes están situados 5 -+ 15 -+ 10 (n — 4) = 10n — 20 puntos. 
Por consiguiente, fuera de las secantes se encuentran л? 4 п + 1 — (10n — 
— 20) = n? — 9n + 21 puntos. 

5.116. Un 5-arco es completo, si п? — 9л + 21 = 0 (véase el problema 
5.115). El discriminante ез D = 81 — 84 < 0. La afirmación está demostrada. 

5.117. Tomemos un cuadrilátero completo. En cada uno de sus lados (es 
decir, en la secante) se encuentran 2 vértices, 1 punto diagonal y 2 puntos más 
5 — {2 + 1) = 2. En 6 lados yacen 4 vértices, tres puntos diagonales y, айе. 
más, 6.2 = 12 puntos, es decir, 19 en total. Fuera de los lados tenemos 21 
— 19 = 2 puntos. Tres puntos diagonales se disponen en una misma recta; 
además de ellos en dicha recta están situados los dos puntos fuera de los lados, 
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п do cad. 


quo fueron moncionados. La adi uno de ellos a los cuatro vértices 
da un 3-arco; por cuanto la recta que pasa por los puntos mencionados no con- 
tiene vértices, la adición do ambos puntos a los vértices поз da un б-агсо. Do 
estos razonamientos зо vo que un 0-лгсо so defino estricta y univocamento por un 
cuadrilátero. El número de cuadrilátoros ordenados en un plano de orden 4 es 
igual a 21-20.10-9; en una sexterua de puntos del arco el número de tales cuadri- 
láteros es igual a 6-5-4-3; tal número de veces figura en el cálculo cada G-arco. 
De aquí, el númoro de todos los G-arcos ез igual a (21-20-16-99/(0-5-4-3) 

= 163. 

5.118, Por cada punto de un (x +- 1)-arco pasan (según el número do los 
puntos restantes del arco) лп secantes y una tangente. En total (según el número 
do puntos del arco) hay л + 1 tangontes. En todas las tangentes y secantes quo 
pasan por el punto Р по porteneciente al arco, yace un número impar n + 1 
de puntos del arco. Por cuanto on las secantes de este haz está situado un nú- 
mero par do puntos del arco, ontonces por lo menos un punto debe encontrarso 
en la tangento. Con esto queda demostrado que por cada punto, по регіепесіспіо 
alarco, раза por lo menos una tangente de este arco. Пау л? -A+ n+ 1 — (n -+ 1)= 
= n? puntos que no pertenecen al {л + 1)-агсо. En cada tangente yacen л 
tales puntos. Destaquemos una do las tangentes: cada una de las n tangentes 
restantes corta la destacada y por oso lleva n — L puntos que no pertenecen al 
arco y а la tangento dostacaila. Ya quo n} n (a — 1) + n?, todos los puntos 
de las tangontes considerados más arriba han de ser distintos. Esto significa, 
que las tangentes, diferentes de la destacada, se cortan en cierto punto de la 
tangente destacada. Así pues, todas las n 4- 1 tangentes pasan por un mismo 
punto 0 y по hay otras rectas que pasen por 0. En particular, por 0 no pasa 
ninguna secante y por consiguiente el (и -+ I)-arco en considera 
pleto. 


119. Véase la resolución del problema 5.118. 
5.120. Analicomos el caso do n = 2m par. Los puntos del plano do orden 
ar n se dividen respecto del óvalo, quo tiene aqui n -+ 2 puntos, en Поз clases: 
los puntas del óvalo y los oxteriores. Por un punto oxterior pasan (n -H 2)/2 = 
= m + 1 secantes, en cada secante зе disponen n — | puntos exteriores, y л 
través do los puntos oxterioros do la secante pasan todas las m (n — 1) = СЪ 
secantes quo se dofinen por n puntos del óvalo, que no yacen en la secanto dada. 
Por eso, con el haz do m secantes qus pasan por el punto externo y son distintas 
do la secante dada está relacionada la partición de n = 2m puntos restantes del 
óvalo en m paros. Сэп to.los los n — 1 puntos do la secanto está ligado el juego 
do n — 1 tales particiones do los n puntos citados; en este caso cada par de puntos 
del óvalo fuera de la sacanto dada figura una y sólo una vez, 

Voamos el caso en que n = 2m -E 1 os impar. Aqui por el punto exterior 
pasará (n — 1)/2 ó (п + 0/2 socamtes. Al designar por r y [ los números do tipos 
de los puntas que contionon (п — 1)/2 у {п -F 1)/2 secánto: 
obtenomos las siguientos ecuaciones para la secante dada: 


п El 


(п 1/2. 


Por consiguiente, соп tados los n — 1 puntos de cada secante del óvalo, 
distintos de lo puntos del mismo, están relacionados dos juegos de (n — 1)/2 
particiones, a (а — 1)/2 pares en cada una, y de (п — 1)/2 particiones, а 
(п — 3)/2 pares en cada una, sin pares comune: 
5.121. Para los puntos del k-arco tenemos i 
restantes del plano tenemos O< i < k/2. 
De las definiciones de plano proyectivo de orden n y de k-arco obtenemos las 


ecuaciones Kaai = k, Kaai + J} Ki — n? а + 1. El cálculo del número de 


+ Y para los puntos 
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incidencias de los puntos de tipo diferente con secantes del k-arco ofrece la ecua- 
ción 


к(к—1\ 
ик Ука EE 


(n41). 


El cálculo del número de pares de secantes que pasan por todos los puntos del 
plano da la siguiente ecuación 


tiua Кы +2 105 
t 


1) ki ae. (1) (41) к 
= z A 


El cálculo del número de incidencias de los puntos respecto de otras rectas y del 
número de pares de otras rectas na presta nuevas dependencias. 
De solución del sistema en el caso que se analiza sirven las fórmulas 


Ko = mn i — k — k (k — 1) (4n -+ 5k — kè — 10)/8, 
Ki = k (k 0) (2n -+ 5k — K? -+ 8)/А, 
Күт k (k — 1) (k —— 2) (k — 3)/8. 


5.122. El sistema de ecuaciones para determinar el número do puntos Ay 
será en este caso como sigue 


Koh Kit К, Ку п п 5, 
Ki + 2,4 ЗК = 15 (n — 4), 
Ka + 3K; = 45, 


De aqui 
nt — tån + 40 < К, не lån + 55, 
15 (n — 7) S Ki < 15 (a — 4). 
5.423. El sistema de ecuaciones para determinar е1 número de puntos Кү 


según el número { do secantes del arco, que pasan por los puntos del plano, tendrá 
por expresión: 
wn ө-т 
У nomp D mott, 
i=0 i=0 
(m- 1/2 
000—1) e (п —3) 2—1)» 
риши 
4-0 
Resolviendo el sistema respecto де Ko, Ki, Ka. obtenemos 
moon 
к, 04 z 2) (n—3) 100—1) к. 
з 
т 249) 10/2 
к. Мии 9 E 5) тд: 
єз 
кз 
= Wai D DK 


=з 
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Admitamos que el arco en consideraci 


completo, esdecir, Ka 0, Entonces, 
suponiendo que n = 2m 4 4, de la 


condición ohlenemos: 


Si) i2 Кс: а (40 2D. 
© 


(i—i) (0—2) Кү ;>0, puesto que los números K; de ¡motos son no 


negativos, mientras que el segundo miembro de la ecuación, para m > d, es 
egativo, La contradicción obtenida rechaza la suposición de que el n/arco en 
un plano proyectivo de orden impar n es completo, 
5,124. Elcuadriláterocomplolo tiene 4 vértices, б lados (secantes) y 3 pun- 
Los diagonales, es decir, puntos de intersceción de Jos lados que no son vértices, 
Si estos puntos no son culineales, entonces definen de боз en dos 3 diagonales. 
Cada diagonal corta 2 lados, que pasan por cl punto diagonal que no está situado 
en ella, en distintos puntos; hay en total 6 tales puntos. Los puntos citados y las 
rectas forman una figura que incluye 13 puntos y 9 rectas, con la particularidad 
de que en cada una de estas rectas se disponen 4 pmts de la figura y los demás 
(1-1) — 4 n = 3 puntos di recta no integran la figura. En Ina rectas de 
la Figura se disponen en total 13-1 Pr- 3) Am- 14 puntos, El número 
de puntos restantes es ідо 


ирт D On 14) ont 5 (из A Sh 


5.125. Véase el problema 5.124 

5.126, Admitiendo lo contrario, llegamos a 
situados en las secantes del cuadrilátero es igual (véase el problema 5.124) a 
@ — 3)-(4 — 5) = —1, lo que es imposible. 

5.127. Procedimiento 1. En toda recta de un subplano baerinno se enenen- 
tran m + 4 puntos de este subplano y (a 4 1) — (mA 1) = п — m otros pun- 
Los. En las rectas mencionadas yacen en total (mt -}- т -}- $) puntos del subplano 
y (m? 4- m + 1) (з — т) otros puntos; la suma de estos números es igual al 
número de todos los puntos del plano. De aquí 


тт 4) H (md mod 4) (ue т) 0 do de 
лї (mA m) n-m? 0. 


e el número de puntos no 


Resolviendo la ecuación respecto do n, hallamos: n, +- 
п> т, entonces п == тї. 

Procedimiento 11, Por un punto Р de un plano no perteneciente al subplano. 
раза una recta del subplano; sobre ella yacen m -+ 4 puntos del subplano. Cada 
una do los п rectas restantes que pasan por P contiene un punte del subplano: el 
número de estos puntos es igual а (2 -]- m4 1)-- (mo 1) = m8 de aqui, 
п = т, 

5.428. Por hipótesis existe un punto P del plano que no ке encuentra en 
las rectas del subplano. La unión de P con los puntas del subplano da т? + 
+ m + 1 diferentes rectas. Por cuanto el número de todas las rectas que pasan 
por P es igual a n- 4, entonces n- 1 m-l i, n co 

5.130. Indicaciones. Muéstrese que el bloque-esquema generalizado (по 
todo par del v-conjunto participa en la construcción del esquema) con los pará- 
metros р = n?, b = Зл, r = 3, k = n, А 4 es equivalente al cuadrado latino 

5.131. Se sabe que un plano proyectivo finito os equivalente al conjunto 
comploto do cuadrados latinos ortogonales de dos сп des, Lo mismo es cierto 
(убаво el problema 5.130) ра апо afín. 

5.132. No existen dos cuadrados latinos de orden 6 (problema de Euler sobre 
36 oficiales). 
popi La respuesta ек 12 4,235,340,457,56 1,137,348 
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5.134. a) Por dos puntos cualesquiera раза una única rocla. Sean (т, 
и, а) Y (Las уз, za) dos puntos distintos. Entonces el sistema 


unt ил шц =D, uz, уе + wz = O 


tiene una única solución (con una exactitud de hasta un factor) respecto do 
(u, v, w). 
Ce "уб un modo análogo se comprueba que cualesquiera dos rectas so inter- 
secan en un único punto, 

€) Si a + 0, a € GF (д), entonces los puntos (0, O, а), (0, a, 0), (a, 0, 0), 
(a, a, a) son todos diferentes y cualesquiera tres de ellos no están situados en 
una misma recta. 

5.135. Si los puntos (ту, yi, 21) Y (ту, уз, т) satisfacen la еспасіба uz + 
+ by + wz = 0, entonces la satisfacen también los puntos (Az, pza, Ayi + 
+ ну. Аз, + нг), donde A y p son cualesquiera elementos de GF (9). 

5.136. La ecuación А + p = 1 tiene exactamente q + 1 soluciones (véaso 
el problema antecedente). 

5.137. Los puntos buscados son: (0, 0, 1), (0, 1, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 1), 
@, 0, 4), (1, 1, 0), (f, 4, 1). Las recta 0,y=0,2=0,y+:2=0, 
r+i=0 2 4y=0 r+ yte O 

5.138. Corcióreso previamente do la validez do las propiedades siguientes 
do los campos de Galois GF (рА): 

а) (а + b)P = ар 4- bP, (a + Ь)Р" = aP" 4- bP”, dondo r es un número 
natural cualquiera; 

b) cada elemento del campo de Galois СР (0 satisfaco la ecuación 27 — 
— s = 0, 

Iágase uso también de la soguada dofinición de recta (probloma 5.135). 

Se necesita domostrar que un punto y una recta consorvan su incidencia еп 
las transformaciones proyoctivas. Tenemos dos puntos А (ту, yi zı) Y B (ту, 
Yas ĉa). Por dichos puntos pasa la recta (Ax, + Hza Ayi + нуу, Azi + Аг), 
donde (a, p) Æ (0, 0). A, н Є СР (рл). Найспїоз la imagen de esta recta en la 
transformación proyectiva. Tenemos una colincación 


r аз аз a) (7P 
s=| y |=|an аз an j| y |. 
x аз 032 аз/ \ аре 


Sustituyendo aquí los puntos de la recta y haciendo uso de la propiedad a), to- 
nemos un conjunto de imágenes de los puntos de la recta dada 


бә” аг} Hanay? Haap HRP (aap анн Haap), ..., eeehe 


Ahora, соп el fin de demostrar quo este conjunto de imágenes os una recta, in- 
cidente con relación a los puntos A y B, basta demostrar que los conjuntos 


(А, 19) y (OP, po”)) son equipotentes, donde (A, p) + (0, 0) y А, 
tio: ES fijo! Esto es ovidonto. лы, qee 
Demostromos a continuación quo on ol sistema 
sr == ал?” ау? 4-а?" 
зу man? Нау?” 4-а”, 
sz! = аут?” Hayy?" азу?" 


podemos limitarnos a los valores de r = 0, 4, ..., A — 4, es decir, cualquiera 
que sea m > h, llegamos a uno de los А tipos de colineaciones. Basta demostrar 
que 

2р" ЕА 

yr |=| y | тл, r=0, 4, аа. В 

2р" 2" 
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леде, IP унн үр e 


nemos m= chr, donde ==0, 1 
(yr тю", puesto que =P 
Anélogamente procelemos Para y Y 2 
5.139. En el plano P (2, 4) se 
1 rectas. Mientras tanto, el núm 


demostrado, 
al gd qe puntos y gè + 
о de puntes en cualquier recta es igual a 


+a 


-a= =g. 


El triángulo es una terna de puntos que no yace en su totalidad en wma mis- 

ma recta, Calculemos su número. A título del primer punto podemos tomar cual- 
quiera de los ¢? -}- g + 1 puntos: a título del segundo, cualquiera de los (9 + 
Фа 0) + a. А titulo del tercer punto elegimos cualquiera, salvo 
los puntos de la recta que pasa por los dos primeros. Este número es igual a 
(+01) — (g + 1) = 7. De acuerdo con la regla del producto, el número 
buscado do triángulos es igual a (4 + 94D (9? -F q) 0. 
140. En el plano P (2, т} se tienen q? + q -} 1 puntos, Supongamos que 
los vértices del cuadrilátero son My, My, My, Afa. A título de Af, tomamos 
cualquiera do los q? -l- 9 + 1 puntos: A Titulo de Afa, cualquiera de los (4? + 
+ qu 1) q puntos. A tíl Aquiera de los (4° <J- q +0 — 
— (aL i) = q? puntos; a título de Afa, enalquiera do los puntos que no yacen 
en Mada, ММА, MaMa, es decir, cualquiera de los (02 -1- q 1) — (911 
+ qu 14 gu 1 — 3) = (q — 1)? puntos, De acuerdo con la regla del pro- 
ducto, el número buscado de cuadriláteros es igual а (97 + ge 1) (° + 0 X 
X aè (g = 1). 

- 5.141, Se Lienen A tipos de transformaciones proyectivas. Hallemos el 
número de colineaciones para cualquier tipo. Toda colineación se define uni- 
vocamento por la clase de matrices regulares asociadas. En toda clase de aso- 
ciatividad hay q — 1 matrices. Hallemos el número de matrices regulares en un 
espacio euclideo (n -+ 4)-dimensional У sobre el campo GF (q). Supongamos que 
Av Аз... 21 An ay es la base del espacio 1"; a es la matriz de In transformación 
Jincal regular: Ву = оди; (By) es un sistema linealmente independiente. А todo 
sistema linealmente independiente {В} le corresponde univocamente una matriz 
regular о y viceversa. Calculemos, por inducción, el número de elecciones de 


(81) del espacio У. 
‚Вә... BRA DARA A e 


El número | (By, eS 
A (0 q^) da la cantidad de matrices regulares, Al divi- 
úmera de colineaciones рага el tipo 


este mómero por у — 4, obtendremos el 
dado de la transformación proyectiva n-dimensional. En nuestro саво n= 2. 
Entonces, el número de colincaciones del tipo i es igual а 


EDO DO "Ут — 1) — А а 0) А D р 
El grupo proyectivo gencral de transformi 


X (a t 1) g? (a 0% 
5.142. Examínese la colineación con fa matriz 


(" o i). 
0 10 


ES 


5.145. Cada fila de la matriz puede elcgirsi nplcando siete procedimien= 
los у, al combinarlos, so obtiene 7-7- obvia que las matrices dege- 
neradas serán aquellas que se obtienen con ayuda de los puntos de una recta, 
pues en este último caso las filas matriciales son linealmente dependientes. Con 
ayuda de tres puntos de una recta oblendrerr matrices, y para todas 
los 7 rectas, un total de 189 mat Sin embargo, entre ellas hay 
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las que se repiten, por ejemplo, las matrices que se obtienen sólo de un punto. 
Por cuanto cada punto pertenece a tres rectas, el número de tales matrices será 
igual a 24. Por consiguiente, cada tal matriz se cuenta tres veces, Нау, pues, 
th matrices superfluas. Obtenemos finalmente 175 matricos degoneradas y 168 re- 
gulares. 


5.146. Hágase uso de la forma canónica de la cónica 


аы? + aHa = 0, ар, an аз 9 0 


y analícense dos с; 


la recta z = 0 corta la cónica dada y no la corta, 


Capítulo VI 


SISTEMAS DE CONJUNTOS 


$ 1. Problemas extremales 
en los grafos e hipergrafos 


6.1. [n2/4); un grafo extremal es único y tiene forma de un grafo bipartido 
completo соп partes quo зоп, en lo posible, iguales: Аууз), „уд. Sen а un 
vértice de grado máximo d; los extremos de las aristas que lenen por origen 
ay son los vértices ap, . > ++ „у si los cuales, estando ausentes los triángulos, 
forman un conjunto independiente; ere decir que | G] S d (a) 4 
o t d (ang) S (n — d} d < тї 

'ntro los problomos extremales éste es de un significado especial, Siendo 
еп el aspecto histórico uno de los primeros resultados extremales, sirvo al mismo 
tiempo de modelo para varios tipos de problemas extremales sobro grafos е hi- 
регрга(оз. Mantel W. [Wiskundige Opgaven. 1907, 10, S, 60] fuo el primero 
en obtener este resultado; a continuación el resultado so volvió a demostrar 
y descubrir reiteradamente. La primera ampliación cualitativa do él, junto con 
la demostración de la unicidad de la construcción extremal, fue obtenida por 
P. Turán (Mat. Fiz. Lapok., 1941, 48, p. 430—453; véase el problema 6,13, 1]. 
Una solución absolutamente no constructiva se deduce de 6,61. Véase la solu- 
ción aducida aquí en [Jadjiivanor N., Nenov N. — Iteportes de la Academia de 
Ciencias de Bulgaria, 1976, 25, No 11, р. 1575—1578]. 


0.2, (ua): la construcción extremal se representa por el f-gralo com- 


pleto C! (Sn) con 1 que realiza el valor extremal. Si el hipergrafo FE P(Sn) 
es una anticadena (ез decir, se compone de las hiperaristas que no pueden ser 
encajados de dos en dos), se verifica para él la desigualdad de Lubel— Me- 


sholkin— Yamamoto У ( ye; 
РА 

gualdad requerida 2) (2, ) (ы) 
«ғ 


Д 
)' <и. de la cual obtenemos en seguida la desi- 


= FIs Bl resul- 


1а) 
үг 
tado recibe el nombre de teorema de Sperner [Sperner E. — Math. Z., 1928, 
27, p. 544—548], y las familias de conjuntos que no encajan uno en otro, se 
Патап a veces spernerianas. Históricamente este resultado representa el pri- 
тег problema extremal sobre P(S,) como sobre un соп) Imente orde- 
nado por inclusión (E); este problema está estrecham inculado con los 
fenómenos estructurales del tipo de teoremas de Dilworth [véase Frank A. — 
J. Comb. Th., 1980, 29, p. 176—184]; con respecto 
Meshalkin — Yamamoto véanse los problemas 6.62, 


5.3. 29-1; las construcciones extren pueden ser de naturaleza dual: 
ECU (5) (ас 
Ё { Cr (Sa) t A СО (Sa), п = 1 (тей2); 
С“ (SA FNR (Sp) 4-0) CUP (5а), n= 0 (пой 2). 
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Su carácter extremal es casi obvio: F puede contener o bien X с Sp, о bien 
SaN X, por consiguiente, no más de la mitad de todos los subconjuntos, es decir, 
| |< 2-2, La condición extremal puede ser debilitada, al sustituirla por la 
condición YA, BEF ANB=DH=>|A|+1B|<t<m la respuesta 
quedará invariable. 

El problema puede servir de prototipo de los problemas sobre interseccio- 
nes; ¿cuántas hiperaristas puede tener un hipergrafo, en el cual está especificada 
la estructura (cl volumen) de las intersecciones de ciertas totalidades de sus 
hiperaristas? (Erdós P., Chao Ko. Rado А. — Quart. 7. Math. (2), 1961, No 12, 
р. 313—320]. 

6-4, El número mínimo т; se determina apartir de los desigualdades 
Pr 


k 
que m=(;) . Si, en cambio, (=) <т< (2) ‚ entonces se trata de 


) <m< (3) . El kegrafo extremal se representa por СА (Sn), siempre 


CM(Sn-1) y, además, de "-("1) cualesquiera kcaristas еп los vérticos 


de 5-1 (а), donde a4 Sp-1. El carácter extremal de tal construcción está 
claro: para п << по el número de A-aristns sobre n vértices sería inferior a т, 


те» тє (1) (т) < 


Este problema es un prototipo de los problemas sobre las unjones: ¿evántas 
l-aristas puede tener un 1-grafo б! = 1? (5), si cn el l-grafo J! y en el hiper- 
Р 


IKruskal F. В. — In: Math, Opt. 
atona Су, — In: Thicery of graphs, 


табо F están impuestas ciertas restriccion 
'echn./Ed. R. Bellman, 1963, р. 251—27 
Akadémiai Kiadó, Budapest, 1908, р. 18; 


б. (441); 103 Mipergrafos extremales 


son AR=CM(Sra) y A= 
= С! (Shar). Sobre Sn= (аз, ...,‚ an) hagamos fija la numeración de los vérti- 
ces y definamos Ci, Di 5а: CiN Di= Ø, 1С11 1и] (з) š 
con la particularidad de que Ye € C¡Yd € Dye < d. Pongamos F, = (С, Di). 
Está claro que Yi, j o bien C; N Dy = Ø, о bien Су N Di = Ø. Supongamos 
ahora que F}, ..., F7! son todos sistemas de este tipo (según el número de 
numeraciones posibles de л), FF = (CF, DJ). Para ellos también Wi, jo 
bien C? NDF =Ø, o bien CF NDI =Ø. Empleando dos métodos, estime- 
mos el número de pares (FẸ, (Ap, Bj), dondo ЛС, B=D}, A y B 
son aristas de los hipergrafos iniciales. El número de pares (FẸ, (Ap, Bo)) 


no sobrepasa nl, en virtud de la no intersección disyuntiva mencionada más arri- 
ba. Por otra parte, fijando (Ap, B,), vemos que el número de 47 convenientes 


es igual a (кїт) КШ (n — k 


1)1, о sea, el número де pares (FẸ, (Av, Bo)) 


es exactamente igual a m( ) kl 01 (n—k—1). Por consiguiente, m X 


n 
k+l 
x (+) КШ (n — k — 1)! < nl [Katona Gy. — J. Comb. Th., 1974, No 2, 
р. 256—266]. 

Este problema puede servir de prototipo de los problemas de los pares 
о sistemas de hipergrafos. 


6.6. Una familia F с P(S,) se llamará p-inseparada, si la intersección 
de cualesquiera р términos suyos ез по vacía, y se Пашага q-separada, si la inter- 
sección de cualesquiera q términos suyes es vacía. Si el volumen de la fami 
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mayor К © P(Sp), 2-їпверәга‹ separada, lo designamos por т, (2, 3), 
entonces mp (2, 3) = [(1 + VEn -F 1/2). 

Estimación superior. Sea F  P(S,) una familia arbitraria de m térmi- 
поз 2-inseparada y 3-separada. Examinemos en los elementos de Sp una mueva 
familia D compuesta por todas las intersecciones posibles de diferentes términos 
de la familia Р = {е}, es decir, D = (е; Пе) (i + 7). Por ser Р 2-inseparada, 
la familia D contiene exactamente ( у) términos по nulos, pero, por otro lado, 


esta familia es 2-separada, puesto que la presencia de dos términos de la fami- 
ja D que se intersecan tendría por resultado la presencia de por lo menos tres 
términos de la familia F que se intersecan, y de este modo contradiría la 3-se- 
paración de la familia F. Finalmente, por la misma razón, la familia D no puede 
tenor términos múltiples. Debido a que el volumen máximo posible de una fa- 
DIS» 
la cual tras las transformaciones elementales y tomando en consideración que m 
es un número entero, adquiere la forma m < [(1 + VEn F 1)/2]. 
Construcción, Sea na un número máximo triangular que no sobrepasa п. 
Coloquemos en wn plano na puntos tal como se muestra сп la fig 6.4”. Tra- 
cemos a partir de cada punto de ln fila superior una línea hasta alcanzar la 
diagonal y luego a la izquierda hasta la última columna vertical; tales línens 
contienen un número igual de puntos. Además, desde el punto que está más 
a la derecha de la fila superior trazamos una línea más que va a lo largo 
de la diagonal. Las líneas obtenidas se entenderán como términos de la fami- 
lía Fn (Sna) la cual es, lo que no es difícil de ver, 2-inseparada y 3-separada 


y contiene exactamente [(1 4- У 8а 1)/2) términos. Los demás n—na puntos 
se disponen formando una fila superior adicional; ellos no figuran en ningún 
término, ¿La familia obtenida Fn (Sna) contiene [(1-+ У Вп, F 0/2] = 101 
+V81+F1)/2] términos y constituye una construcción suficiente. 

Si m == т (р, р -+ 1) es el volumen de la familia mayor F JAS) p-in- 
separada y (р + 1)-separada, entonces т se define como una raíz entera máxima 


do la desigualdad 15) < п [Stechkin В. S. — Notas matemáticas, 1067, 


19, No 4, р, 155—100, en ruso). 

En adelante dq (а) denota siempre el grado del vértice a en el grafo G; 
А (б), el grado máximo en G; £ (G), el número máximo de aristas independientes 
en G; X (б), el número cromático de arista; Gn, el 
gralo de п vértices; G (S), un grafo en el conjunto de 8 
vértices 5. Si SE Sp, 1а motación б, (S) significa un 
subgrafo propio del grafo Gn с C? (Sn) inducido por 
los vértices de 5, es decir, Gn (5) = С, N С? (5). о 

0,7. Teorema de Wizing [Wizing V. б. — Análisis 
discreto, 1965, No 3, р. 25—30, en гохо]. si y’ (G) es el 
número cromático de arista buscado del grafo G, enton- 
ces para todo С tenemos А (б) < у’ (б) < A (G) + 1. 

En una serie de casos se logra precisar este teore- 
ma. Es fácil mostrar que | G | > A (G) t (G) = x' (G) = 
= А(б)-_1, en particular, 1612 A (G) t (6) = Fig. 6.1% 
А (б) < 2 (С) 4 L El coso alternativo do A (G) М 
egrandes» está estudiado por completo: А (С) > 2 (6) 1= y (6) = А 
(А-У. Кбюевкан о Р * фен Ра 


milia 2-separada es igual а n, obtenemos la estimación (2) 


6.8. [nd/2]. La estimación se deduce de la identidad de Euler У) de (a) = 
a 
а de Erdós— Gallai: un sistema de n mi- 


= 216 |, y su realización, del teor 


meros no negativos ё... dp, Ў) а = 2m, dy > d 
a 


2.32 dp se realiza 
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por los grados de cierto grafo de n vértices cuando y sólo cuando para cualquier r 
natural, 4 <r <n — %, se verifica la desigualdad 


Y ае) Y mintr, di} 
a ты 


{Есйёз P., СаПа? Т. — Mat. Lapok, 1960, 11, 
6.9. Designemos cl máximo que se busca por 


(ah "<2141, 


па (E) (CF к> 


{Erdős P., Gallaí Т. — Acta Math. Acad. Sci. Kungar., 1959, 10, р. 337—357]. 
6.10. Designemos el máximo quo se busca por f (d, t), entoncos 


hi dt, сати 41 
de „6 + 1 тй], аа 


Según la definición de x’ (6), Мб | б} < z’ (6) 1 (бу; esto quiere decir que del 
teorema de Wizing (véase la resolución del problema 6.7; „nemos YG | G | < 
<x (6) (б) < £ (б) (А (б) + 1), lo que leva consigo la estimación superior 
general: / (d, 1) < t (d+ 1). 

Si d > 2t 4-1, entonces, conforme al resultado de Kóstochka (véase la 
solución del problema 6.7), іспотоз | G | < x’ (6) t (G) = £ (G) A (6), lo que 
Пеуа consigo la estimación: d > 2t + 1 => / (d, 1) < di; osta estimación зе 
realiza por el grafo completo bipartido Kia. 

Si d < 21, d w 0 (mod 2), d | 2t, entonces ol valor requerido coincido con 
la estimación superior genoral, la quo se realiza por el sistema do 21/4 grafos 
completos Каа. 

El caso de d <2t, d =a 1 (mod 2) so realiza por una construcción propuesta 
por Sauer; el grafo se compone de а = [20/04 +- 1)] componentes conexos Si, - . > 
DU. Sw, donde cada componeato Sy, 1<i < a es tal que todos los puntos 
en Sy, Salvo uno, son de grado d, y un punto es de grado d — 1; todos los Si, 
1 <i < а — 1, lienen d + r vértices, y S; contiene d 4- 2 + 2t — (d +4) X 
х + 191 vértices [Sauer N. — In: Comb, Math. and its Appl/Ed. 
D.J.A. Welsh, A. P. London, 1974, p. 253—257). 

La construcción para el caso alternativo de d < 2t, d = 0 (mod 2), 
d | 2t, so construye do un modo recurrente: como un sistema de [21/4] grafos 
сваре Кад У una construcción más que realiza el valor de / (d, t — [20/9] X 
х d/2), 

6.11. Denolemos el máximo que se busca por g (n, d, 0). Si 221—1, 
entonces tendremos las condiciones del problema 6.9: g (n, d, 1) = g (m, n — 1 
0) = E (n, 0. Si n < 2t- 1. tendremos las condiciones del problema 6. 
e (m 

Sen n > 2t 4 1. Entonces, si d < 21, n < 214 [1/[(d 4 19/21), tendremos 


{e 67, ы, AA. d=1 (mod 2) 
nd/2, d= 0 (mod 2); 


41. 
Е (п, 1), entonces 


E (n, = 


d<2, n>241/[(d+ 19/21), entonces 


Jiz] 


zE] 
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si d> 214-1, entonces 


E fl. EA n<t+d, 
pa de, n> tha 


[Chyatal V., Hanson D. — J. Comb. Th. (В), 1976, 20, р. 128—138]. 
Es obvio que si f (d, t) es la función del problema 6.10, entonces / (d, t) = 
= máx g (n, d, 1). 


n 
El estudio do los sistemas de aristas independientes en los grafos está vin- 
culado en muchos aspectos con el teorema de Berge 


106 (55) = min 40+ 1S1 — ko (G (SANS), 


donde ko (G (SANS) es el número de componentes conezos impares (según el nimero 
de viriles) del'grafo G (55) [Berge C. — R. Acad. Sci. Paris, 1958, No 247, 
p. 258—259). 

6.12, Denotemos el máximo buscado por Е (n, t, k). Con motivo do 
E (п, 1, k) se conoce que existe tal constante Ch (dependiente solamente de 4) 


que, para n> С, E (n, t, k) = (E) a ( в) ; existo también la hipó- 
tesis general de Erdós 


E(n, t, k) = máx Сее, (1)- dd а> шк. 


[Erdós Р. — Ann Univ. Sci. Budapest, Eólvós Sect. Math., 1965, 8, р. 93—06, 
6.13. Si p (л; My) es сі número máximo de aristas en el grafo Gn © С (Sn 
tal que VS, © 5, (C° (Sa) П Gn) © las entonces es valida la igualdad 
Ku — Ну. Por 
lanteamiento 


ГТ 
+ 2), entonces 


т (п; Ha) Аи T) = ( 4 Te donde, como siempre, Fy 
eso en adelante vamos a referirnos en los casos adecuados al p- 


do esto problema, empleando la designación estándar Fy 
0) Designamos el máximo buscado т (л; Ip) por T (m, 


T(n, k, 2-3 (l Er 1) У 


i=0 2 


La construcción extremal es й 


y tiene forma de un grafo compuesto de 


(k — 1) grafos completos y a ser posible iguales: 
һ-2 


HS a А 2 
Crea) an рар е 


ular, si n < 2 (k — 1), entonces Т (n, k, 2) = n — k 4 1; en este 
caso como construcción extremal interviene el sistema de п — k -- 1 aristas 
independientes. 

La afirmación concerniente a la unicidad de la construcción extremal y al 
número de sus aristas Jleva el nombre de teorema de Turán; véase la literatura 
БИК al problema 6.1, y también Turán Р. — Colloq. Math., 1954, No 3, 

. 13—30. 
P: ` 2) Denotemos al mínimo b 


ado por m (n, k, q, 2). Para este problema 
la construcción extremal también tiene forma de un bloque: r vértices aislados 
y t grafos completos, a ser posible iguales, sobre los demás vértices, соп la parti- 
cularidad de que los parámetros r y £ se eligen de un modo tal que el número 
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total de aristas se minimiza: 
pa =] 
mín, k,q,2)= mín D Tr E 
ат, 2( z ) 


] r= {EDn (0—10), n < (0—4) 009—0), 
> UR O 09— 0) lo, п> (6—1) 909—0). 


к 


q 


En particular, si n es suficientemente grande, entonces 


Ol п 


тп, k, q, 2) = Эў (к—1)/( 
i=0 


Está completamente resuelto el caso en que q 

3(1—k4-1), n 3I (k—1)/2, 

@-зу2 
Y (L 1). по 3000—1002, k= 1 (mol 2), 

та, К, 3,2) =] со 

(а= 0/2 
5) (6 2), п>3(&—1)/2, k=0 (той 2). 
i=0 2 


Además, se sabe que k < 2(q—1) => m (n, k, 4, 


Demostremos la última fórmula. Realicemos la inducción según q. Cuando 
¿> 2, esto es evidente. Supongamos que g > 3. Analicemos un grafo arbitrario 
X que posee la propiedad requerida y destaquemos en él un conjunto máximo 
Sp de r vértices. Está claro que r «с р — q -+ 1. Además, siendo Gp suficiente 
y S, independiento llegamos inmediatamente a que el subgrafo Gn (Spy Sp) 
posce la misma propiedad con los parámetros n — r, p — r, g — 1; esto significa 
que de acuerdo con la suposición de inducción, 


AS O E ES E 


Por cuanto el conjunto S, es máximo, cada vértice de S/N, es adyacento por 
enos а un vértice de бү. Por consiguiente, 


пк 
2 


и 20010 (бамо п (Р) > 


en ruso], 
3) Pongamos т (n; Hy) = m (n, K), entonces 


(2) 0987), пона, 


(2) == [8], (59) к= (002. 


т (n, k)= 
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La construcción extremal representa o bien An — Fp, o bien К, — Kai 
(en función del valor numérico de т (л, 4)). 2 

Si Gn розев la propiedad requerida, el grafo complementario С, poseerá, 
evidentemonto, la propiedad de que todo su subgralo propio de k vértices tieno 
un vértice aislado. е 

Sea k =s 0 (mod 2). Elijamos еп Съ un sistema máximo F de las aristas 
independientes; está claro que | F 1 < k/2, puesto que de lo contrario, al tomar 
%/2 aristas independientes, so obtendría un subgrafo propio de k vértices зіп 
vértices aislados, Por ser Р máximo, todas las demás aristas de G,, son adyacentes 
а las aristas de F, por lo que todo subgrafo propio de k vértices que comprondo 
los vértices del grafo Р tiene no más de (k — 1) vértices aislados y, por tanto, 
también С, tiene no más de (k — 1) vértices no aislados, es decir, | Gn | < 

k—1 
<(“;!). 

Sea k ma 1 (mod 2). Si £ (Gn) < (k + 19/2, los razonamientos son los mis- 
mos que para k = 0 (mod 2). Si en б, se tienen (к + 1)/2 aristas independientes, 
entonces toda arista que se corta con ellas llevaria a una contradicción, por 
consiguiente, en б„ todas las aristas son independientes, es deci 
< n/2) [0.` Katona]. 

т Л = m (ns К}; 


(9-56) +40. k = 0 (mod 2), 


(;)-"“{[-], (7) -a—0), k = 4 (mod 2). 


La construcción oxtromal tiene la forma o bien de A — Fp, o bien de К 
— (Кк — Су), dondo Су es un ciclo en К — 1 vértices (en función del 
de m (л, 0). 

Si m, (п, k) ев una función extremal de 0.13.3), entonces ту (п, k) < 


< т (п, k) y, por consiguiente 
Ee 


m0.0-(3)-[3), 


Supongamos primero que k = 0 (той 2); la demostración la realizamos por 
inducción respecto de л > k, apoyándonos en el siguiente lema. 
Lema. Sin>k>2 y А жа 0 (mod 2), entonces en todo grafo de п vértices 
sin vértices aislados esiste un subgrafo propio de k vértices sin vértices aislados. 
La demostración do este loma se realiza por inducción respecto de k < л, 
Si п = k, será evidente que т (п, k) = 2 (k — 1). Admitamos que lo requerido 
es cierto incluso hasta л — 1; mostremos que es cierto también рага n. Supon- 


gamos lo contrario: т (п, K) =( ^)- (a р) +@—0—5 ADA 
Examinomos en nuestro grafo un vértice a de grado n — 1. Si k es par, tal vér 
tico siempre existe en toda construcción Suficiente; en efecto, suponiendo lo 
contracio, vemos que el grafo complementario Gn no tiene vértices aislados y 
de acuerdo con el lema, contieno un subgrafo de А vértices sin vérticos aislados, 
Esto quiere decir que ol grafo inicial ni siquiera puede contener una estrella еп 
estos k vértices, lo que contradice la condición de suficiencia de la construcción: 
Así pues, al eliminar ol vértice de grado п — 1, obtenemos en los л — 1 vértices 


restantes una construcción suficiente que contiene (2) ге (Ж) + (9 


—1 к—1 
БЕБЕ @—0 = ш —1. ®) aristas, lo 
que contradice nuestra suposición de inducción. Está claro que esta demostra- 
ción conduce también а la solución de 6.13.3) para k =0 (mod 2). 


m(n, k)= 


1 (mod 2 
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Sea ahora k = 1 (mod 2); siguics mamientos do 6.13.3), examine- 


mos en б„ un conjunto máximo F de las aristas independientes. Si | F| > 
> (k + 1)/2, entonces no puedo haber una arista que по se corte con las aristas 


Че F, esto significa que en tal caso С, está compuesto de aristas que по so inter- 
secan, es decir, | Gn | < 1/2). Si | F | < (k — 1)/2, cada arista de G, so inter- 
seca con las aristas de F, razón por la cual el número de vértices aislados en Gn 
по es superior а k — 1, más, por cuanto en Lodo subgrafo propio С, debe haber, 
además de un vértice aislado, un ciclo vacío en k — 1 vértices, entonces | E, | < 
< (>) — (k — 1) [A. V. Kóstochka, В. S. Sléchkinl. 

5) Demostremos una afirmación un tanto más fuerte, 

Teorema, Sea / un grafo arbitrario fijo de k vértices que posee un vértice de 
grado k — 1. Entonces, el grafo Gn poseerá la propiedad de que VS] E Sn Gn (а) = 
= (C° (Sr) N Gn) > Ha cuando y sólo cuando б, > (Kn — Пу para ip PD Fh 
у Gn D (Kn — Hi) V Cn D (Kn — Fn) = Fn para Hr D Fh. 

Demostración. La suficiencia de esta afirmación es evidento. Demostremos 
su necesidad. Supongamos que G posee la citada propiedad. Vamos a estudiar 
el grafo С, y destaquemos en él un sistema máximo Fy С С, de (= £ (Gn) 
aristas independientes. 

La desigualdad £ > £ (fp) puedo cumplirse sólo cuando 7 > F p, mas en 
este caso tendremos necesariamente С, = ы C Fp, puesto que al agregar 
cualquier arista e al grafo $ „ (e debe ser adyacente a una de las aristas del grafo 

, por ser este último máximo), obtendremos un grafo (Fa + (e)), en el 
cual siempre habrá k vértices Sp» sobre los cuales el subgrafo propio (F yy + 
+ (e)) (Sa) no tendrá vértico aislado prescrito al grafo Лу por la condición 
Ma > Куд. ча 

Sea ahora t< £(1,). En esto caso el número do vértices no aislados del 
кто n no sobrepasa de k — 1. En efecto, al elegir en el caso contrario, а titulo 

о Sa E Sn» cualquier conjunto do К vértices no aislados del grafo Gn que in- 
cluya 21 vértices del grafo F ц, en virtud de que este último es máximo Jlegamos 
а que el subgrafo propio С, (Sa) sobre estos к vértices no епо vértico aislado, 
lo que contradice la hipótesis dol teorema. Está claro quo el grafo С, ha de ser 
un subgrato del grafo p sobre los vértices no aislados en una magnitud no su- 
perior n k — 1 de dichos vértices, lo que so trataba de demostrar, 

Сото corolaria, obtenemos la solución de nuestro problema: 


¡OA D Fn 


(1) == (E), А do ШЕЛ 


resultados de los problemas 


m (n; Ha) = 


que, evidentemente, lleva consigo también 1 
(6.43.3—6.13.5). 

6) т (п; Ch) = т (n, k) = Ја (п — k + 2)/21. Con el objeto de describir 
las construcciones extremales, numeremos el conjunto de vértices en forma 
cíclica desde 1 hasta п, considerando quo an „у = ау, аъ +2 = а... Intro- 
duzcamos una distancia р (а, ау) = min (1¿—¿1, п — 14 — / 1), dondo la 
diferencia se entiende también cíclicamente, es decir, р (ay, а) = 1, р (an, ay) == 
‚ P (a апд) = 2, »--) р (а, ап) = 1, n— km0 (mód 2). Con- 
que los vértices ау, ау forman una arista en el grafo extremal cuando 
y sólo cuando р (а, a) < (n — k + 2)/2. 

Demostremos la Suficiencia de la construcción regular pora п — k = 0 
(mód 2). Sea Sa = (ац, >>>» та), donde 1< 4 <.. < ip En. 
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Caso 1. Existen los vértices аг, 
tales que р (апр, a; ) > (A DES (аза у 


de vértices que no integran Sa y están situados entre а, y а, по es menor 


Gip аң,,Є ба, 2< ¡+1 << nm 
), pero en este caso el número 


que (n—k-+2)/2 (lo mismo es lícito para los vértices dispuestos entre ay, y 
ац) Y Por consiguiente, el número total de vértices que no integran Sh по 


es inferior a п— 4-2, lo que contradice el volumen de Sh. 
Caso 2. Ya; € Sa Pp (ai, a, ) <(n—k-+-2)/2, pero en tal caso, obviamente, 


el conjunto de aristas (a,,, a;,), (a 


los vértices de Sh. y 
Caso 3. Sea р (а, 01) > (1—22 рб ец) > (n—K4-2)/2, pero, 


en este caso, el número de vértices que noj integran Sh y que están situa- 
dos entre аш ауа, а, по ев inferior a (n—k+2)/2+(n—k-+2)/2— 
—4=n—k-+1, lo que contradice el volumen de Sa. Sea p(a,, а) > (n— 
—k-+2)/2, entonces existe un ciclo en Sa, a saber, para k раг tenemos 
бу а) банда) ==> (ад) (аа) (аа)... (а, а) Y para ke impor 
tenemos (a4, а) (41,44, _) Mana) (85, в). 

Queda demostrada, pues, la suficiencia de la construcción regular; demos- 
tremos ahora que la construcción es extremal, Todo vértice de un subgrafo pro- 
pio de k vértices yace en el ciclo. Esto es indicio de que su grado en el grafo pro- 
pio no es menor de dos, o sea su grado en el gralo inicial no es menor de n — 
— k + 2, por consiguiente 


LGI > Jn (а — k + 2/2 


IG. Katona, А. У. Kóstochka, В. S. Stéchkin]. 

7), 8) Designemos la construcción extremal del problema 6.43.6) por 
С (п, k); está claro que | С (n, k -+ 1) | = In (n — k -+ 19/21, por otra parte, 
el grafo С (n, k -+ 1) posee, evidentemente, la propiedad de que todo conjunto k 
de sus vértices es un conjunto de k vértices фо cierto ciclo en el vértice k + 1. 
Por consiguiente, todo subgrafo propio de k vértices del grafo C (n, k -+ 1) 
es conexo y contiene el camino Рк y FX. Además, cada uno de los grafos пи 
cionados no contiene vérticesaislados у, por lo tanto, para n > k, m (n; Py 
=m (n; Fh = Jn (n — k 4 1)/2[. 

9), 10) Si Ру = Су о Ру = Ph, entonces, cuando k > 4, en la construcción 
suficiente по hay vértices de grado >3, lo que quiere decir que p (п; Fh) < n. 
Por otra parte, la construcción С„ es suficiente, razón por la cual 


‚ а) forma un ciclo sobre 


(7), e. 
=n (n—3)/2, k>4, m(n; Pa -{ 2 PAS: k>ó. 
п(з—3)/2, п> kt, 


чоо O- e. 
Si, en cambio, k = 1 (mod 2), entonces es fácil ver que 


mo ®-(})-[4]-("—%”®), 


m (n; #}ю=(5)—]+ E к>7. 


11) Está claro que 


m (n; 


12), 19) Está claro que si Fp D Kino Fa D Fr, entonces | Pyl S 
п Fa) S g (m, A (Ед), 1 (En), donde g viona dol problema 6.11; de los 
resultados obtenidos en los problemas 6.19 y С. С so compruoba con facilidad que 
en los casos do 


En К KSAH ST) y Fam Эр Kan LALU, 4:0 (mod 2), 
di2t, k=20-+2t/d) estas estimaciones bilaterales coinciden у dan respectiva- 
mente m (m; Са (8046 (Sin S= (3) — 1—1 y е СЫ 
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n 
=(3) (4+0). 

En general, si Fy es un gralo do k vértices, extremal respecto a las propieda- 
des del problema 0.10, y tal qu Fy p Кук. Ру р | Ру = f (д1), 
а= A (Fx), t == t (Fh), dondo la función / vieno del problema 0.10, entonces 
m (n; Ky — Fa) = (5) (А (Еу), (Ру). 


14) Si £ = 1, убаѕо el problema (6.13.1). Si 22 = k, убазо ol problema 0.13.8). 
Para ntros t el problema no ostá resuelto por ahora, no obstante, pueden indicar- 
зе construcciones sulicientes que, quizás, resultarán oxtromalos, > 

Una de tales construccionas оз la do bloque, compuesta, а зог posiblo, de 
k — 2 + 1 gralos completos iguales sobro n vérticos, do suerto quo 


4-2 nt 
mí Лю < >) (= ja 
i=0 2 
El númro do bloques {k — 21 -+ 1) do osta construcción ospocificado aquí 


lo da al siguionto problema oxteomal de números enteros: so maximizará ра 
condición de que k> U> 0, 


» r 
D и=һк>ы>о, 2[5-]>!. 


imi i=l 


Está claro que si un grafo posee la propiedad requerida con los parámetros 
(к, t), la poseerá también con los parámetros (k — 1, — 1), como también con 
Jos parámetros (k — 2 + 4, 1), lo que, de acuerdo con 6.13.4), Ieva consigo la 


estimación inferior: 
nti 
Er], 
2 


Para n pequeños la estimación superior citada no оз oxacta, las correspondien- 
tes construcciones oxtromalos también tienen forma de un bloque con la única 
diferencia de quo cada hloquo en oste caso representa o bien una arista indopen- 
diente, o bien una construcción oxtromal para los problemas 6.13.6), 7), 8). 
Así por ejemplo, п < 2 (k — 0) => т (л; Ip) = п — k + t. Esto valor so tea- 
liza por un sistema de n — k + t aristas independientes. Como ejemplo de otra 
construcción de este tipo puedo servir el sistema de k — 22 aristas independientes 
y ol grafo C (n — 2 + át, £) dol problema 6.13.11) sobro los demás п — 2k 4- 
+ 46 vértices, 


m(n; m> X (t 


[и 


6.14. mín, k)=(k—1) (3) +[ "= EJs La construcción extremal 


tiene por expresión С? (Sa) — С? (Sano EF? (Saru) [Ег P., 
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Moser L., — J, Austral, Math. 
este resultado en: [Sós V.—In: 
1970, р. 407—410]. 

6.15. 3n—6. El grafo extremal aquí es una tri 
mal de esta construcción se deduce ino: е de la correlación de 
п — m + T + 2, donde Г es el número de caras del grafo plano y т, el número 
Че sus aristas. 

6,18, 4) Véase el problema 6.8. 5) Véase el problema 6.9. 6) Tiene lugar la 


oc., 1970, 11 


р. 42—47]; véase la aplicación do 
от. Struct. 


і their appl. Gordon and Breach, 


estimación genoral (л; Рк) = 522, la cual es exacta, si divido n, Убаво la re- 


solución completa: [Kopylov G. N.— Informes de la Academia de ciencias de la 
URSS, 1977 № 1, р. 19—21, en ruso]. 8) El resultado de Ore afirma quo 


10 Cr) = (5) +1. La construcción extremal representa C?(S n у), y una arista 
más que es incidente con relación al vértico a = S„N Sp -1. 9) —14) Pongamos 


mín; D= máx 1641, m(n; h, 16; 
сузе, 


„ш= 


Está claro que m (п; (2) = (2) pmm B A 


= (e (véase 6.18,8)). Se sabe que 
тш p= (051) а. ("02 
(2), "<a 


т( 2140) = (Ja? н) а<ь<ы- 
тл], а, 


Sng 


ЕЯ 


ma 


т (п; 4) == о (0) 


т (п; t, ld, т) == п (2 012—002, 
n=q (0—2), 061—2; mín 4, 0, 8, ... 1-а 0901, 
de construcción puede servir el grafo Сі (а) Сі (53а) 4-9 AS Aa) 
т (п; 3, 4, aaa, 2K) > Cont A=), 
[Woodall D. K.—Proc. London Math. (3), 1972, 24, р. 739—755; Erdós P.— 


In: Тегіо Combinatorie. Roma: Academia Nationale, 1076, р. 3—17, Kopylow 
G.N.— Informes de la А.С. de la URSS, 1977, 234, №1, р. 19—21, en ruso]. 


n 
1 
mal ез P)C'(S,,), donde (z) realiza por los coeficientes binomiales máximos. 


Supongamos en el problema б. 
de todas las cadenas máximas. 


y %, el conjunto 
о una cadena de 
iente, al tomar en consi 
1 )!, obtenemos la desi- 


22—0378 
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gualdad 


„#1. Si 4 contiene una cadena de longitud k-41, enton- 


ir, 4 no es anticadena. 
т а la suma de k cocfi- 


es superi 
h 


cientes binomiales máximos; de que 1.4 | = У) 1.41 | se deduce (puesto que 


A; son disjuntos) que de constru 


(9) realizan £ coeficientes binomiales máx 


EA га Ja cadena AD 4,5 
э Arm А Ar > А 
hipótesis del problema. Esto 
suma de л coeficientes binomiales 
ima que en los problemas 6.20 y 6.24 (E 
51, р. 808002). 


Лаа entonces Ay > 
а contradicción con Ja 
„ТЕД по es superior a la 
onstrucción extremal es la 
Rull. Amer, Math. Sac., 


ls Р. 


0:23. 2"-!; las construcciones extremales son 
F= 2, сб), F= 2, C! (Sn). 
120 (mod 2) 1551 (mod 2) 
En, el Problema 0,82, o) bosta poner G (х) + (5 + а), donde SE Sp 
a & s, $= (6) кысы, evidentemente, ТА ПЕ | жє, y М 


ає8а8Ў' 
fácil ver que |$] = 12%, degg (5) = 151-4 (01851) == п, por consi- 


guiente 


РШ" = Ур п/2%1.п &1. 
Sr 
6.24. У (e) a título de construcción extremal puede tomarse 
ЕДГ 
F= > Ci (Sn) [Katona G.—Niew Archief voor Wisknnde (3), 1972, 


задн Гой һу 
N°20, р. 54-67). 
0.27. а) увазе el problema 6.3. 


п п n 
т 5 (8) n4r = 0 (той 2), р (")+ la 
jm(n+2)/2 една 2 


п-га 1 (той 2). 
La construcción extremal es 


F Y)  Cl(Sn). п 0 (mod 2), 
in 


Фу Ci (Sn) HCO- (Sp—a), n+r = 1 (mod 2) 
l(n+r+1)/2 
[Katona б. — Acta Math, Soc. Hungar, 1964, 15, р. 329—337]. 
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с) 21-3; la construcción extremal es F 
— Bull. Austral, Math. Soc., 1976, NO 15, 
6.28. Véase la literatura en el probl 


с б) P (Sn — Sa) [Frankl Р. 
9). 


6.27 с). 
6.29. (P), кота: (674), к+<"2. Los construcciones extremalos 


son: Си (Sn), k> n/2; Са (а) CM (Sn —a), k<n/2. 

Sea k < n/2. Fijemos la numeración cíclica de los elementos ay, . . ., Ap 
Veamos las k-aristas By, .. ., Ву, cuyos elementos son sucesivos con tal nume- 
ración, es decir, Ву= (аң, арз ај зт > ауу na), con la particularidad 
de que se supone que В, П Ву Æ Ø. Está claro que si k< 1/2, entonces el 
número de tales k-aristas по es inferior а k. 

Sea Ay, .  »+ Am una fainilía de k-aristas do Lal índole que 4; N Aj + Ø; 
евна да lus Pares (E. Ау), donde С es una numeración cíclica, y los Véñtices 
Ay son sucesivos en $. Para cada A; existen Al (n — К)! tales С, lo que quiere 
decir que en total hay mk! (n — k)! de tales pares, Por otra parte, para E fijo 
se tienen no más de k conjuntos A ;, por lo cual el número de pares no sobrepasa 
de (n~ tjik. Obtenemos la desigualdad 


м1) 


[Katona G. — J. of Comb, Th. 1972, 13, № 2, р, 183—184]. Este resultado Ie- 
va el nombre de teorema de Erdós—Ko-Rado; véase 6,3. 


(n— 1)! > mkl (n 


Si complementariamente N Аи =Ø, entonces 
ii 


n—i п-к 
m4 (31) =) 
Lo construcción extremal es 
rn 
F=C (Sr) Y) С! (а) CEM Sn —Sa—0) СА (5), а @ Sh. 
A 


in A.J.W., Milner E.C. — Quart. J. Math. Oxford (2), 1967, № 48, р. 
\ 


males son СА (Sn) y С\ (а) Ск (5 — 
Sea tk/(t — 1) < n. Apliquemos el método usado en el problema 6. 
Será suficiente mostrar que, siendo cíclica la númeración de los vértices, el 
ma de k-aristas sucesivas By, . . ., Benel que cualesquiera £ tienen “interseo- 
ción ло vacía, puede tener no más de k términos, es decir, que 1 < k. Estudie- 
mos las (n — k) aristas complementarias de Сү Bi. Ellas también tie- 
nen vértices sucesivos y su unión no coincide con 5, = (1, . . .. л). Suponga- 
mos que imo vértice de C, es igual a n. Definamos la 1 del 
modo siguiente: 


neangan 


La desigualdad t (n — А) > n so deduce de la condición tk/(t — 1) < n. Está 


claro que los conjuntos / (Сү) son disjuntos. Es fácil ver que para j fijo (1 < j < 
< n—k) todos los números r = j (mod п), 1 < r < £ (n — k) se encuentran 


en 1 (С), entonces UC; = (1, - 


20 п}, lo que contradice la condición. Por 


2. 339 


consiguiente, existen por lo menos n— К números dentro del segmento 


1 
(1.2, a-s £ (и — ЮГУ fuera de la Uf (Ch, es decir, 
= 


1 
| б neo] + =Un— KR) —n 414114 n—k< t(n—K), 


lo que trae consigo el que I < k [Frankl P, — J. Comb, Th. (A), 1976, N° 20, 
. 141). 
P: SL. Existe no = no (к. 0 tal que 


máx 1001 (7—1). 
La construcción extremal es СА = C! (51) САТ (Sp — Sp), Sin ombargo, рага 
"pequeños esto no es аз: n = В, К = 4, E 2, enloncos el ågrato (4:1 A |= 
=4 (4 0(1,2,3,4)1=3) tiene 16> (2)aristas [Erdás P., Chao Ko, 


Rado R. -- Math. Oxford (2), 1901 NO 12, р. 343—318]. El valor exacto do 
по (k, 1) Tuo hallado por Frank). 
„32. La demostración se realiza por inducción respecto de А. 


Existencia. Si k=1, entonces т = (0) + Supongamos la existencia has- 
ta к—1. Determinemos an de las desigualdades (4) < m< (24%), si en 
este caso se realiza la igualdad, queda cumplido lo que se requiere; si no se 
realiza, el número m — (90) tiene la forma canónica 

— (h) (“ha TEE A ia A Y 
(5) = (е) (4): 
тема demostrar que ау > ааз; en el caso contrario tendríamos la desigualdad 
an) | (ari an ayan 
п (а) 2 A) A, 
que contradice la definición de ау. 


Unicidad. Si k = 1, la unicidad 
hasta k — 1, y mostremos que esto es 


lil 


Si ак== ау, tendríamos dos formas para m—( 


inducción, obtendríamos una contrad 
vez llegaríamos а una contra 


«(е 
р) ld) «е. 


6.33. Епшпегетов el número de pares (A, B) : А >B, A € F, B E Сд. (F). 
Para cada А Є F hay exactamente k de tales B. Por consiguiente, el núme- 


340 


obvia. Supongamos que ella tiene lugar 
í también para k. Supongamos lo contra- 


Сна). 


9%) y, sogún la suposición de 


cambio, si ap < a, otra 


(к) 


ro de pares сз igual a | | -К. Mas, si fijames В € Ch- (F), tenemos no más do 
n — k-+ 1 conjuntos А > B. Esto quiere decir gue el número de pares no sobre- 
pasa de | Ск (F) | (n — k + 1). Hemos obtenido, pues, la desigualdad requo- 
rida | Cra (F) | (n — k + 1)> | F l-k. 

6.34. Mostremos por medio de la inducción que tal k-grafo existe sobre un 
número do vértices no superior a аһ + 1. El caso cuando k = 1 es trivial. Supon- 
gamos que la afirmación es válida рага К — 1. Elijamos ау vértices (conjunto 
А) y todas las posibles k-aristas sobre ellos: СА (А). Por cuanto ак + 1< ars 
entonces, según fa suposición de inducción, existe un (£—1)-grafo 


FE Ci (A) hal que Cr (ES а ("= (%)) . Sea ag A un vértice vue- 
vo, Agreguemos а а Lodas las aristas de F”, es decir, supongamos que £” 
= Ўсе. Es fácil ver que Саса (С (А) + К?З fa (»—("%)) > 
«ғ 

H(p) о). 

El k-grafo buscado F puede definirse en la forma explícita del modo siguien- 
te; Sijemos Jn numeración de Jos vértices e ¿ntrodnzenmos Ja ordenación de Jn: 
aristas: В es inferior a C, si el primer elemento del conjunto (C — D) U (В — C) 


сае en С. Entonces F se define como un k-grafo de las primeras (en erte sentido) 


т k-aristas. 
6.35. Si m, = 0, la afirmación es trivial. Sea m, > 0, entonces analicemos 


dos casos. 
Caso 1. fy (т) < ту. Supongamos que la representación canónica my 


tiene por expresión 
ака (е 
т (а) (0). 
Sea 4 un número mínimo, para el cual a, > s. Pongamos 


0, «к=к, 
M= 
Ma, ‚ а>. 


Entonces, fp (АЈ) < ma, y рага Af' > ЛГ tenemos fa (M') > ту, es decir 
hy бт) S ma => ту < DM. Рог cuanto fa (=) es monótona, tenemos fy (my -+ 
+ ma) S fa (M У ту). Ез ver que fa (М + ma) = ms -H [ка (ma), de 
donde obtenemos inmediatamente 


la (m + т) та fa 0m). 


Caso 2. fp (my) > ma. Hagamos uso de la inducción según м. Cuando 
ту == 0, la afirmación es, evidentemente, cierta. Sea 


by [7 
m= (9) (и) >o. 
Veamos tres casos 


(2а) 1< t- 1, а, = t, entonces fy (m, + 1) 
=D hato) 


IS 
Por inducción tenemos: 
Ín (mi + ma) S Jr (тү DA fa (ma 0 
= fa (ту) + frai (Ma) H q — 4—1 т) A Ла (a). 
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(2b) q=1, а, >t, entonces fa (m, + 1) = fy (mi), fn- (m, — 1) = 
= fr (ma), y lo requerido se obtiene igual que en (20). 
(е) а Sed 1, о bien (и > 1 y 9 > f). Introduzeamos el concepto de ro- 
presentación semicanónica. Si a= £, o bien £ = 1, entonces Lodo va como antes, 
si a >t > 1, entonces 


mA) (а) (070 
AAA 

Convengamos en escribir brevemente та = ( £= }+.. 

claro que 244 y Ат (y +(,%,)- 


De fp (т) > ту se desprende la existencia de tal u mínimo que by > сш. 
Pongamos 


mr e) (5). 


м,=(“\)+...+(@)+(ш)+...+(®). 


Es evidente que Af, + Af, = m, 4- ma. Mostremos ahora que /, (91) + 
ФА (М) = [у (ту) + a (ma). Por cuanto bu > Cu-1, la expresión рага 
Ay єз о Моп canónica, o bion una representación 'somicanónica do Af, por 10 
que fn (Af) puede obtenerse disminuyendo los números inferiores en la represen- 
tación de Afi. Si cu > bu „у, lo mismo зегі válido con relación а Aly у |, (Ma). 
Por fin, la variante бы, > Cu > си -, contradice la definición de н. La desigual- 
dad Af, < ту зе obtiene de un mado análogo. Así pues, de las últimas desigual- 
dades y de là suposición do inducción tenemos 


Ín (та + ma) = fn (Му + Ma) S |, (М1) 4- 
+ ка (М) = fn (т) + а (тз). 
6.36. /x (т). Demostrémoslo por inducción según el número de vértices л. 
Si n = 1, esto ез ovidente. Supongamos que lo roquerido está demostrado inclu- 


so hasta п—{ y mostromos que esto es азі también para л. Fijomos un vértice a 
y veamos la siguiente partición de nuestro k-grafo: 


FI=(4: a A, AGF),  F"=((4—a): аЄл, AEF}. 
Es fácil ver que Су. (F) > Ch- (F') U (fa) U Chos (Р"). Aquí (а) U Сл, (Р) = 


= У) C(a-+e). Por otra parte, Суу (F) П tla) U Ch-a (Р) =Ø. De aquí 
«сағ 


1 Crai (P) > 1 Cha (F) 1+1 (а) U Саа (F°) 1= 
= | Cra (F°) 1-4-1 Croa (F°) 1. 


Pongamos m, = 


1 F' |, та = | F” | , entonces, de acuerdo соп la inducción 
Ск (E) 12 fa (ты 


1 Су-а (F°) 1> fa (m3), ез decir, 
1 Ск-а (F) 1> fr (m) + /к-а (Ma). 


Análogamonte 
Cha (Р = F U (la) U Cros (F) 
F° -N (la) U Cra (E = D, 
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у, por consiguiente, 
POr (Р) 1=>1F 141 fa) U Су (47) 
= LEA | Croa (#7) 1 > т, + fa (ту 
Por lo tanto, de acuerdo con 6.35, 
Cha (E)> máx (fu (т) + Ља (Ma), ma 4 
+ fia (п) = máx {fy (mi), ma) + Аа (Ma) > fn (ту + ту), 


ез decir, | С 1 (Р) 1> fa (m + ma) = /y (т). La construcción oxtremal so adu- 
се en el problema 6.34. Para la Esombra | С, (F) | = fn., (т), donde fn., (т) 
so determina a partir de la representación canónica binomial según la regla 


ht (В) (а) 


es decir, fy (т) = fr, n-i (т). 

6.37. Sea n grande y supongamos que £* es tal k-grafo con m aristas sobro 
Sa que | Срд (Р?) | = fa (ту); ahora, F” tal k-grafo con ту aristas sobre 
Saque | Суң (F°) | = fn (ту). Si n os grande, elijamos /” y 47de tal modo quo 
Cha (F) Nha (7) = g, es decir, 


l Chaa (F° U FI 1С, 
= 1 Cra (PLEI Cra 0 


(F U Ca 01 
ИСА 
Del problema 6.36 se sabe que ! С, (F° Y F) 1> la (m A ma), de suerte 
que la requerido queda demostrado. 
Ja 2-1 2-3 1 

вв. mm) (o) A+ (ү). Supongamos que el grato 
Am) es a que Crit) I= 0, (т). Si, en este caso, т> 
(а). entonces fa (m) <m, es decir, el número de todos 


los (k —1)-subconjuntos ез, en general, menor que lo que se necesita en 8. 
Hagamos uso del teorema de М. Hall, de acuerdo con el cual para 4 existe 
un grafo requerido 8, si para cada subfamilia (4,,. .... A; ) C.A tenemos 


1 Croa Wi 


да>. 


Pero, según 0.30, | Сһ-1((4,,. - DI tatr), de modo que para poder 


aplicar el teorema de Hall es suficiente mostrar que fa () >r, 1<r<m= 
- 1 

-( )+...+(1) [Katona С. 
démiai 


In: Theory of graphs, Budapest: Aka- 
adó, 1908, р. 187—207]. Para un igralo «9 la respu 


ll к-ы—2 
( к )+( к— 
6,39. La construcción extremal: tomemos los primeros (en el sentido de la 
solución del problema 6.34) т subconjuntos a título de F = (Aj, .-.; Am). 
De modo que, si м = 2 4 2+... 2 > >... >0,>0), 
entonces el máximo buscado es igual а 2,22% 14- (b, + 2) 2%" 4- (h, + 4) 209-1 
+... [Lindsey J.H.—Amer. Math. Monthly, 1904, 71, р. 508—510; Clements 
G.F., Lindström В. — J. Comb. Th., 1969, 7, р. 230—238: Clements G.F. — 


Proc. Amer. Math. Soc., 1971, 27, № 4, р. 13—15; Ahlswede R., Katona б. — 
Discrete Math., 1977, 17, N° 1, р. 1—21]. 
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6.40. La desigualdad SSA et O) 
es una condición necesaria y suficiente. Necesidad. Кү — "СЄ ISa П 
N F, Biy El (5). De 6.36 tenemos | Cni (En) 12 In (Pn), Bai = С„., (a) U 
se 
U Pra» Además, Cni (En) П Fai = Ø, por consiguiente, | Bpl 
E EE > análogamente, В 
Ha ү ыб, 2 ø, рог lo tanto 


lBa-a l = 1 Cra (Brad 1+ Fa 12 
> ри-з F fni (Вл. |) > Pratt Ina (а-а + а (Р) 


pa 


Al continuar estas iteraciones, llegamos а que 1>18B,1>pm +2 (ру 
-a + fn nde + de 

Suliciencia: Coustruyamos un F que satisfaga nuestra desigualdad. Fijemos 
la numeración sobre P (Sn). Elijamos los primeros pn subconjuntos de n ele- 
mentos a título do Fn, a continuación elijamos los primeros риз subconjuntos 
Sn-1© Sy que se disponen tras los elementos de Cao; (Fn) == Gna, (Bn). ес 
Aquí se utiliza el hecho do que si B; se compone de los primeros | By | subecon- 
juntos S¡-¿< Sn, también Су, (21) so compone de los primeros subconjuntos 
Зра Sm; Do "6.34 so deduce que |M] =] F, |E} C Т e m 4 
+ ABI) P з СТР 1 C, (B3) | A fa (Pa A 
+ h (Ву) =... -F Ja (» +... $ Ја (р)... ); esto quiere” de- 
cir que se han usado по más do n vértices, así que la construcción ea correcta. 

+41. La forma general del par extremal es 


A = С (5уу СА (Sh да) 
B = СА (Sa) СЕА (Sh зу), Sa N Shora = Lo 


Si А = 0, véase el problema 6.5, Si A = 1 — 1,1 < k, se debe notar que la condi- 
ción inicial adquiere una forma particularmente simple: Ау =b у> i = 
En 1983 Füredi comprobó por completo esta hipóte: 
6.42. Basta aprovechar el método del problema 6.5 
6.43. Para la condición | Д; П Bi | = А, A П Ву А, tj, cl par 
extremal es, supuestamente, el mismo que en el problema 6.41; sin embargo, 
esta cuestión queda por ahora abiert 
6.44. [Klcitman D.J. 
6.45. Hagamos озо de la induce den. Рага n = 1 la afirmación 
es trivial. Supongamos que lo requerido tiene lugar incluso hasta n—1; demos- 
tremos que esto es así también рага n. Fijemos un vértice z y pongamos 


(ИАЕА Эх), A= [AA Є, A Dz), 
B= (008—2): ВЕ. ВЭ), 38, = (В: BEB, Врх), 
#|= Ailt 144,1, 18 1=1.,1+1.9,1. 


5, р, 153—156]. 


Por cuanto „є y 8 poseen las propiedades de un ideal (véase la hipótesis de 
problema), entónces 


Ai C A= a = Al Sll = а 

Bı D Bı = 6, = | BI 1> | Ba | = ba 
Estas familias se disponen sobre el (n—1)-conjunto de vértices y son, por sí 
mismas, ideales; por consiguiente, de acuerdo con la suposición de inducción 


1% NB, 1< 2101/20 
lta П, 1 ab (2071, 
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Así pues, aprovechando las desigualdades obtenidas más arriba, tenemos 
1408 EE 0 Bl S 


ара Базз ар Ба аз-аз 
Жеб ере дк 9 


ањ аз-аз азба (а: аз) dd ZALLA 
< > =i ze = 
La última desigualdad en esta cadena se obtiene del modo siguiente: а, < az, 
b > da те a OA wzo E h E а — ab, 20 => 
= а аб аЬ + а, а афу 
“Дв. 1) Ši so tenen пу si lonces, al h; 


ienen n-k l-aristas, entonces, al haber eliminado un 
en cada arista (у las aristas que contienen dichos vértices), obtenemos por lo 
menos k vértices aislados, razón por la cual 7 (n, D>n— к + 1. De cons- 
trucción extremal en el dominio n < l (k D/A ) pueden servir (п — k + 
+4) l-aristas que no se intersecan. 

с) T (n, n — 1,1) = Ја — 0 |, efectivamente; en este caso a todo vérti- 
co ha dde corresponder una l-arista S; que no lo contiene o, en otras palabras, un 
(п — 1)-subconjunto Sn — Sy que lo cubre, Está claro que el número mínimo 
posible de (n—0)-subconjuntos Sy que cubren todos los vértices es igual a 
Jn/(n — DI. En lo que se reficre а los números de Turán, se conoce lo siguiente: 


1 
15 1. [Fort, Hedland) 


7 [... неее. 


n а 
т, к> |2 EA 
o de los números de Turán véase 


Con motivo del compartamiento asintót 
|Kuzurin N.N. — Notas matemáticas, 1979, N° 4, р. 603—612, en ruso). 
De base de la construcción suficiente servía la llamada «construcción de blo- 
ques; si ( = (б — 1/0 — Mi. la construcción representa un sistema de tl- 
[рз completos е iguales en la medida de lo posible. En particular, existe upa 
ipótesis de Turán que afirma que tal construcción es extremal en toda una serie 


йо саго, a saber, 7 (2л, 5, 3) = 2 (3). 


Otro tipo de construcciones representan «Lorceduras», 
1=3,k= 4, tal construcción tiene por expresió 


Сэ (Л) + Сэ (В) + СЭ (С) -+ Сї (А) С? (Н) 4 
+ © (ву сз (су С (су сї (А), 


Т(л,п—2,п—3) 


así, por ejemplo, para 
[ 


donde A + В + С = S, (у son equipotentes en la medida de lo posible). 
Hay también una hipótesis de que esta construcción es cxtrcmal cuando [= 3, 

Existen, sin embargo, construcciones diferentes en principio que están rela- 
cionadas con 

1) las características topológicas de los grafos, 

2) las características aritméticas de los parámetros. |Н. Ringel, A.F. Sido- 
renko.] 

d) Designemos el máximo buscado por Р (и, k, 1); se conoce lo siguiente: 


Pinn, 0) = 1, Р (n,k, 0) = 1 (k> 20), P (n, l, D =à"), Pon 211,10 
1 


n 
-[т} р(т,п—1,1) 
п/З [(„—1)/21]. n 


Pim А, 3) 0 ja [DR 


[ я F Además, se sabe también el siguiente resultado: 


п1 


5 (mod 6) 
(mod 6) 
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(Spencer 1, — J. Comb. Т 
fórmula recurrente: Р (п, D 
mos esta recurrencia con un ejemplo: 


р. 1—81. Se verifica también L 
п—21-Җ- k, n— 0), 21. 


P (n, п—2, п—3) == пи 


A VS GS 
= máx ES 

= máx 4f SW, SO SPASILI = 
= máx dE Sy V 5, 34153 Sa = P (n, 4, 3). 


у Ж 


$.47. Designemos el número mínimo de aristas en tal I-gralo por т (л, k, 
1, r) y el número máximo de vértices, рог» (k, 1, 1). Entonces 


п (к. 1, т) = kh dt 


(0.17) 


En efecto, si п> 4 1 — r- 1, tendremos obviamente 


si, en cambio, о < 64 2 ғ, entonces Cl (Spora) С? (Sn — Snore) ~ 
~'TD у, рог consiguiento, 


„—к+1 
пок osh"). 
Supongamos que T (п, k, Г) = min 1G} 1. en este caso 
alar 


{2 )](@)<те. k, Птн к, 1, rh 


у, para кл < 21 — r tendremos ‘lä: igualdad т (п, k, 1, r) = T (n, k, 0 
puesto que on este campo Lodo l-grafo posee la propiedad D. 
Es evidente también la monotonía respecto do r: 


т (п, k, l, r) < т (m, k, l, r 0). 


Supongamos que 2r> 2 4- 1, entonces 


m(k+i—r, k, 1, п= (27° ). (6.27) 


Demostración. Observemes que la condición бй ~ 7 es equivalente а quo 


Vhia E Sas > (Suar O бї} 1. 


La demostración se realiza por construcción sucesiva de las construcciones 
necesarias Сф = Gh = Gd = Gl, es decir, de aquellos ¿grafos Gi) los cuales 
зе contienen necesariamente en toda construcción suficiente ©; a partir de esto 


hecho se deduco que la construcción бї = Cl (5.5) С° (Sn — 5а) es extre- 
mal. 


в) Supongamos que n = k+ I—r, y que Gl= TD, entonces З ep, e, € 
єбї: le Nesl = т. En efecto, si V e, е € Gl, | е, Пе, 122 г 1, entonces 
34D 


Gi т y Gl representa un 1-втаГо (r + 0)-іпзерагайо de dos en dos, mas esto 


contradice la condición (6.1). Para 2,, 24 Є 61, donde | & П 2,1 = r, pongamos 
S=} 0А, IS1=2— r B= a п. 


Врт а Вон 8 В, а Та т 


Así pues, so ha obtenido la primera inclusión 1 2 С (0) + С (2) = Сф. Está 
claro que siempre Go) e TD. 


ngamos primero que S- <= В (esto es siempre factible, puesto que 
n 2r > 1 + 1 lleva consigo la desigualdad r> 1 — r), entonces, рог 
sor suficiente Gl, 


Зеєб: A ES 


lo último conduce inmediatamente a que e == $ — Sy... por lo que Lonemos la 
y loúl t-r» q 
inclusió 


бэс + Ў)  C(S—Sir) 
5-©^ 

Domos a conucer algunas propiedades de esta Gdy. 

(6.1) Está claro que Gil) = Gd) +- C (a) Cil (B) С (y), de modo que pa- 
ra г = 1—1 tenemos Сй) = C! (5) y, por lo tanto, para este caso el teorema que- 
da ya demostrado, mientras que para r < 1 — 1 es obvio que G) e TD. 

(b.2) Sea cit = CIT (S4), entonces 

Sec) 

ү! Сенс) D SADA Sra APR 

1 ES 


Efectivamente, si Str 1 о 5—1 = Ea, entonces, obviamente, 51.16 
ecit"; en cambio, Stora ES: | Sira Na AOE | Siora ls 
Г-ы П В 2—1, entonces JecGiy— Ci: Sira Se y si, por fin, 
Shara ES: | Stra Nal 9 0 1 Stra П #1, I Sire BS IA, 
entonces es evidente que en Gf) по hay aristas que contengan tal 51,1; la 


última variante no es, sin embargo, factible cuando I—r—1< 2-—1, lo que 
significa: 
Si 3r 221—1, tenemos 


Git" =C- (S). (0.31) 


(b.3) Si 3r > 21 — 4, entonces (6.2%) tiene lugar. Sea Syp Е S, 
Si, 9 а, B, p, entonces 


36 Gi: Sir пё=р Vee Ciy 12е 


Mostremos que en este caso también? == S — 51.,, para lo que resulta suficiente 
demostrar que 


VSE 52:15: 0 51=1—1 ЗеєбҢ,:15:П elar 


Bupongamos que S; S Sn, | S; NSI = —1, Sire = SXSp mas en tal 
caso, de acuerdo con (6.3'), tenemos 


VS ES 366: Stora E e- 
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Por consiguiente, para tal езе tiene | S; Nel = 1 (5 — Siro) Nel 


lo que quiero decir que en el campo 3r> 21 — 1 es váli 
Para demostrar (0.27), en todo el сатро 2r> 1-4 4 aumentamos una vez 
más el subgrafo necesario. 
с) En el campo2r>1-+4, 3r < 2l — 1 de nuestra fórmula para Gigo 
en (b.2) se deduce la inclusión 


@ эсу —clo) + „2 65—50 =. 
„ПА 2-0-1 


para cuyo segundo miembro se verifica la igualdad 
ун U твр Сет (S), 
1 
S¡£o(2) 


de la cual а su vez, por analogía con (b.3), se deduce que Č? 2 Gl, de modo que 
(6.2') queda demostrada. 
En particular, esto lleva a quo 


m (n, k, 1,1—1)= E a 


Aquí, o bien n = k, y en esto caso la citada igualdad se verifica con toda 
evidencia, o bien n = k + 1, mas en esto caso es aplicable (b.3), puesto que la 
desigualdad 3r> 21 — 1 Jova consigo 3 (I — 1) > 21 — 1, o bien 1> 2. 

So sabe, además, que ві n= А 1, 2k 12 (k + 1/2)/3, “entonces 
т (k 4, Л, r) = 3; on cambio, si 1> 2 (k -F 1/2/3, г < máx {(k + 5)/3, 
21 — k + 1), entonces 


т (k+ i, k, l r) = (К + 1/01 06 


esta igualdad se deduce de que la última restricción impuesta en r lleva consigo 
dad k+ 1 < 21 — r que condiciona el cumplimiento de т == 7. 
En particular, si r = 1, 2, . . „„ 5, L> 27, entonces 


т (k + 1, k, 1, r) = máx (3,1(6 + 1)/(& — 1 -+ 190). 
Sea L= 2r (n — K), L (L+ r — 1) < 2rk, entonces m (n, k, 1, r) = 


=2(n— k) +1. 
ША 
e 


Demostración, Si n=r 
expresión 


). la construcción extremal tendrá por 


C (rC (a) С! (5 п-к 9), 
Ender 


es decir, representa un l-grafo de n vés: dual, (соле) respecto del 
„+ 
2) 


multigrafo ri? (Sa(n—n)41); en cambio, si n>r( + entonces se deben 


añadir a la construción n—r (F$) vértices aislados. La suficiencia de la 


construcción es evidente y su existencia se deduce de las condiciones. Mostre- 
mos que es extremal. 


(а) SiG| TD y |G} 1<2(n—k), entonces G} no contiene vértices 

адо sea inferior a 3, puesto que, al suprimir tal vértice (junto con todas 
ristas que lo contengan), obtendríamos un /-grafo con un numero de aristas 
no superior a 2 (п — k) — 3, cada par de las cuales tendría una intersección по 
vacía, por consiguiente, al tachar los vértices en estas intersecciones, eliminamos 
en el transcurso de los n — k — 1 pasos restantes, por lo menos 2 (n — k — 1) > 
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Z 209-0 — 3 mistas, lo que contradice la condición де que Gh es un grafo 
е Turi 

(b) Si б ~ TD y | Gh |< 2 (п — k), con la particularidad do que todos los 
grados de Gl, no sobrepasan de 2, entonces, al suprimir sucesivamonte (п — k) 
«vértices en las intersecciones de las aristas de Gh, llegamos otra vez a la contra- 
dicción con el carácter turaniano de (T), puesto que suprimimos a ciencia cierta 
todas las aristas del grafo Сі. 


6.48. Si p<(9—1) k/ (k—1), entonces mín | СА | = ( serre } la cons- 


trucción extremal es С® (Sn-psq), donde Sn-psg С 5л. Si n S (p—1) g/ (9—1) 


y 2024-1, entonces min | 64 1=(1—p+4) (2), mientras quela cons- 
trucción extremal representa п—р--1 k-grafos completos Ch (5л) que se 
intersecan [Stechkin B.S., Frankl Р. L MIAN. RPH, N° 20, Budapest, 1977]. 

6,49, [Erdós Р. — In: Combinatorial Theory and its Appl. — Coll. Math. 
Soc. J. Bolyai. Budapest: 1970, № 4, р. 311—315]. Szemeredi mostró quo зі 
Gins © С® (San э Sm San sa 3$а© Sani? С" (Sn) С Ginoo еп. 
tonces necesariamente J Sn .¿ Sano? С? (Sn a) С Gin аа. 

6.50. Si el máximo buscado lo designamos соп т (n), entonces т (n) ~ 
~ 12n. Los números | e; П еу | son todos diferentes y sus valores posibles son 
los números 0, 1, . . ., n—41; esto quiero decir (2) < п, de dondo т (n) < 


«(0 + VEn F 1)/2. La construcción tiene por expresión (en términos de las 
matrices de incidencia): 


14..1100000. Ж 
04...110.000 0... 1 
E MA жй 
ОО de E E Я а 1 
00...0 11314414 11 1 


3 э» de 


{Pach J, 1 Ars Comb. 1980, 9, р. 47—40]. 
6.51. Supongamos que m (л, i) denota el máximo buscado. De 0.50 está cla 
то que sí n> 21, entonces 


т (п, DS A /81-Е-1)/21 


т (н, n—0); por eso siempre en adelante n> 21. Observemos que 
= 3, esto valo; з realiza por el 3-graío de la forma {{ap аз, аа), 
k к+\ 

ser (3)<:<( р ) рага >23 y supongamos que 


т (0, 
(аз, 29,24), (а, а 


1 
> eno (7). 


entonces т (а, )=[(14-V8141)/2)=*. Demostremos que рага k>3 
т ((k — 4) (k? 4- k 4 6)/6, (k/2)) == А, (0,45 


gon la particularidad de que existe siempre una construcción extromal G~ 4, 
en la cua 


O {15ка П «в = {0,1,..., kA). (6.5) 
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Realicemos la inducción respecto de k> 3. Рага k = 3 la validez de (6.41), 
(6.51) se desprende de la forma del 3-grafo aducido anteriormente; supongamos 
que lo requerido se cumple hasta k—1; demostremos entonces, que esto ез así 
también para k. Pongamos n; = (k — 2) (k? — k -+ б)/б, n, = (k — 1) (+ 
+k + 6)/6. Es obvio que 


т m= K (6.6) 


k—1 
Тог la suposición de inducción existe tal ( 2 -grato extremal б, 


һу 
есі? (Sp) que 16, I=k=1, у 


a k—2). 


EN Sng: (1 8-1 N E ДЫ (0,4 


Elijamos y fijemos uno de tales conjuntos Sh.2. Sea, ahora, Sn, D Sp 


у su 
1 
опдатов que 5-1-5 =S, 
роп: que Sa-i (y 


na 5а» 10 que: siempre ез realizable en 
virtud de (6.05. 


rigiéndonos por la regla 


k 


k 
Construyamos un (7 )-grafo Gng 


Cna (Sra H Sa HS 

he (Srk бие HISA а a 
5 k 

es evidente que | б„,| = y Ga, А, por consiguiente este da -erato es 


extremal. 
Nos resta demostrar si es realizable la propiedad (65°) en este 


na 


k 
(5) атмо бш. Con este fin elijamos en el conjunto SG) -nya ™ Cemento 


arbitrario a y pongamos 5һ-1== 5л-2--(9). Para tal Sa-i la propiedad (6.57), 


k ш р 
en el (5)-grafo Gn, se cumple con toda evidencia 
k k41 k 
Sea ahora (4) <t < (1$): esaminemos el (7 )-grato extromal б, 
k 
con # aristas, tomemos un conjunto de 1— vértices S miS mN 
(2) (2) 1-0) 


k 
П 5„,= @ y formemos un grafo nuevo sobre ny=n+I— (3) vértices se= 
gún la regla 


005, у дес 


El citado I-grafo es, obviamente, una construcción suficiente y contiene el 


Ё 
mismo número de aristas que el (7 J-grafo бы, es decir, k aristas; esto nos. 


conduce a lo requerido, si tomamos en consi n la estimación superior. 
6.52. El vector оц == (0, -==»04,) se define según la regla 


ij E КҮ donde ез, -.. em son aristas de б. 
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Demostremos que vy, ===, Up son los vectores independientes (си este caso 
m 


m&n). Sea Y) Ац == 0. Al multiplicar por va, obtenemos un siste: 
avi 


de ecua- 
ё 
ciones 
У utka. 
КП 
e 
Si el determinante de este sistema es distinto de cero, entonces tiene solamente 
solución trivial, es decir, v» - - ., tm son independientes, En efecto, 
E E. 
ikd 


п tk) (1991 5% 0 para К;>2. 


La estimación m < 
entonces ol máximo m =- n = 
ilo por las geometrias finitas, por 
Fano. 


, por ejemplo, si k 23, т> 3, 
б k> 3, la frontera se alcanza a memi- 
lo, Para k = 3, u = 7, por el plano de 


6.53. Si designamos por D (0) el volumen del sist 


minante mínimo en Sn, entonces Ù (и) = n. 
La necesidad de distinguir un subconjunto vacio y n subconjuntos de un 
solo elemento, cuyas sucesiones A p по p й регіогея a 1, 


da Ја estimación D (и) > n, la cual so realiza por u de n elementos 


а de conjuntos deter- 


n i 
с5а) = Y с( Уса), 
a ул 
La suficiencia de esta construcción es obvia para | Ту! :# | Ta 0:81 Ту = 
A A EN 
entonces de la igualdad del número de ceros en А p (Т) y A p (7) se deduce que 
dy = fas de la igualdad del númera de unidades en las mencionas sucesiones 


se deduce que is = ja, ete., es decir, 7, = Ту; dicho de otro modo, está demos- 
trada la suficiencia do С (Sn). 


6.54. Sea G un sistema de conjuntos determinante en Sy. Para TES, pon- 
gamos Dg (Т) = (17 Nel Jeeg y llamemos tal totalidad de números espectro. 
Introduzcamos una notación convencional Dg(7) = 0%, 1%, ..., пе" que 
significa que 


Da (T)= (0, . a 
poi = 


Está claro que si a€ Sn, entonces Го (а) = 1909), 0191—9009), рор consiguien- 


lo, si G os un hipergrafo determinante, los grados de todos los vértices suyos 
serán positivos y diferentes, razón por la cual т (н) > n. 
Pasemos a la demostración de la unicidad de la construcción extremal, para 


lo cual mostremos que si @ es extremal, | @ | = n, con la particularidad de que 


degg (ар) = i (4 — 1, +... т), entonces necesariamente Ẹ = С (S,) (véase el 
problema 6.53). Supongamos lo contrario: 


(a вл) б> (т. 


(аа, <<<, ал), 


зм 


y examinemos la única arista e € É que contieno el vértice ay y es diferento de las 
Aristas (ац, -s аң}, >< -1 (ад-т, -< 1» аң). Mostremos quo necesariamente 
emm (аһ, ..., ар). En el caso contrario esto será equivalente а que Ja; (k -+ 
+1<i< nm: a 6 e Ind 
ap figura en todas las aristas; a 
rido queda demostrado y esto nos conduce, en particular, al mismo teorema pa- 
та п 3. Así pues, sea 
da (k=1<I<n—bD:0j te 


Analicemos dos subconjuntos 


EA ab k 2 
netaan E 


Ambos conjuntos mencionadas tienen un mismo espectro 
Dy (T) = Dy (Ta) = 20-1, qimant, 
& E 


lo que contradice el carácter determinante de © 
6.55, La matriz do inciden: 


А.У. Kóstochka, B.S. Stechkin]. 
е tal hipergrafo tiene por expresión 


6.56—6.58. Si x{ ) osuna función indicadora de un suceso encerrado entro 
llaves, entonces 
2 vS 4 0= У D (еп 51 =) 
EF SEF eEG) 
=) D rilen sSi =p = J ole gi P. 
за e 
Está claro que si Sp © Sn,entonces para Gl с: С! (Sn) tenemos v (S p, Ф161) = 


=(») (22) Además, 0 (5, 9; G+F)=v (S, р, 6)-+v(S, q, Р), de donde 


se deduce inmediatamente 6.57. b) у с). 
una vez 0.57. d). Para demostrar 6.58, bas 
completo, [Stechkin B. 
ruso). 

6.59. Do 0.57, b) encontramos inmediatamente 


оь a) 7) (Өш), 


> (;) 


6.60. (, 2 1) (5) la construcción extremal es Ри = Ch- (5) CHS), 
donde 5, С Sn-p- 
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on cambio, 5 d= Sn, obtenemos do 
examinar a título de G el l-gralo 
— Notas matemáticas, 1975, 7, № 3, 433—442, en 


Está claros que si Għ posee la propiedad dada, entonces Си с 
< Сї (8) С (Sn-p), por eso, si Sa-i © Sp. entonces, de acuerdo con 6,57, 


рк) AS ps Srni GY =0 (Sp. k—h; GN), 
BES p 


donde v(Sp, Sa-t; б®у= | (eE б®: Sp П е 51) 1. Si Gr posce la propiedad 
dada, entonces о (5р. Sii 09 > (7 ) + de donde obtenemos seguidamente 


191 È oSm Sai > (a) (7). 
8, 
6.61. De acuerdo соп el problema 0.57, 
Ў) (5. i CO = (AD 1681 (0.77) 
SiS. 


Sea Gl =,4, entonces, según (6.1), 


USA Sn 0 (5а, б б) тб 


4) 


ү; porto tanto 
la desigualda 


G!es una construcción extremal, entonces de (6.77) obtenemos 


a] 
Demotsromos lo requerido por inducción respecto de n> ny. Para n= лу 
esto tiene lugar en virtud de (6.2). Supongamos que la afirmación es válida 


siempre incluso hi п—1. Mostremos que también es válida para л > no. 
Según la suposición de inducción tenem: 


min i A) E 


a а AT в 


Como ejemplo de función que satisface las condiciones de este prole 
puedo servir f (n) == [n?/4] (véase el problema 6.1) [Stechkin B.S. — J. Comb. 
'h. (A), 1980, 29, N° 3, p. 368—369]. 

-62. De acuerdo con 6.58 tenemos la identidad 


У degg = У) 160 FI, (6.91) 
Ser des 


dojmodo que si | G N F 1< 1, se obtiene lo requerido. 

^ Esta desigualdad admite el siguiente principio general de aplicación. Su- 
pongamos que se resuelve un problema general de maximización de | F | para 
FE P (Sn) : 73 Ap, А)А,НА у, donde R es una relación binaria sobre P (Sn) 
profijada de antemano. Supongamos que los hipergrafos С son de tales que В, 
B, ЄС B,RB,, y a titulo de% so toman todos los С tales que U P (Sn), 
entonces, evidentemente, | F N G | < 1, y queda aplicable la desigualdad según 
Та cual obtenemos estimaciones superiores рага | F | . Por ejemplo, examinemos 
el problema 6.2. A título de G se toma la cadena máxima desde {Ø} hasta Sp, 
y a título de $, el conjunto de todas las cadenas de este tipo, entonces, si 7 
es una onticadena, tenemos | G N F| <1. Está claro que йер, (5) =1 511 X 
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X(m—151)1, 1% | = nl, entonces, de acuerdo con puesira desigualdad, 
DISI! m—1S 0) 1 (1) < 1. Por consiguiente, . 


Ser 
IFI 5i 1 A 
A E <2 mass (6.10) 

(ың) зе (ор) ser 


lo que nos lleva a que |F |< (а) я 
6.63. Si „4 ев una anticadena, entonces, según el problema antecedento, 


y тб) 


D saans а гө(") 2 сяр"). 
AeA ace a) л 
donde 
гю) лер). 
De еме modo, J) Ар 09 (7). 1а estimación se alcanza por el 


1) i la construcción extremal es С' (a) С1"/21-' (Spa). La 


2]— 
demostración e desprende de la afirmación del problema 6.65. Por cuanto 


1401 1900, tenemos (5721) < (uaia) de donde y de 6.65 llegamos 


п—1 ү-! 
a que r (paa) <1 [Bollobas В.—1. Colomb. Th. (A), 1973, 15, 


р. 363—366]. 

6.65, Hagamos uso del método aplicado en el problema 6.29. Fijemos la nu- 
meración cíclica de los vértices р. Sea 4 (Ф) una totalidad de aquellos A; que tie- 
nen elementos sucesivos еп p. 

Mostremos que si A4 Є £ (Ф), el número de j, para los cuales Ay € £, no 

sobrepasa do | А, |. En efecto, para cada AJ EA (Ф) Lenemos Ay NA + Ø, 
con la particularidad de que A, + A; ПА) 5 Aj, puesto que Aj DAJE Лу. 
Esto quiere decir que A, U Ay ез el conjunto de los primeros o últimos elemen- 
tos, es decir, para Ay se tionen a lo sumo 2 (| А | — 1) posibilidades para las 
intersecciones Aj ПА). Si j + К, entonces Ay ПА 3 А, ПА Y А, NAJ E 
+ А, ПА зё Ау, puesto que | Asl, lA 1< n/2, por consiguiente, en Ay 
se contienen о bién Ay N Ap о bien Ay N Ay, es decir, no más de la mitad de 
todas las intersecciones posibles, а saber, (| A; | — 1 = | Ar | — i, lo que 
nos da, junto con la propia Aj, | Arl. 

Definamos ahora la función f según la regla 


ЯЛАН, si AEA (Ф), 
10, a9=( o en el caso contrario. 
Calculemos /= У) Y) / (p. А0). Por un lado 
л 
1 
= E ( У +їг)= È (Anli al 
че лее). кы 
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y por otro Jado, según lo demostrado más arriba, 


y, por consiguiente, 


D( È тт) <" 
> лее) 


У па аи < (n= Ml. 
AEA 


[Green C., Katona G., Kleitman D.J. — In: Recent Advances in Graph. Then- 
ry Academica Prague., Prague: 3 = 231]. 


6.66. Se supone que el número máximo de aristas es igual a [ja 


х] е [ЫА КЛ, 
Wis Kunige Op gaven met de Oplos 


esto está demostrado en [Mantel W. 


gen. 1907, v. 10, N° 1, б0—б1]; para 
Mon {роз B. Discreto Мат. 1974, vo 8, KO 1; 21, 24N: рма LD 
en [Sidorenko A.F. Apuntes matemáticos, 1987, v. 41, edic. 3, 433—454, еп 
ruso); para 1 > 5 este problema no está resuelto por ahora. 


ni "1. 
5.67, (0) La construcción extremal es Ct (a) CTI (5, — a). Si 


пз 0 (mod2), entonces la familia (Aj ..., Am -0 Л Ам} es una 
anticadena, lo que quiere decir que me (7 ma) әт <( a) „білы і 


(mod 2), entonces la familia F= {41 Amo Яу, ..., Am) es una anticadena 
y tiene intersecciones no vacías dos а dos. Pongamos F* = (А Є F: \ Ail S 
< (п — 19/2). Al aplicar a £* el problema 6.65, obtenemos lo requerido (КАСИ 
man D.J., Es J.— Discrete Mith., 1973, 6, р. 255—262]. 

6.68. la construcción extremal es С? (a) Сї DP (Sn — а — b). 
Pongamos p ACAN, 8 = (В: 3A, € F: BD A;}. Los 
Mpergrafos U y 8 satisfacen las condiciones del problema 6.45, de modo que 

NBI < Ги 1 -2-®. De las condiciones se deduce, además, que 
IUl, 18] < 2%, entonces | U NB) < 2-3, pero, evidentemente, 
Ес П, y por consiguiente, | F | < 29-7 


0.0. ("FI 1а construcción extremal es СЇ($-ы), donde Sn-nuic 


C Sn. Supongamos que (Az, ...‚ Am)=GÍ, satisface las condiciones 7 y K, 
entonces, en virtud de К, 


VALEGÍ, ЗІВ:Є СА (Sn) 
B 2A; lA ABILA jh 


con la particularidad de que existen exactamente m tales Бү. Pongamos ahora 


Sa В, = Bi | B; l= nk i=, 2 oo ют. 
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Está claro que para tales A, y Bj tenemos A; NB] Ø ei = j, es decir, 
cumplen las condiciones del problema 6.5, según el cual, para nuestros parámo- 


tros tenemos m < (M4). 


1 

6.70. Demostremos al principio que 
ta que pertenece a ambos grafos. En efeci vértices los grafos 
de Turán G, y G, no se intersecaran, entone lar las aristas del grafo с 
pleto en estos б. vértices do dos colores (de un color las aristas pertenecientes а 
С, y de otro, todas las demás aristas), obtendríamos una 2-coloración Kg sin 
triángulos monocromáticos, lo que es imposible. Do este modo, según el teorema 
de Turán el número total de aristas será no inferior a (}n/5| — 1) (п — 5/21 п/5). 
Demos a conocer un ejemplo de los grafos С, y С, sobre el conjunto de vértices 
(1, « + «+ п}, donde tanto бу, como С, no contienen tres vértices independientes у 

1б, AG, = (11/51 — 1) (a — 5/2] a/5[): 

los vértices i y j son adyacentes en бу, —¡==0, 164 (mod 5), y en Gy 
siempre que i — j = 0, 2 ó 3 (mod 5) [Sidorenko A.F., ДАП, 1980, 251, № Л, 
р. 805—808, en гизо|. 

6.71. [Baranyai Zs. — In: Infinito and finite set/Ed. A. Hajnal, R. Rado, 
V.T. Sós. — Coll. Math. Soc. J. Bolyai, 1975, N? 10, N — HPC, р. 91—108]. 

6.72. El problema fuo planteado por Erdós [Erdös P. — Con. Math., Bull., 
1964, 7, № 3, p. 473. Problem № 88]. Soa / (n, k) el número máximo do aristas 
en el grafo de n vértices, en el quo todo subgrafo cuenta con un vértice cuyo 


grado no sobrepasa de 


ices tienen una aris- 


entonces / (я, k) = k (n — 4 G ¿ In construcción 


extremal tione por expresión С? (Sn) — С? (Sna). Este resultado se obtiene 
inmediatamento al realizar la inducción partiendo del número de vórticos 

Supongamos ahora quo /, (n, k) es el número máximo de aristas en un grafo 
de n vértices, en el cual todo subgrafo йо (л — r) vértices posee un vértice de gra- 
do по superior а k. En este caso 


2) «+2, 
по. = (2) ngk+ 


кою nakta 


con la particularidad de que se tienen bastantes construcciones extremales di- 
versas. Es notable que para r mayores la respuesta no cambia su forma 
т, k Яп, Yr > no fr (п, k) = fa (п, $). 

6.73. La hipótesis de Berge fue recientemente resuelta p 
V. Тазсћкіпоу. 


vamente рог 


$ 2. Problemas extremales sobre 
la partición de los números 


6.74. Además de Leonardo de Pisa (Fibonacci) este problema fue anali 
por Luca Pacciolo, Claude Gas; chet de Meziriac, L. Euler у 0.1. Mendel 
(cuando era director de la Cámara General de Pesos y Medidas), como también 
por los sucesores de ésto. El problema se denomina, a veces, problema de Bachet 
о de Bachel—Mendeléiov. En una balanza de brazos iguales se prevén dos cla- 
ses de pesaje preciso: con un platillo y con dos platillos; en el primer caso las 
pesas pueden ponerse sólo en un platillo de la balanza, y en el segundo, en ambos 
platillos. En el «Cálculo infonitesimal» (еп el capítulo en que so trata de las par- 
ticiones de los números) L. Euler argumenta, aplicando el método de funciones 
generatrices, la oficacia de dos conocidas sucesiones de pesas ((p + 1)*) 

р = 1, 2 de más rápido crecimiento, para pesar usando р platillos respectiva 
mente. Por supuesto, otros autores también destacaban precisamente estas su- 
cesiones, y, en realidad, ellas representan los más efectivos sistemas de pesas 
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para pesar cualquier carga entera. Si la carga tiene un valor finito (no más pesa- 
da que n), resulta natural suponer que el peso sumario de las pesas es igual a 
т; en esto caso tampoco las progr geométricas son siempre eficaces, Si 
í, (1) es el número mínimo necesario de pesas para pesar р platillos, entonces 
19 (п) — | logpe; (pa + 1) 1, mientras que las propias pesas se determinan de 
ùn modo recutrente: 

1 


и=[(" p=) u) [e+], 1=4,2, ..., ipt- 


El sentido de todas estas expresiones para p > 2 ез muy simple y se realiza pe- 
sando en una báscula que tiene construcción natural, aunque un tanto especial. 
So trata de una balanza de brazos desiguales, El brazo corto lleva un platillo 
que so emplea exclusivamente para pesar cargas, en el otro brazo hay р plati- 
Поз para pesas, los cuales están uno del otro a una distancia igual a la magnitud 
del brazo corto 

[Bachet de Meziriac C.G 


mts el delectables quí se font par 
les nombres. Lyon, 1612, Davidov E-S. minimos de números para la for- 
mación de series naturales. San Peters! „ 1903, p. 36, en ruso, Garlz V.F. 
El mejor sistema de pesas pa 2 San Petersburgo, 1910, p. 36, хо. 
Euler L, Introducción al а tesimal, Vol. 1—2, М. Fizmatguiz, 1961, 
en ruso). 

6.75, Serán suficientes 12 billetes: un billete de 10 rublos, tres de 5, dos do 
3 y seis de 1 rublo. Si tomamos en consideración la condición adicional, enton- 
сез podemos contentarnos con 11 billetes: dos de 10 rublos, un billete de 5, dos 
de 3 y seis de 1 rublo, 

6.78. Baránov V.I. Programación, 1978, М 3, 46—54, 1085, NO 4, 33—38, 
1087, NO 2, 91—102, 1987, № 5, 75—86, en ruso. Apuntes matemáticos, 29, 
1984, No 2, 303—307, en ruso. Problemas de cibernética (elaboración y empleo 
de los superordenadores), 1986, 191—215, en ruso. Materiales de la Conferencia 
Nacional sobre problemas de las matemáticas discretas y sus aplicaciones. 
M.: Universidad de Moscú, 1986, 62—65, en ruso. 

6.79. Para n= б las particiones serán: 

de rango uno: б = 6; de rango dos: б = 5-4 1,6 = 4-2,6 = 3-3; 
de rango ires: бо= 44-1 4 1 34-24 1,6524 2-42 de rango 
matro: 6=3 4 1414 1,0 le rango cinco: @ = 246 
H 1} 1- d 1; do rango sei r уги 

Las composiciones para n 
de rango uno: 6 = 6; de rango dos: б 
de ran 


2- 3- 1, 6 = 
de rango cuatro: 0 = 2 
+4,6=244 
ЕЕЕ 
2 -| 2; do rangi 
6 


6.81. Demostremos ambas fórmulas. El valor de n 

puede ser inferior a, ур, k¡— r + 1, puesto que en tal 

tición, para la cual la correspondencia requerida no se cumple: 
5 к 


= 


101—1 0—0) 05 (kns о А); 


ві, еп cambio, n= У) k;—r-} 1, entonces en cualquier partición (лу,....л,)|— 
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— n siempre зе encontrará una parto лу >> kų, puesto que de lo contrario todos 
los m Sk —1,! у. por. consiguiente, 


s ki—=r= У (U—0>n= Ўы. 


a a Aa 


El valor de к= (лу, +... nr) no puede ser superior a У) пр 4-г— 1, pues- 
ГЕП 
para la cual la correspondencia re- 


to que en esto caso existiría una part 
querida no se cumple: 


(an о ndS mH а п 0 У +; 
2 


si, en cambio, к= У) мг. 
е 

rdo con Іа primera fórmula ya domostrada, а la correspondencia req 

vatisfarán Lodas las particiones k do rango r no sólo para la partí 
(ть + «+ пр), sino, en general, para todas las particiones п do rango г. 

6.84. Partiendo do la definición de encaje, es necesario sólo comprobar el 


4, entonces n=k—r+1, y, por consiguiente, 


e A) (у 


(Mp md S 


a mi), 


efectivamente, para t> r tenemos na {) 

obvio: cuando t<, na (k, t, r) = 

(kis -+ es Re) E (л, > + +1 np), entonces рага n>. 

que (ko +++ [OS (nu -+ л), masen tal cas 

= k — 1, lo que contradice el último encajamienio. 
6.93." Pongamos 


1 
Ilku ... Кр j= máxi (2 4000). 


a ta 

AA AS ), puesto que el encaja- 
К) с (в — (r — 1) (kp — 0), (kı — 19=1) conduco а la de- 
sigualda 1) (ey —1)> ka ki. Además si t >1, entonces 
10 ka > Ka + f (ka и: Т), puesto que, зі 1 ез un Índico que 
maximiza f (Кә... ++ К: r), entonces / (ky + е Уку + (т —1) 0 
4) = h + H (r — 4) (a — 1) = ka df as o o ә, а). 

Empleemos la inducción respecto t. Para 2 = 1, esto es exactamente el 


Está claro que n (ky, 
miento (а, 


puesto que f (kr +, kei л) > у + (т — 1) (kı — 1); por eso, el encajamiento 
de (ka -© a ki) (m — 5 

(kis оо KE (ту, 
de la desigualdad f (ky. 
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de inducción n, — m 4- nah o 
E AER эй ео сй, е, 
do la monotonía cvidente do / Según r. 

En la formulación del principio de alojamiento completo la condición eno 
más de» puede omitirse siempre, salvo en el caso degenerado de А = L< r. 

6.94. En efecto, el r buscado es, de acuerdo con el principio de alojamiento 
completo, la raíz entera máxima de la desigualdad ясе nl, oa Жут). 

ES 

бб. тч > 
6,98, Por (z) se designará la parte fraccionar у pòr Ll, la parte entera 
del número z; |5 = ~ [z]. En la notación vectorial [X] denota el vector 
Кау - + ++ led), y {X}, el vector (23). - «+ (21). R! es, como siempre, un 
espacio euclideo 1-dimonsional. 

Supongamos que los-índices и, v, w maxi 
ECY, т), respectivamente, entonces 


(у ви т) — 
да. se debe hacer uso, además, 


zan f (X + Y; r), / (X; r) y 


AX DA rm У) rhin Dir — DAD) A iet) (604 
A A 


+Hr1> Y (4194 Gu 
A 


4. Supongamos lo contrari 
рага el cual zp > 0, entonces 


(У r). 


i 7, < 0 y analicomos el m Є 10 — 1] máximo- 


m 4 
Y HEAD 0> Y) ури 0) (r—4) 


as + у зу хоп negativos, Si tal т no existe, estudiemos el máxi- 
= MINT, para el cual zm > 0, mas en este caso también зо 
verifica la desigualdad 


m 4 
D от 0 00 У) rd (на) 00), 
беп е] 
puesto que P> 0, ут... ., лу, <<. тү son todas negativos. En efecto, en 
esto caso esta desigualdad es equivalente а la siguiente 
m 
D зуна 0) (0) > (rt) (6—4), 
it 
m 
la cual se desprende de que zm >0>7;, y Ў) x,>0, ya que p>0, y la 


Ar, 4 +1 
última suma incluye todos los ту positivos 


1 
LO AD) Рр ... ол, раро фетх (ХА 
Ё жез, 


<máx máx У) зо máxon á (тасу 0) 0—10) = 
* = * р 
este modo queda calculado el máximo. 
Para demostrar el mínimo, tomemos en consideración dos circunstancias. 
(a) Mostremos al principio que existe una permutación de la forma (кр, 
е Zis Zati)» » + тур) que minimiza la función /. Con este fin basta comprobar. 
que si en una permutación arbitraria Y = (д, -., y) vq < 0, entonces рага 


түш 00060) yde 
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Y = (улу -+ Yq- Yger == + Ya) Se verifica la desigualdad /{Ү" 
єй" Yau Ya я С esigualdad y (Y) < 


Efectivamente, si / (У? 


2, 
=v У) ну 00—10) (1), entonces 7 (Р) 
eq 


р 
муур 0) (6—0) 2 Y муч (0р0) 0—1) (У), у, рог 
' Шын 


‚ 
cuanto У) уу 220, tendremos, en virtud del р. 4, p3 q. 


Aa 
(b) Mostremos ahora que si z, >... > т, entonces 


ңе» эө ан Йаз зы лг), 


para lo cual comprobemos que si z; < ү, tendremos 


Marco zi NSI << Tios Ih en т). 


En efecto, pongamos Х == (хр, sse, zi), X= (ду, 0005 ты, лд, 


р 
ces зі /(Х')= У) зу (2р1) (7—1), donde ре 1900-62, 1], ез decir, 
1 


EAS 


г, 
P i, 04-0, entonces /(Х)> Ў) hp —D 00) = MXN si /(Х)= 
Aa 
ias И 
= Y аучы (иа —1) (7—0), entonces / (Х) > Y) зу (аа) (—1) > 
j=l jl 
iga 


Lt 
> Dra) 0 —1)=/(X” "= Ў + (а Dri), 
A 


2 


de 7 

entonces / (Х) > Y) 24-0211) (> Y) 17 + (01 —1)(б — 1=/(X). 
im jai 

Y, por cuanto toda permutación es repesentable mediante un producto de trans: 

posiciones, el mínimo queda calculado. En particular, esto tiene por resultado 

que si X оз un vector de números enteros que cuenta con componentes positivos, 

entonces 


й ir) H 
minI ai >D Й 


i 
3. 1—r+dr/2= ] ((d/2, 0, , —4{2у; r) < máx f (X; r) <máx У з 


máx (z; —1) (r—1) < d/2+id/2—1) (11) =1—r-+ dr/2, y, por consiguiente, 
el máximo queda calculado. 
El mínimo buscado se realiza para 


=( >á deta drt-3 (r—1) 

2 O Ar)? 2) " 
do 

2001-1 e DI] 
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Mostremos que la igualdad que se demuestra se verifica como estimación 


inferior, Sea f (X)= У) x/+(2:—1) (r—1): de acuerdo con el р. 1, z; >0, 
mas en este caso 7 
Y] 
т) min firn 20 r= Abr 
xy хуа 01—000) 


xj>0 
(7—1), dlr— 1) 
>» —r bt юе, 
2 (1 (r—1)1) ые 2(rt—(r—1)') + 
y lo requerido está demostrado. 


po 


0= (т. qu, entonces 


a HE 
10, n= ara шша д 


con la particularidad de que рага cada 1€ [t] se verifica la igualdad х a+ 
00) 00—067 (0; т). De lo último se deduce, para X= ss 


„н: Y =k > р, la igualdad 
а 


prt 


X; r)= 
ra 


A su voz 
mín fX; =P (0: у= r A. 
1: xo 
En efecto, suponiendo lo contrario, es decir que min/<—r-+1, llegamos 
D зул <0, 
stracr Ja igualdad de todas las t desigual- 


«+, t, de donde encontramos 
, 19 que contradice la igualdad 


+++ 4, el cual es incompatible 


al sistema У) x= 


a A 
cuando r >. Efectivamente, al s 
dades, obíenemos que (7—1) тү< x11- 
sucesivamente que zt <0, х,<0, 
del sistema de partida. 


ne 


6.108, (a) Si / а, ===, А) = máx (3 Y» ы р mín (my, 0) ‚ enton- 
má 


< NE 
СЕСТРА И 
En efecto, si 1 maximiza / (ky. 


ki), entonces 


Wa o k) > y ky+ У) min (т, ki—1)= 
A a 


+25 +2 mín (пр, А) = kiti (kg, > 
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(Ы) Sea (ру, - - -, pr) una-partición del número / (ly, ..., №) en r partes, 
en la cval p; S л 2, ~ r. Entonces en esta partición existe una parto 


que no es inferior а Ау. Efectivamente, en el caso contrario tendríamos 


‚ к} >ki4+ У) mín (n, ky 1) > У) пар, kii) = 
A 


LS 


(с) Ahora realicemos la demostración por inducción respecto de t. Para 
4 = \ tenemos: 


MAR np cc п) У 
& 


ín (т, k—4), 


y» de acuerdo con (b), en cualquier partici 
Ma. +» My) en r partes tal que pi < ni è 
es inferior'a к. 

(d) Suponganos ahora que lo requerido so cumple hasta  — 1; mostremos 
que esto os así también para £. Sen (py, -o ру) Ma partición arbitraria del 
número f (ky, . . s, k) en r portes, en la cual ру S np i= 2, . т. Entonces, 
con arreglo а (Б), еп esta partición existe una parte py> kı. Quiero decir, si 
(к, + и) (р,., ео у — Kis > <> pr), entonces el encajamiento reque- 


‚ Pr) del número n (k; 


(ль. 
> existe una parte quo no 


rido (А, ki) SS (а, «>.» Pr) епо lugar. El encajamiento penúltimo so 
desprende, а su vez, de la desigualdad demostrada más arriba f (li, +". ., k) — 
— А>] (kar + + ++ k), y do la suposición de inducción 
m+ + ру — ha + ++ р, = f (м, s ko — 
AAN AN E AN 


0.109. Sea М un conjunto do todas aquellas particiones (py, ..., Pr) n = 
= „үр, en las cuales рр np {== 2, ..., r, y sea My un subconjunto do 
aquellas particiones de M, para las cuales ру < nj — 1, j = 2, ..., г. Está 
claro que M = UM, Ù (л п,). Por cuanto л (ky 

‚ n) > n, existe en M una partición (q, -. -, 4) tal que (kp +++ 
= (m a qe), pero, dado quo 


R más nt, seer k ny sen, пу, 


т}, 


entonces para cada (ру 


->n k) S (р, 
= (Mp -e n n) 


+ P} € ШМ! tiene lugar el encajamiento (ky, . . 
+ «+ Pr); esto quiere decir necesariamente que (qi, . ++ 97) = 


р П 
бб, ябы, ое Ко (пи) má (>, ky+(r — 1) mín (m, ki—0)= 


1 1 i 
máx ( X ytet т, Y) kyti lrn о ki = Y) máx (rm, 
a f fa 
! 
в (ыз, Lee п) У) kyj+n (m44, kir kg r)—m—t. 
a 
6.111. Veamos las estimaciones рага m (k, £, r) en el caso cuando k 20 
(той rt — (r — 1)0). Supongamos que en adelante 0 denota siempre un vector 
¿-dimensional con componentes 
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р 
у 1= У) (41). Señalemos una propiedad del vector 0. Precisamente, las com- 
A 


.ponentes q, del vector Q o son simultáneamente números no enteros, o-bien son 
todas números onteros y.este último caso tiene lugar cuando y sólo cuando k 
es múltiplo de'r! — (r — 1)!. Esta propiedad se deduce directamente de que los 
números r-t {г — 10-0 y (rt — (г — 1)!) son recíprocamente primos para cada 
i € [t]. Por consiguiente, para cada ¿ € [t] son válidas las estimaciones: 


1 
пр) 
Adémás, es evidente que 1 < i < t — 1, 

Demostremos ahora la siguiente es 


ación inferior 


krt 


m (k, t, r) > 


ту +141100); ә 


Si K= (ку, ..., КОГ, tenemos 


к: 9 E NOM. 


иу 


эт 
IIK — Qi r) = f (K — 101 — (0): > / (К — (01; r)— / (0): )—т + 4. 


La última desigualdad se deduco do Ia desigualdad para la función /, d mostrada 
еп el problema 6.98, si ponemos en ella X = X — [0] — (0), Y = (Q). Ado- 
más, por cuanto X es un vector de números enteros que cuenta con componentes 
positivas, entonces 


an HXi > У ЫЛ 


‹ 
у, por consiguiente /(К— [0]; т) > У) (к 190) = 5 lo que significa que 
< 


HR IO) IQ) hrti > Ir 411 (Q; 2). 
Es notable que el segundo miembro de la estimación obtenida es siempre un 
número entero, 
De la estimación demostrada зе deduce que si (дм) = тах, << (4), enton- 
ces 
krt 


(к, t, уг 000) cd. 


puesto que 


i 
; У! á —Mr— —1) (r—1). 
10: д a A (d+ más, (00 0) 6146 (01) 0—0) 


Нау otra estimación inferior que tiene una forma más geométrica, a sabor, 
si d = mín || Z — Q 1 ү, donde mín se toma por todos los vectores de números 
enteros 2 = (z, ..., щ) tales que Djini = k, entonces 

krt dr 
ÓN 
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En particular, esta estimación indica que una partición minimizante no puedo 
ser un vector entero que está demasiado lejos de Ф según la métrica lı. Además 
ella puede emplearse al estimar la frontera del alojamiento completo de cual- 
quier partición concreta K (Ку, о 1 — 


krt їк—0\н(,—1)-1 
к y > E QM ep: 
aaa T 
A título de estimación superior demostremos la desigualdad 


kr! 
елу 8") (7—10) 2 тк, t, r) 
donde (а) = mín (4). Con este fin estudiemos la partición K= 
ісе 


= (14а... [ш], letal, +++ MDI 
Рага esta partición 


máx (Y y 402000 < 


O a A 


å к) 9) á р) (r—1) = 
¡a (QUA, ж PENN 


=, min (91) (7—0), 
сі 


Jo que nos ¡leva a lo requerido, 
Obtenemos pues las estimaciones bilaterales: 


1—44 м1 
Hirti mt > E rs 
HAN БА ran єн 


Precisemos un tanto las estimaciones депега!е& obtenidas, 

Cuando r < 2, la diferencia entre las estimaciones superiores e inferiores es 
siempre menor que la unidad y, por tanto, en virtud de que т (k, £, r) es un nú- 
mero entero, ellas dan el valor preciso: 


Cuando 1=4 hagamos uso para la estimación superior de la partición 


K=(lg1), +++» larih, Јем, (емал) +++ (00 ke 


Para esta partición 
M-i 
ик—0)= – Y Hala) DR 
il 
м 4 
=1- Ў ladei Y) tn) < 1 la) 1. 
= мы 


Esto nos da, en comparación con la estimación inferior obtenida, una diferencia 
inferior a la unidad. Por consiguiente, cuando 1 = 1, tenemos 


{4))— (9м) —— 0, 
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о bien 


mk =] =w =|. 


10710), 
Así pues, cuando ¿ = 1, la frontera del alojamiento completo so minimiza рог 
el vector de valor entero más próximo a @ respecto de la métrica l. En particu- 


Jar, esto ofrece la solución completa de la cuestión sobre la minimización para el 
caso de t= 2. 


6.112. Está claro que siempre п (Y; ғ) < C, por lo cual pongamos С = 
== т (k, t, r). Si on esto сазо У)! = li, entonces п (Y; r) = т (k, t, r) por 
sor mínimo el número т (k, t, г). Si Mo > k, entonces, al disminuir la can- 
tidad requerida de componentes уу del vector Y enuna magnitud igual a 
(У1)107 — №, obtendremos la partición del número k que tiene el valor de la 
frontera del alejamiento completo no superior а т (k, t, ғ), y, por tanto, igual a 
m (k, t, r), 

En el caso alternativo de J}i,yj< k veamos una partición minimizante 
X= (21 + + 21) | — k, que es la más «grande» en el sentido del orden lexico- 
иеа со sobro el conjunto P; (k) y veamos también el (€ [t) mínimo, para el 
cual x, > уу. Tal i existe, evidentemente, siempre, con la particularidad de quo 
li — 1) 0, puesto que тү < [(m + r -- 1)/r] = д. 

Existe tal j € [i — 1] que zy < yj, puesto que de lo contrario: de zy = 
= Y 1, .. 14, z; > y tenemos que Dijay + (0 0) ( 0) > 
> т (k, t, r). En efecto, por cuanto en tal caso ту > y; + 1, entonces 


i 
D tei 000) 2 Y) AE (MID Er > т (k, t, r), 
=! =! 


puesto que el incumplimiento de la última desigualdad es equivalente a que 


E 
и< [0—2 vr] =n—1- 


оз ahora tal j € [i — 1] que zy < уу, y estimemos para la partición 
‚ә ай = (Zos e ee yH ооо La 0 0. а) Ke el vae 
lor de su frontera de alojamios X’; б. 


nto completo n 
Sea v un índice que maximiza n(X”; r), es decir n(X'%; r) = У) a+ 


=! 
0) 0—0). Si 024, está claro que п (Хе r)=n (X; r)=m (k, t, r). 


i i 
Si v entonces n(X'; r)= У) + (7—1) (021—1) У) ао 4(7—0) 
sa va 
i 
x(u—2D44= J) met (1) (8—0) 2 Sn (X; r)—r42=m (k, t,r) 


a 

—r-+2, lo que siempre по sobrepasa de т (k, t, r) cuando r> 2. 

Si v < 4, entonces т < уш, w = 1, + « ., 0, 19 que quiere decir que en este 
caso también 


п p= Y) rotii) < n(Y; Sm (k, t г). 


е1 


Así pues, п(Х'; r) < т (k, t, 1), у, consiguiente, n (Х”; г) = т (k, t r), 
es decir, la partición X’ es también minimizante, pero al mismo tiempo X’ > X 
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Jo que contradice el hecho de que X es máximo en el sentido d 
co. 


l orden lexicográfi- 


Advirtamos que en virtud de las 
m (k, t, r), el tanteo respecto de С no sob: 
ciones, es decir, г — 1, 

6113. El £ buscado es 


votaciones obtenidas más arriba para 
pasa la diferencia entre estas acota- 


inima de la ecuación А = т (k, £, r). 
a solución se ol leando el resultado del problema anterior. 
El tanteo en este caso ез también limitado por las estimaciones que se Lienen pa- 
ra t, las cuales se desprenden de las estimaciones para m (k, f, r), а saber, 


In (er) In dr) In (20) 
mo 40? а (оу 1 (70) 


De aquí se deduce, en part para r fijado y n + оо, el número mí- 
nimo posiblo de composiciones por medio de las cuales pueden realizarse Lodas 
las salidas en el esquema de alojamiento de п partículas indistinguibles en r 

In(k+r—1) 
Таб) 150—1) 
ето), como una magnitud de 


células indistinguiblos se porta asintoticamente como la magnitud 


y ol término residual (que siempre no sobrepasa de 

ln (г 
Та (т) Та (1 

El propio sistema compuesto de un número minimo de composiciones so de- 
fine por el vector Y = (yp, + - ., у) de la formulación del problema. 

6.114, La relación existente entre los encajamientos de las particiones y los 
pesajes se basa en el siguiente hecho simple. El sistema de pesas (ky, » -, klk 
asegura el pesaje (empleando un solo platillo) dela carga v < K cuando y 
sólo cuando (kr, + ., А) = (0, К — v). Por consiguiente, este sistema de pes: 
asegura el pesaje de cualquier carga entera no más pesada que k cuando y sólo 
cuando la partición (k,, ... ., Ж) | — k se encaja en toda partición k en dos par- 
tes a lo sumo, y, de acuerdo con el principio de alojamiento completo, osto es 
posible si y sólo si kœ n (ky, . - ., kg; 2), lo que, a sn vez, es equivalente al sis- 
tema do desigualdades 


orden 


к D К 
кн 
De aquí ве deduce, en particular, quo 
a 
ki Y hy 
м — El <>, тетя 


Esto significa que е] número mínimo posible do esas £a (k) para posar emplean- 
do un solo platillo ез la raíz entera mínima de la desigualdad & > m (k, t, 2), 
lo que nos conduce а que t (k) = ор, (k + 1) [. 

El pesaje empleando dos platillos se reduce al pesaje con un platillo, El 
sistema de pesas (kı, . . ., kg) | -k asegura el peso con dos platillos de una carga 
v< К, si y sólo si (ki, .... К) = (k — v, k + v). 


П 
En efecto, la igualdad ›= У) еду, donde еу = 0, 1, — 1, es equivalente 
f 


‹ 
а la igualdad 8-4-0 У) пуёу, donde ny=(e,+1)=0, 1, 2. 
i 


Por eso el sistoma de pesas (k,, . . .. ką) | -k asegura el pesaje preciso con 
dos platillos de cualquier carga entera no más pesada que k, si y sólo sí 2k > 
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аф... 0) = n (А, ..., ЕЁ}; 2), lo que, de acuerdo con al princi- 
pio de alojamiento completo, es equivalente al sistema de desigualdades 


f 
k<142 Y) kn 
[ЕП 


Do aquí se deduce, еп particular, que 


Em 
2412 Y) ky 
a a 163-6 1 


Por consiguiente, el número mínimo posible de pesas 1, (k) para poder pe- 
sar empleando dos platillos es igual а у (4) = ) logs (2 0 

Los pesajes empleando un solo platillo en р = ғ — 1 balanzas con ayuda de 
las pesas (kı, ..., k) | -k son equivalentes a que k> n (к... Кз), por 
Jo cual el número mínimo de pesas es £, es decir, la raíz mínima de la desigual- 
dadk => т (k, t, r). 

El pesajo de una carga v empleando р platillos еп una balanza con ayuda do 
Јаз pesas (ky + + «+ Kg) l-k es equivalente al encaje (К. ..., КР) с (k — n, 
(р — 1) k + v) | -pk. En esto caso el peso de cualquier carga es equivalente a 
Ja desigualdad pk > n (kP, .. „АР; (0) = n (АР, - + + 483 2), por lo que el nú 
moro mínimo de pesas es t. es decir, la raiz minima de Ja desigualdad pk 
> ph (k, t, 4 + d/p), donde p (k, t, 1 + 17р) es el minimo de la función de 
slojamiento completo. 


$ 3. Constantes geométricas extremales 


Demos a conocer una identidad muy útil. Si k> 122 1, 
Ot = ок, entonces 


kt Г а 
У n= (10) о (0) (6.111) 
I=IN 
6.416. Sea оў tal que máx 1021—10 j; entonces, de acuerdo con (641%), 
БЕЯ 
рага k> 21 tenemos 
ds РТ 
р) ( Ре ) 5 
ojo 


de donde 
Паһ |, (6.12) 


stema оу siempre existe un subsis- 
o, 51 k < 21, entonces, de acuer- 


nop > 
por consiguiente, para А > 21 en cualqui 


tema вс ву que satisface (2). En cam 
do соп (6.11), 


У con=t—op (y) 
«¿CofcoCor 


de donde 


por consiguiente: para k< 21, en cualquier sistema 0, existe un subsistema 


е satisface (6.13). 
a ИН de dos desigualdades (6.427) y (6-13') se demuestra por 


ol sistema У) (k, I) de k vectores unitarios del espacio Lẹ (espacio ЛА con la nor- 
ma rs 1 ®) 2,1) de la forma siguiente: 


Además, (6.127) no puede sor mejorado en todo X, lo que so demuest; 
de k vectores unitarios. Al mismo tiempo (6.13') puedo ser reforzad: 
plo, en el espacio de Hilbert; ¿en cuánto? Así pues, 


para k> 2l А (k, l; X) = Uk —1), 
pora k 2 inf A (k, i X) = А (k, БШ) 001-0. 


por un haz 
рог ojom- 


6.417. De acuerdo con (641°), si k>r>1>1, 0, сов, entonces 


3 cm ) { por consiguiente, 
«со, 


1 
máx [о 122 7 10,1. (6.147) 
“Со, 


Evidentemente, (6-47) no puodo ser mejorado en todo X, lo quo so demuestra 
por un haz do k vectores unitarios 
Sea k> 14 r> 27, бес бу, entonces, de acuerdo con (6.14), 


de donde 


По 37 10, ll, (6.157) 


Las desigualdades (6.14') у (6.15') no pueden ser mejoradas en la clase de vecto- 
res unitarios, basta a título do Оу considerar У) (k, 1%). La desigualdad (6.15) 
tampoco se mejora en todo X: hágase la construcción correspondiento (unidimen- 


sional). 
Sea r< l, k< I+ r, 0, = 09, ontonces, de acuerdo con (0.11') 


(к-н) У «- (E ыа] 2 ©)= 


‚сосед °у-в,©оүсок 


=е[( 7!) бе) (==) е эй 1 
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de donde 


l (k 7 
ЕР WEI ШАЙ (б.1б') 


La estimación (б.16') no puede ser mejorada en todo X: constrúyase un ejemplo 
(unidimensional). 
Así pues, 
рага k> r> 1 B (k, l r; X) = Ur, 
рага К> 14 г> 27 В (k, lir; X) = U (21 — r), 
parak<l+rjl>r B (k,l, r; X) = l (k — Dir (k + L — 2r)). 


6.118, Sea, ahora ô (l, k; X) = inf máx || 0,1, entonces de acuerdo 
OCX осо, 

con las definiciones de B y ô, tenemos la desigualdad ô (1, 

X) ô (r, k; X), la cual sugiere, para r = 1, k > 1, la estima 

> 1/(21 — 1) que se realiza por У) (К, 1%), por consi 


)> B (К, h r; 
п Ô (1, k; X) > 
jente, cuando k > 1, 


-1 


inf (1, k, X) = б (1, ki, 1$) = H 
g 


Para un espacio de Hilbert cuya dimensie 


no 


inferior a k — 1 tenemos 
бй, ki I) = Уу). (6.17%) 


La demostración de (6.47') véase en la solución del probloma 6.121, Ado- 
más, puede mostrarse [Sidorenko A.F.], que si 14 es un espacio Rd con la norma 


4 

lx = У) Izl, entonces б(1, 14-1; Һ)==ш(20—1), (б.18') 
ЕП 

у f DIA, ke 0 (mod 2), r 

$0, в { (k— П, ka 1 (mod 2), (9195 


son la particularidad de que la dimensión mínima d (k) del espacio tf, que reali- 


za (0.197), ta di i : 4(2у=1, d(3)=d(4)=3, 
НУ ве porta ię дла manera muy irregular: 4(2=1, 4(3) 4ш) =3, 


6.119. Pongamos z 


1 
> Уулу. Entonces tiene lugar la identidad 


eg ( 3 v) (2) 0—01 Por consiguiente, 


1 
TELLI |>, v |/ La inmejorabilidad de esta desi- 
ГЕЛ 
gualdad se demuestra рог un haz de k vectores unitarios. Así pues, С (Vp, 5) = 
1 
=12 Л |fe En particular, llegamos a que para cada sistema 0, с X y cual- 


= 
quier sistema de números У, ... 


Vr existe tal permutación de índices л, 


A 
[> Yaq) xl ‚| va | коки. 
а, 


para la cual 
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0420. Para оксХ pongamos у (0) ад л 


уа), donde el cuadrado se entiende en el sentido de un 
A 
producto escalar, y en este caso tenemos 


т А 1 һ 
а=) У) 420) Р) j= 
е Sh R 


но (È [о $ 903 10] 3 я- 


П 1 
=ħ Y) -naD Уу, 
=) 


después de lo cual basta pasar a las normas. 
.121. En la clase de todos los espacios lineales normados tiene Ingar la 
fórmula siguiento 


(6.20) 


donde “2 Vi, V¡>V1>...>Vn. La fórmula (6.20') se realiza o bien 
=. 


рог un haz де п vectores unii о bien еп læ por una construcción del tipo 
n= (0... а), 2 =(0,1, ‚ а,.. Ta = (a, a, + << 1), dondo 
a= (V, И) — Vi — Vn). El vector Y, se Пата eguilibrado, si Yt 
<<) V (Y — Vi) > 0. De (6.20) tenemos: 

si V, no está equilibrado, entonces ô (Va; X) =| V1; 

si Ў„ es de signo constante y |У, |> |V: 1> . - -> | Vn 12 0, entonces 


inf ô (Pn; X)=5(Vn, 17) = УУ 2V—V; |; 


si Vn está equilibrado y es de signo constante, entonces 
5 (ni Х)=& (Vn, 1%) = (V (Уз — VaV — Vi — Vn); 
si el vector ponderal está equilibrado y si И = —V,, entonces 
infó (Vn; Х)у= 5 (Vn; 1%) =. 
Еп el espacio de Hilbert // tenemos: 
si 4ш (Н) >п—1, У) ViV¿>0. entonces 
Г 
a uz 
п У vjr 
бы m|] : 
si dim (Л) > 1, У) ViV,<0, entonces 
ij 
Sai M=1V 1. 
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La demostración repite casi рог completo la resolución del problema 6.120, 
6.122. De acuerdo con el problema 6.53, el grafo G? (Sp) posee para p < 
2 (4 — 1) la propiedad de que Y Sp 5,3 5¿C Sp: C? (Sa) с G° (Sn), 
cuando у sólo cuando 3 Sn-psq © Sn : C*(Sp-p.)= G° (Sn). Por consi- 
pulente, aplicada dicha propiedad a nuestros vectores en el espacio de Hilbert, 
legamos a que siempre existe un subsistema 0 -p „с 91. que consta de 105 
vectores ortogonales de dos en dos (para p< 2 (q — 1), k=2,c= VÑ, por 
consiguiente, 


lan 1< | On-psq 1-1 оп On paq | < /л—р+@+рР—4 


Ja exactitud de esta estimación la demuestra el punto de referencia den — p + q 
vectores unitarios y el haz de p — q vectores unitarios dirigido según el vector 
do Ја suma do todos los vectores del punto de referencia mencionado. 

6.123. Sobre wn conjunto de puntos on с X construyamos, como sobre los 
vértices, un bgrafo бї с C! (an), rigiéndonos por la regla: 0,€ 6! <> 1911 > 
> ô (l, k; X). 51] Gl] < Т (n, k, Й), entonces 


Зоф On Мос оһ MANS k л 


) 


‚ pero en tal coso 


о Меп Jof= оь: máx jor < si, 4; Х 


“со, 
mín máx Jols máx ор < ё(1, AM, 
°һ©Х осо Ue 


у, por consiguiente, 


тіп máx lo < ói, А; Х), 
OnE осо 


lo quo contradice la definición de б (1, k; X). 
6.125. Indicaciones. 1) Muéstreso que para n suficientemente grande 


602, n; m=1-4/(234 [-1) 


у, en particular, $(2, 4n, 1-1) > (4n—2)j(4n—1). 
2) Muéstrese que si 


máx ИХ 
ті) 


donde zi, ©. uy zan € IP76, 1) Xi „дп, entonces, para cualesquiera + 
y ¡AS у 4л) ХХ; ON 

Acerca, de los problemas 6.4156.125 véanse Katona G., Stechkin B.S. — 
Memorias de Ja А.С. de la URSS, 1980. 251, N° б, p. 1293—1296, en ruso; Sido- 
renko A.F., Stechkin B.S. — Apuntes matemáticos, 1981, 29, N°5, р, 691— 
709, en ruso; Kashin B.S., Konyaguin S.V. — Obras del Instituto’ de Mato- 
mática de la A.C., 1981, 157, p. 64—67, en ruso. 

6.126. El problema fue planteado por L. Mozer. Las estimaciones para la 
figura convexa que cubra un tornillo sin fin unitario véanse en [Poole G., Gas 
rriets J., Bull. Amer. Math. Soc., 1973, 79, № 2, p. 462—403]. Si se omito Ja 
condición de convexidad, la situación cambia. Aquí es de interés el caso de 
un tornillo зіп fin de п eslabones (cada eslabón es un segmento). Si las longitu- 
des de todos los eslabones son racionales, existe una región de recubrimiento 
de área tan pequeña como se quiera y de diámetro < 2 (К.Л. Borovkov]. 


=6(2, б; 67-1), 


2 


Capítulo ун 


ANALISIS COMBINATORIO 
EN LOS CONJUNTOS PARCIALMENTE ORDENADOS 


$ 1. Conjuntos parcialmente ordenados 


7.6, El diagrama de Hasse se representa en la fig. 7.1”. El conjunto parcial- 
mente ordenado a examinar tiene un único elemento maximal (a, b, с, d) que єз 
4, y también un único elemento minimal Ø que es 0. Como ejemplo de anticade- 
nas intervienen: (a), (be), {bd} (anticadena no máxima y no saturada; (a), 


20 


Fig. 74% Fig. 7,2%. 


be), (bd), fed) (anticadona no máxima, pero saturada); (ab), (ac), (ad), {Ье}, 
(bd), (cd) (anticadena máxima y saturada). Las cadonas aquí son, por ejemplo, 
Ø, (а), (ab), (аре), (abed) y Ø, (аЬ), {abed}. La primera do estas cadenas ез 
máxima y saturad: 

7.7, El diagrama de Н. 


зе para divisores naturales del número 20, ordona- 
dos según la divisibilidad, so representa еп la fig, 7.2'. 

7.11. El diagrama do Hasse del conjunto parcialmente ordenado Р (5 
está representado en la fig. 7.3". Los coátomos en Р (5) son (1,4) y (2,3), y el 
átomo, (19, 2). En totalen Р (2) hay 2 elementos, en P (3), 3, en P (4), 5, en 
Р (5), 7, y en P (10), 42 olomentos. 

7.14.” El conjunto 2 (л) de todos los divisores del múmoro natural п ordo- 
nado según la divisibilidad es, por ejemplo, un conjunto finito parcialmonto or- 
donado; el conjunto N do todos los números naturales ordenados de un modo habi- 
tual es un conjunto linealmente ordenado y localmente finito; el conjunto №, 
ordenado según la divisibilidad, es un conjunto parcialmente ordenado local- 
mento finito. 

7.18. Un booleano ;# (S) sobre un conjunto infinito 5 no es un conjunto 
parcialmente ordenado y localmente finito. Todos los subconjuntos do un solo 
elemento del conjunto $ son átomos; el conjunto vacío es O, y todo el conjunto 
$ es 1. En el booleano P (Sn) los subconjuntos A son tales que | A | = n — 1 
son coátomos. 
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Véase el lema 1, $1 del capítulo 8 [1]. 

1 Véase el teorema 1, $ 1 del capitulo 8 [1]. 

7.22. Sea P (Sn) un booleano, en el cual Sn = fsi, Sz + --> Sn). Analice- 

mos la familia de todos los vectores binarios n-dimensionales'a = (а, ++, 
‚ а) con la relación de orden: a< Ё cuando y sólo cuando a, < bj, cuales- 


(87-5 


tasta 22ta 


1+2+2- (1,22) (7314143 


жг 


quiera que scan i = 4,2, .. ., п. Desiguemos este conjunto parcialmente orde- 
mado por У) п. No es dificil comprobar que .r (Sa) S Nip. En efecto, sir Sp, 
pongamos entonces Ф (X) = (лу... 3n), donde 


Es fácil vor que q es un isomorfismo. Más, айп Y, x Y) 


Da а Хе... No уу en 
virtud del problema 7.21, cada У), es isomorfo о la cadena йе longitud 2. 


7.26. Supongamos que (9 (9), | )y ез un conjunto de divisores enteros posi- 
tivos del número natural л el k-ésimo nivel del diagrama de Hasse para el con- 
junto parcialmente ordenado (32 (п), І). Se afirma que el número d € (2 (n), 1) p 
cuando у sólo cuando 


b 
depp. 


р{!, donde p; son unos números primos у Ñ; son números 
t 
naturales tales que У) В: =k. 


е 
7.32. Hágase uso del teorema de unicidad del desarrollo de un número en 
factores simples. 


7.33. а) | P (Sn) = 2"; 12 (m1 


problema 7.32). 


El número de elementos en пп belliana (B (Sp). С ) se llama número de Bell 
y se designa por B (n). 


[| (4-1-1) (hágase uso del resultado del 


NM al ПУЧ. (0) 
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El número de subespacios del espacio vectorial л-йїтепаїопа! V, (9) sobro un 
campo finito de q elementos se denomina número de Galois y зе designa por 
G (п, 0). 


< 1—1)... 
сод EA 
izo 


М 10 (5а), (7): 


1090), Ial = (ri (o 31 número de combinaciones соп repitición de a 


elementos tomados de k a k), donde k< mín aj. 
Isis. 
EL número de elementos del k-ésimo nivel del diagrama de Hasse para el 


bolliano (В (Sp), © ) зе Пата número de Stirling de segundo género y so denota 
рог 5 (n, k). 


т 
-ant (1) 


5 (п, = 


anr 


De este modo, B(n)= У) S (n, k) 


ТОР (п), <= 
ә 


as 
at 
1 - (M1) " 
o ем = EN: 


El número p] se Пата coeficiente gaussiano q-binomial [Goldman J., 
Rota G.C. — In: Comb, Th. and its Appl. Collog. Math. Soc, J. Bolyai, 1970, 
No 2, р. 107—509. 

<) Èn el booleano hay n! cadenas máximas de O a 1; en efecto, en la cadena 
(ба Sra - ¿0,510 (Ø) el primer término se eligo por un método, el s0- 
gundo, рог n métodos y el tercero, por (n — 1) métodos, etc. 


Sea q (n) un número de cadenas máximas de 0 a 4 en el belliano (B (Sn), 


n—2 


©). Entonces, de ln recurrencia кю) = -у У) (1) (pq) een ó 
yai 


de la recurrencia 20) (5) 0-0 se deduce inmediatamente que g (n) = 


=n! (n—41) 1/2"-1, Si g(x, y) es el número de cadenas máximas en el belliano 
de = a у, entonces, por analogía tenemos que si ле (B (Sn), Ch, entonces 
Ela, =k] (k—1) 1/2 si nE (B (Sa), ln, es un conjunto de todas 


las particiones del tipo үл, ...,‚ na), entonces 


ny 


А 
200, у= (п—®)! ]] па". 
al 


El problema sobre el cálculo de f (л), o sea del número de cadenas máximas 
de 0 a 1 en (Р (л), < ), fue planteado por В. Morgan. 
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Existen tales constantes сү > 0,31553, с, < 11,31371 que спла < 
(п) < сп", Si f (р) es el número de cadenas máximas de 0 a р en (P (n), 


ef 
<), entonces 
(ө. se (E): 
һ+21+ 4 a 
ra э, me (EM 
F (QA, 43) = (h +1) (A? + 19h? + 118h + 228)/12; 
1 (2h, 31, 42) = (А + 1) (h + 6) (h? + 26A? + 225h + 636)/24; 
FA, з\ = (h + 1) (h + 3 у + В/б; 
1 (2h, 31, 51) = (А + 1) (3h? + 59h? + 358h + 648)/24; 
1 (2A, 3%, 51) = (h + 4) (244 + 63h3 + 74718 + 3458h + 5800)/40; 
{ (2%, 41, 51) = (h + 1) (ht + 301% + 323° + 1458h + 2376)/24; 
1 (2A, 01) = (h + 4) (h + 3) (h? + 22h + 88)/24; 
J (2h, 31, 01) = (А + 1) (14 + 3410 + 386% + 1784h + 2910)/30; 
F (2%, 70) = (h 4- 1) (Л -Ь 49h? -H GOGA? +- 2764 + 3960)/120 
ford dis P., Guy R.K., Moon J.W. — J. London Math. Soc. (2), 1975, 9, р, 
05—370); 
Si Ç (х, y) es ol número de cadenas Eee] de z a у еп (Vn (4), С). on- 


tonces el número С (0, 1) de cadenas V, > „>... V, será, evidenteren= 
te, igual a 


kalbai 
Análogamente, 

Ciz, NOAA) (0 а AM, 

donde d (z) es la dimensión del виһезрас! 


ә 
Do este modo, si С (0, v, 1) es el número de cadenas máximas do Da 1, 
que pasan por о Є (Vn (4), С ). entonces 


C(0, v, 1)=C(0, v)C(v, 1) = 
=(4%®#—41)... EN — 0/00 — 0)". 
Para жє (P (Sn), =) ано balla E T A 1, que pasan por 
igual a Paid (n — |z 0) 
Si g (0, л, 1) es el número de cade 
AE (B (Sa). dm... ny? Entonces 


з máximas de 0 a 1, que pasan por 
r 

g (0, л, 1)=g (0, л) в (л, 1)= k! (k—1)! (n—k)i |] notar. 
=ч 


e) La anchura del booleano (£ (Sn), =) es igual a ( 


problema 7.20); si F es una anticadena del belliano (8 (Sn), <: 
=РП(В (Sa), Dn... пух entonces 


375 


Llamemos especificación secundaria de la partición п Є (В (Sp) c ) 
un sistema de números (æ, . . ., ол), de donde a, os ol número do bloques de 
п de volumen i, de suerte quo 1. ау... + nap = n. Por (B (5), С) он 


~s, an denotemos el conjunto de todas las particiones con especificación 
secundaria (ад, . . ., ал). Entonces, si Fay, FN (B (Sn), ©), 
a relación (7.1) puede escribirse en la forma siguiente 


кі 
тр 2 
е О 


an 


А Пе)... yn 


<t (12) 


Está claro que зі F es una cadena no saturada, entonces (7.1) y (7.27) se reali- 
zan. Pongamos F = (В (Sn), с )a, en este caso 


п а. аз... Бап, 
ба а... алі (11% "1°" 
0 ацан “М 
por consiguiente, de (7.2) tenemos 
kl —1 
Ско) 2 anar li): tan 
Lay apena 7 6 
+. .+ = 


donde Ch (п) ез, evidentemente, el número de composiciones de n en k sumandos 
(la composición ев una representación de un número natural en forma de una su- 
ma ordenada de números naturales). 


Si Р es anticadena máxima en (Vn (7). <), entonces m= wal 


Observemos que máx ihel 


осп 
ción, tenemos 


4d, > [1], < 


ві Fa=FN(Vn (9), E) y С(0, v, 1) es de d), entonces 


"as | ; en efecto, partiendo de la definie 
12140 


(>; 


=) HPA 
һ=0 


1)... (0—1) 0-0" _ 
001—1)... (0—0 (0 — 0) (9 — "A 


> Es 
=з GL [ыз], 


De anticadena máxima puede servir (Ул (9), ©Ўүлу2]- 
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La anticadena máxima en (Z (n), 1) se realiza por el [ 2) TE] — niver 


imi 
promedio en el diagrama de Hasse: 


(2, »[ к ruz]. 


De Bruiju N., Van C.A., Tengbergen jk D.R. — Nieuw Arch, Wisk 
(2) 1952, 23, р. 191—193; Alexerv V.B. Análisis discreto, 1974, 26, p. 20—35, 
en ruso. 

7.34, Véase el teorema 2$ 1 del cap. 8 [1]. 

7.35. Por ejemplo, el segmento [0, 1] по сз un conjunto bien ordenado, pues- 


to que el intervalo (+ ‚1) no contiene clemento mínimo, 


7.37. La condición de maximalidad en un conjunto bien ordenado P no 
siempre so cumple, pero sí se cumple sin falta en el conjunto Р», dual respecto 
de P*. Por ojemplo, un conjunto de números naturales con orden habitual satis- 
face la condición de minimalidad, pero no satisface la de maximalidad. 

7.38. Supongamos que so cumple la condición de minimalidad y a, > 
>am... >a, >... es una cadena numerable de clementos de P. Sos a 
el elemento mínimo en ol subconjunto (a, | n = 1,2, ...) del conjunto Р. 
Entonces а == az para cierto К, y, por lo tanto, ap = a == an para Lodo n > ko 
Viceversa, supongamos que so cumple la condición de rotura do las cadenas de 
creciontos y quo B es un subconjunto no vacio del conjunto P. Entonces 7 
contiene ol elomento ау, y по es mínimo en B, existe un elemento a; С B 
tal quo a, > аз. Supongamos que existen tales ay. .. ., а, € B quea, > аз. 
+++ > ап. En este caso o bien a, ез mínimo en B, о bien existo un elemen! 
апл E В'\а1 que an > аль. Do aquí concluimos que о bien B tiene elemento 
mínimo, o Меп oXiste una cadena infinita a, > аз... > а, >... de elo- 
mentos de В. Por hipótesis, resulta posible sóla el primer caso. 

Do un modo dual se establece que la condición de maximalidad es equiva- 
lente a la condición de rotura de las cadenas crecientes, 

7.43. Véase el teorema 7 del $ 1, capitulo 8 [11 

7.44. Véase el teorema 8 del $ 1, capítulo 8 [1] 

7.45, Aprovéchoso el diagrama de Паззе teniendo en cuenta que él оз, 
para cualquier conjunto finito parcialmente ordenado, un grafo orientado sin 
contornos. Entonces el teorema reformulado de Dilworth se enunciará asi: el 
número máximo de vértices reciprocamente incomparables en un grafo, orienta: 
do a contornos esigual al número de cadonas en la descomposición minima del 
grafo. 


.46. Póngase en correspondencia a la matriz A = (а) el grafo bipartido 
G (SUT, Е), a título de subconjunto de vértices 5 tómese él conjunto de filas, 
como subconjunto de vértices 7 tómese el conjunto de columnas de la matriz y 
supóngase que (tj, s;) € E cuando y sólo cuando ау 0; hágase uso del teore- 
ma de Konig. Por ly y s se designan la j-ésima colunina e i-ésima fila, respectiva- 
mente, de la matriz A. 

7.47. A partir del grafo orientado G (V, E) соп dos vértices no adyacentes 
s y tconstruyamos un nuevo grafo orientado С'. lamos con este fin los vér- 
tices v€ VN (s, £) en dos vértices nuevos ı” y v”, y unámoslos con un arco (v, 
2"). A continuación cada arco del grafo G con un vértice terminal v € VN {s, £} 
uye por un nuevo arco con el vértice terminal »", y cada arco con el vér- 
ial v E VN (s, t}, por un arco, en el cual v”” figura como vértice inicial. 
El grafo G y el G', construido a de б, están representados en la fig. 7.4.7 

La validez del análogo de vértice del teorema de Menger se desprende del 
[rorema de Menger y de las siguientes afirmaciones que se demuestran con faci- 
idad: 

а) cada camino de sa ten el grafo G' corresponde al camino de sa ten el 
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grafo G, que se obtiene por contra: п de todos los arcos del tipo (4, v’), y, 
Viceversa, cada camino de s a геп el grafo G corresponde al camino de s'a геп ol 
grafo G', obtenido por partición de todos los vértices del camino distintos de з 
y! 


b) el número máximo de caminos de s a £, que по se intersecan en el grafo 
G' por losarcos, es igual al número máximo de caminos de sa £que no tienen vér- 
tices comunes. 

с) dos caminos de за геп ol grafo G' no se intersecan por los arcos, cuando y 
sólo cuando los caminos en el grafo С que les corresponden no se intersrcan рог 
dos vértices. 

d) la potencia mínima 
G' ез igual a la potencia n 
grafo б. 

Д v ө. vov 
<I> «Г» 
w т к” Tor 
в с? 
и. 7. 

7.48. Cerciórese de que si 2 (С) es un grafo orientado que se obtieno del 
grafo no orientado G sustituyendo en éste cada arista por un par de arcos opuesta- 
mente orientados e incedentes respecto a los mismos vértices, entonces 

a) existe una correspondencia biunívoca entro las cadenas en el grafo С 
y еп el grafo 2 (G); 

b) para cualesquiera dos vértices з y tel número mínimo de aristas cuya oli- 
minación en el grafo С rompe todas las cadenas de ға г, es igual al número mi- 
nimo de arcos cuya eliminación rompe todas las cadenas do s a ten el grafo orien- 
tado 9 (G). De aquí se deduce inmediatamente la validez do las variantes no 
orientadas del teorema de Menger y de su análogo de vértice. 

7.49. Se deben añadir al grafo С (V, Е) dos vértices nuevos s* y 1*, y tam- 
bión todas las aristas (arcos) del tipo (s*, s), donde ғ € 5, y todas las' aristas 

(arcos) del ipo (Му, donde ¿€ 7. En tal caso las afirmaciones del problema so 

losprenden de la validez de las afirmaciones de los problemas 7.47 y 7.48 para 

ol grafo (orientado С (V U (s*, (9), Е). 

7.50. a) Al grafo bipartido G (5 U T, Е) póngaselo en correspondencia un 
conjunto parcialmente ordenado 5 |) 7 con una relación de orden < : х < y, 
cuando y sólo cuando (z, y) € E; y hágase uso de las siguientes dos afirmaciones: 

1) para cualquier descomposición 2 del conjunto 5 U Т en cadenas existo 
una combinación de pares Af еп el grafo G (S Y T, 2), para la cual | 2 | + 

+|M|=|S U Т! (a título де M hace falta tomar el conjunto do todas las 
cadenas de 9 que constan do dos elementos); 

2) para cada anticadena A del conjunto parcialmente ordenado S Y 7 
existe un recubrimiento de vértice X de lasaristas del grafo G, para el cual 14] + 

+1XI1<1S UTI, puesto que el complemento de la anticadena A en ol 
conjunto $ U 7 contiene el recubrimiento de vértice X do las aristas del grafo 

b) Unamos al grafo bipartido С (5 U Т, Е) dos vértices s* y £*, como tam- 
bién todos los arcos (s*, з) para cualesquiera s € S y (£, 1*) para cualesquiera 

£€ T. Las aristas (z, y) € E vamos a considerarlas como arcos que están orienta- 


dos сп dirección do los vértices del conjunto 5 a los del conjunto Т. Para el gra- 
fo obtenido definamos la función que caracteriza la capacidad do los arcos: 


р 1 sir=s e YES, o bien ET e у="; 
«ш ю={ AT 


un conjunto (s, £)-separador de arcos del grafo 
а del conjunto (s, t)-separador de vértices del 
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Sea f un fujo máximo arbitrario expresado en números enteros de s* a 
4% on Ја red construida y supongamos que (X, X), donde X = (S |) 7 U (5%, 
Т. X es un corte mínimo. Siendo definida la función de la capacidad de paso 
еп los arcos, concluimos que el subconjunto de arcos A = {(z, у) Є Е: f (х, у) = 
= 1) es una combinación de pares. El conjunto 2 = (S N X) U (T NX) es 
un conjunto do vértices (S, 7)-separador, con la particularidad de que 2 se en- 
cuentra en una correspondencia biunívoca con los arcos del corte mínimo 
(X, X). Entonces, en virtud del teorema de Ford y Fulkerson, llegamos a que si 
о esla magnitud del flujo máximo f, entonces | А | = | 2 | = v. Por otra parte, 
es obvio que el número máximo de arcos de la combinación de pares G no es su: 
perior al número mínimo de vértices en cualquier conjunto de vértices (S, Т)- 
separador. De este modo, la validez del teorema de Konig queda establecida. 

с) para demostrar, hagamos uso de la variante del teorema de Menger aduci- 
da on el problema 7.49. Sea С (S U 7, E) un grato bipartido sobre el conjunto 
do vértices $ U 7,5 N Т = Y. Es evidente que el conjunto de vértices A 
cubre todas las aristas del grafo G cuando y sólo cuando А es un conjunto do 
vértices (S, T)-separador del grafo G. Para cualquier combinación de pares de 
n aristas еп el grafo G pueden elegirse п cadenas de los vértices del conjunto 5 
а los vértices del conjunto 7, y, vicoversa, k cadenas de 5 а 7, que no tienen 
vértices comunes, contienen К aristas del grafo С que no se intersecan en los vér- 
tices. Por consiguiente, el número máximo de cadenas de $ а Т, que no tienen 
vértices comúnos, os igual al número máximo de aristas de la combinación de 
pares en el grafo б. Mas, еп virtud del teorema de Menger del problema 7.49, 
el número máximo de cadenas de los vértices del conjunto 5 a los del conjunto 
T, que no tienen vértices comunes, es igual a la potencia minima del conjunto 
do vértices (S, 7)-separador. 

d) Demostremos el análogo matricial del teorema de Konig (véase ol proble- 
ma 7.46), apoyándonos en el teorema de Р. Hall sobre el sistema de representan- 
tos distintos. Sin restringir la generalidad de nuestros razonamientos podemos 
considerar que la matriz А = (а у)» está compuesta por 0 y 1. Las columnas 

уаш 
y las filas de la matriz so llamarán, para mayor brevedad, líneas. Sea т un nú- 
moro mínimo de líneas que contienen todos los elementos no nulos y Af, ol 
número máximo de elementos no nulos no situados de dos en dos en una misma 
non. 

Es evidente que т> Af, puesto que ninguna línea contieno más de un ele- 
mento de los M olegidos. Demostremos que Af > т. Supongamos que r filas y 
s columnas de la matriz contienen todos los elementos no nulos, ғ -+s = m, 
y quo m os el número mínimo entro todos los posibles. Permutemos estas filas y 
columnas de un modo tal que ocupen los primeros lugares. A cada (-ésima fila, 
£=4, ..., r, pongámosle en correspondencia el conjunto de números de las 
columnas j, para las cuales ау = 1 y ¿>> s. Los conjuntos obtenidos satisfacen 
las condiciones del teorema de Р. Hall. En efecto, si no fuera así, os decir, si k 
de dichos conjuntos contuvieran v < k elementos, entonces estas k filas podrían 
ser sustituidas por v columnas у todas las unidades integrarían un número menor 
de líneas, lo que contradice la condición de minimalidad del número т. Рог 
cuanto la condición dol trorema do Р. Hall se cumple, podemos elegir г repre- 
sentantes distintos de r filas, es decir, ғ unidades, de un modo tal que no hayan 
dos y más unidades en una fila y ninguna en las primeras s columnas. Razonando 
análogamente, podemos, obtener s representantes de las primeras s columnas de 
un modo tal que las unidades estén ausentes en las primeras г filas, Este conjun- 
to der + s = m unidades está elegido de un modo tal que no hay dos y más uni- 
dades dispuestas en una misma línea. Quiere decir, т < АУ, lo que se trataba de 
demostrarar. 

7.51. a) Sea Р un conjunto finito parcialmente ordenado. Construyamos un 
grafo bipartido G (Р U Р”, E) sobre conjunto de vértices P |) P*, donde Р" 
es un ejemplar más del conjunto P. Además, los vértices z e y”, donde у es la 
copia de y en P”, se unirán con las aristas, si y Sólo si z < y en el conjunto parcial- 
monte ordenado P. 
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Sea M una combinación de pares máxima en el grafo G (P U P’, E), y sen 
X ol recubrimiento de vértice mínimo de las aristas en el grafo G. Entonces, on 
virtud del teorema do Konig, tenemos | Af | = | X |. Hagamos uso de dos afir- 

maciones auxiliares: 
1) para cada combinación de pares Af en el grafo G {P U P“, E) existe una 
para la 


una anticadena А 

LP E. Entonces | 2 | = | A |, puesto 

= 1X1. Pero, JAISI2I para 

par de elementos incomparables puedo 

Por consiguiente, máx | A | = mín | 2 |, 
A 2 


tal que ХЕТТА 
que 1201 = п IM] y 141 
cualesquiera A, 2 = Р, dado que ningù 
encontrarse en una misma cadena 


lo que so trataba de demostrar. 

b) Del teorema de Konig obtenemos el análogo de vértice del teorema de 
Menger para los gralos no orientados (véanse los problemas 7.47 y 7.48). Sea 
G (V, E) un gralo no orientado arbitrario con dos vértices destacados no adya- 
centes s, РЄ V, Si en С (V, E) se tiene mn sistema de k cadenas de s a £ que no so 
intersecan por los vértices, entonces el conjunto de vértices (s, )-seporador ha do 
contener por la menos un vértice de cada cadena, o bien, dicho de otro modo, la 
potencia de cada conjunto de vértices (s, 1)-separador del grafo С debe ser no in- 
ferior a А. La desigualdad inversa se deduce de la siguiente afirmación: si X= V, 
donde | X | = ев ol conjunto de vértices (s, 1)-separador mínimo del profo 
G, en G existen k cadenas de s a £ queno se intersecan por Jos vértices, Para demos- 
trarlo véase el lema 5 $ 1, capítulo 8 [1]. 

©) Sen (Xr, Xa». Xn) una familia de subconjuntos del conjunto X. 
Construyamos la (0,1)-matriz de incidencia. Supongamos que todas sus unidades 
están dispuestas en r filas у s columnas. Si r + з == n, entonces, de acuerdo con 
el teorema de Konig, existen я unidades do las cuales ningún par yace en una 
misma línea, y ellas forman el sistema de representantes distintos para (Xy, 
Xy... Xp): Si, еп cambio, r+ = < n, entonces se perturba la validez del 
teorema de P. Hall, puesto рис para k = n — r filas las unidades se encontrarán 
solamento en s < п ғ = А columnas 

7.52. Sea G (V, E) una red en la que s y £ son entrada y salida, respectiva- 
mento. Supongamos que a cada arco de la гей se le está designada una capaci- 
dad unitaria, En este caso la magnitud del flujo máximo en la red G os igual al 
número máximo e caminos de з a £ que no se intersecan por los arcos. En efecto, 
sen о cierto flujo máximo en la red С y sen G* el grafo orientado obtenido de G 
por supresión de todos los arcos libres del flujo v. Por cuanto las capacidades de 
todos los arcos de la red G son iguales a 1, entonces рага todos Jos arcos e de la 
red G* tenemos f (e) = 1. De aquí, para tados los arcos e de la red G*, distintos 
de s y t, tenemos | Г (е) | = | ГЇ (е) | , y para la entrada s y la salida £ tene- 
mos: | Г (s) | — | T- (5) PA (0 1—1T (91 =v. De “aquí concluimos 
que en la гей G* y, por tanto, en la G existen v caminos de s a £ que no se intersecan 
por los arcos. Por consiguiente, la magnitud v del flujo máximo en la sed G 
по es superior al número máximo k de cadenas do s а £ que no se intersecan por 
los arcos. Viceversa, sea Ру, Pz, . . ., Py un juego en la red G tomado del nú- 
шего máximo de caminos de s a f, que по so intersecan por los arcos. Hallemos 
en С el flujo f del modo siguiente: 


қо {1 $ S existe tal i que e€ Pi; 
=] 0, en el caso contrario. 


Es ovidente que la magnitud de tal flujo es igual a k, y la magnitud del flujo 
máximo no es inferior a k. De este modo, v = k. 

Demostremos, ahora, que la capacidad del corte mínimo en la red С os igual 
al número mínimo de 'arcos cuya supresión rompe todas las cadenas que Ile- 
van de sa t. Suprimamos en G todos los arcos del corte minimo que separa la en- 
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trada з de la salida £. En el grafo orientado obtenido no habrá ningún camino de 
+ a t. Por eso la potencia del corte citado no es inferior al número mínimo de ar- 
соз, cuya eliminación rompo todas las cadenas de + a £. Es cierta también la re- 
lación inversa. En efecto, sea 7 un conjunto de arcos cuya supresión rompe to- 
dos los caminos de s a £ en la red С y sea 5 un conjunto de vértices que se alcanzan 
desde la entrada s con ayuda do las cadenas privañas de los arcos pertenecientes 
al conjunto 7. Está claro que (S.VXS) es un corte en la red С. Además 
(S, VNS) = Т, Por eso la potencia del corte minimo no sobrepasa | (5, VNS) | 
у, por consiguiente, | Т|. 

Del teorema de Ford y Fulkerson, como taml 
más arriba, obtenemos el teorema do Menger. 5 

7.53. Sea G (V, Æ) una гей con la entrada з y salida £ en cuyos arcos vienen 
dadas las capacidades de paso quo so expresan en números enteros, Conslruyamos 
una nueva red б” sobre el mismo conjunto de vértices, al sustituir cada arco 


'n de las relaciones obtenidas 


e € E con la capacidad e (e) рог с (е) arcos te orientados y al borrar to- 
dos los arcos cuyas capacidades son nulas. La rod С y la С', construida a base de 
б, están representadas en la fig. 7.5”, donde los números en los arcos del grafo 
С significan sus capacidades de paso. 

Sean Л y R’ unos cortos que separan s de t en las redes С y G’, respectiva- 
mente, suponiéndose que dichos cortes están definidos por un mismo conjunto 
do vértices. Entonces | R’ | = У) с (e), donde e indican las capacidades do los 

En 
arcos de la red б. Así pues, al poner № = тїп Y) е (e), obtendremos | R |> 
єн 


> N. Entonces, en virtud del teorema de Menger, existen М (y esto número es 
máximo) cadenas de s a £ en la гей С", las cuales no se intersecan por los arcos. 
Sea / (e) el número de arcos paralelos al arco e en la red G’, ocupados por dichas 
cadenas. Entonces / (e) representa un flujo de ға £ de magnitud N en la red б. 
La implicación requerida queda demostrada. 

7.54. Una parte de implicaciones que faltan o bien las demostraciones nue- 
vas de las implicaciones ya establecidas pueden encontrarse еп las obras 
17 (68.0), 12 (capítulo 5), 14 (capítulo 5), 17, 48 (capítulo $, $ 1), 19 (capítulos 
1,19, 20,21 (eapítulo IV $ 4) 22 (19-7, 23, 241. Asi por ejemplo, еп el artí- 
culo original de Р. Hall (Hall P., J. London Math. Soc, 1935, 10, p. 20—30) 
se indican las relaciones do su teorema con el do Konig (Konig D. Math. Annalen, 
1916, 77, р. 453). En el artículo de Mirsky L., Perfect H.J. Math. And Appl., 
1966, 15, р. 520—568 está dado el resumen de los teoremas de tipo de Р. Hall 
sobre el sistema de representantes distintos. Dilworth (véase Dilworth R.P, 
Ann of Math., 1950, 51, р. 161—166) señaló, al demostrar su teorema, la їп 
ma relación existente entre el mismo y el teorema de P. Hall sobre el sistema de 
representantes distintos. Ford y Fulkerson [20] obtuvieron, a partir do su teore- 
ma sobre ol flujo máximo expresado en números enteros y corte mínimo (Ford L.R., 
Fulkerson D.R. Сапай. J. Math., 1956, 8, р. 399—404), los teoremas de Konig, 
Menger, Dilworth y P. Iall (véanse teorema 4.1, 4.2; capitulo 11 $ 8, teorema 
10.1 en [20]). Robacker (Robacker J.T. RAND Corporation, RM— 1948, 1955) 
dedujo el teorema sobre el flujo máximo y corte mínimo a partir del teorema de 
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Menger. Пагагу [12] obtuvo, partiendo del teorema original de Menger (Men- 

ger К. Fund, Math., 1927, 10, р. 96—115), diferentes teoremas de tipo do Men- 

ger, entre los cuales figuran el teorema sobre el flujo máximo expresado еп nú- 

meros enteros y el corte mínimo, el teorema de Kónig, de P. Hall, de Dilworth 

y otros, Ore en [19] expuso detalladamente las relaciones existentes entre los Leo- 

Temas do Menger y Konig sobre las combinaciones do pares para grafos Diparti- 
os. 


$ 2. Retículos 


7.58. Pongamos а = sup Á y aa ) А„. Por cuanto ау х, para todo 
те € А, entonces a> а, para todo %, Si e> a, para lodo æ, entonces v> т 
ага cada za ЄЛ, y, por tanto, v> т para cualquier х € A. Por eso, v> a, y de 
la definición obtenemos sup A вир ag = вир {sup Aa). 

7.60. Sea, por ejemplo, P = (а, b, e, d), О == (a, b, с} (Mig. 7.0”), entonces 
зиро (а, b) = с, sup pla, b) no existe. 

65. El pentágono y el diamante son reticulos. P (6) no es un retículo. 

7.74. Muéstrese que a=b=c=aYbYe. En efecto, aVbVe = (aV a) Y 
VoVe=aV(aV0Ve) = aV (aA Ле) = (por la propiedad de absorción) 

7.75, Véase la demostración del teorema 21 $ 2, cap. 8 [1]. 
7.76. Por razonamientos duales llegaremos а las mismas deducciones. 

7:80. Véase el teorema 22 $ 2, cap. 8 [1]. 

7.81. Los retículos completos son, por ejemplo, el segmento [0, 1] con orden 
habitual; el booleano P (Sn), toda cadena finita. 

7.82. Todo retículo completo tiene 0 y 1. Por eso el retículo de números on- 
teros con orden corriente no es un retículo completo. 

7.87. Si «р: Јо = Li es un homomorfismo, entonces p (aV b) = q (a) V 
ү op (è) para cualesquiera a, b € La. Supongamos que a, b € ку ас ben Los 
Entonces b = aVb, y, por lo tanto, Ф (b) = y (aV b) = Ф (a Vp (b), es decir, 
2/0 <р (0) en La. De este modo, el homomorfismo q es también una aplicación 


isótona. La afirmación inversa no es cierta. Por ejemplo, la aplicación isótona 
Lo 
d 
a 
a D 
Fig. 7.6. Fig. 7.7, 


— Іл, expuesta en la fig. 7.7, donde q (0) = 0, q (а) = q (b) = 
1, "no es un homomorfismo, puesto que q (a V b) = Ф (1) = 1 е 
¿Y e = g (a) V т (b). Д 
7.90. Por cuanto а < z para cualquier z € A, entonces q (а) < q (z) = z 
para todo z € A, y, por consiguiente, Ф (а) < a. La desigualdad inversa se dedu- 
ce de la definición del operador de clausura. 

7.91. Sea 1 la unidad de un retículo completo P. Por cuanto y (1) > 1 > 
> Ф (1), entonces 1 pertenece а Z y es, evidentemente, la unidad de este conjun- 
to parcialmente ordenado. Si А es un subconjunto no vacío del conjunto Z, el 
elemento а == infp A será, de acuerdo con el problema 7.90, q-cerrado, Por su- 
puesto, а < = para cualquier € А. Si v€ L y о < = рага cualquier z € A 
entonces v& a, de suerte que а = inf A. Ahora, del problema 7.86 conclw 
mos que L es un retículo completo. Supongamos luego que b = supp A у 
= sup, A. Está claro que ® € L y b> b, puesto que b > = para todos los x € А. 
De aquí que = q (0) > Ф (0). La desigualdad 5 < q (9) se verifica, puesto 
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que q (9) > «р (2) = z para Lodo z € А, de modo que b = q (b), lo que se tra- 
taba de demostrar, 

7.04. Un pentágono (véase la fig. 7.6), por ejemplo, no es un retículo modu- 
lar. Efectivamente, a> b pero аЛ (b V с) 5 (а A с) V b, puesto que (aAc) Y 
V оуь AI 
6. 7.102. 7.109. Véase los teoremas 23, 24 y 30 del $ 2, capitulo 8 (1). 
7.97. Sea L un retículo modular. Entonces, según la definición, si b < a, 
tenemos bA (eVa) = (VAc) Va. Pero b Л (с V a) =bA0V0=b bA À V 

V a = (a A с) V а = а (hemos aprovechado Jas igualdades de la condición y 
de la propiedad de absorción), Por consiguiente, a = b. 

Vicoversa, si L no es un retículo modular, entonces, en virtud del problema 
0, el retículo L contiene un pentágono (véase fig. 7.0), en el cual a A c = 
Ле 0, aV e= bV с = 1, pero a b. 

7.08. Está claro que р y p son aplicaciones isótonas, con Ja particularidad 
de que то (2) = а A (z V b) = т V (а A b) = = (еп virtud de la iden: 
Чай de modularidad y de la condición z > a A b) y (y (9) = (a A y) V b 
(a V b) V y = y (сп virtud de la identidad de modularidad y de la condi- 
ción y © a уБ). Por consiguiente ф y їр son isomorfas. 

7.99. Hágase uso de la afirmación del problema 7.98, 
ia) Tales son. por ejemplo; el pentágono (fig: 7.0), el diamanto (fig. 

7.7) y el retículo de un subespaci acio vectorial (véase el problema 7.29). 
7.403. Sea L un retículo distributivo. Entonces para cualesquiera a, b, с € 
EL tenemos: aV (b A e) = (a V b) A (a V с). Pero ау (b A c) ау 
у (аЛ у= а, (ау в) Л (аус) = (ау) Луо) = РУ aA) = 
=b V (b A с) = b. Por consiguiente, а 


butivo, entonces, en virtud de los 
roblemas 7.96 y 7.102, contiene un pentágono (fig. 7.6) о пи diamante (fig. 
7.7), en los cuales Лр Ле 0, ауе руе 1, poro ан b 

7.105, Sea L wn retículo modular, a, b, e € L y b< a. Si a V e= bV c 
no hay nada que demostrar. En cambio, si a V с # b V с, entonces a e b V с, 
y por eso a A (b V с) = b. Ál aplicar el resultado del problema 7.08 wlos ole- 
mentos b V с y а, llegamos a que [b V с, а V el æ [b, а). Por cuanto [b, a} 
es un intervalo simple, lo es también el intervalo [b V с, a V с], es decir, 
b V e <a Ve De un modo dual obtenemos la condición de recubrimiento 
por arriba, 

7.112. b) => a) Sea а < b.Si c< a, o bien a Y су b, entonces b Y с у 
жа Ve Sien cambio, eg a y a ус ж b, entonces b À (a V c) = a. Sea 
а= ао < а... < а„ = 4с una cadena máxima en el intervalo 
la, a Y с]. Por cuanto b>=0, ау ау b a, tenemos bV a> a. 
Demostremos рог inducción que b V ар > a; para cualesquiera i = 1, 2,. 

su п. De este modo, b V an > ap, es decir, b V с-а у с. 


a) => с). Esta afirmación es obvia, puesto que si z< y en C, entonces 


den Holder, la longitud de esta cadena es igual a r (b) — r (a A 0). Debido 
ас 


а (аЛ) = а (a Ус) < (а Уо) <... (а\ус‹ф=ауь 


es también una cadena máxima, pero en el intervalo [a. a V bl. La longitud de 
esta cadena no sobrepasa la de la primera (algunos elementos pueden coincidir), 
es decir, no es superior al número r (b) — r (a A b). Por otra parte, de acuerdo 
con la condición de Jordan—Hóldor, la longitud de la cadena citada es igual a 
т (a V b) — r (a). Por eso r (b) — r (a A 0022 r (a V b) — r (a), lo que se tra- 
taba de demostrar. 
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d) > b). Sean а, DEL tales que а > (а A b), ò > (a A b) y a+b, Еп 
virtud do los problemas 7.109 y 7-111, r (0) = 7 (0) = “(a A 0 E A. бзш 
yamos estas igualdades en la desigualdad ded) y obtengamos que r (a V b) < 
<r (a) +1 y r (a V 0) <r (0) + 1. De aquí so deduce inmediatamente que 
(a V Узза y (aV0)>b. Mostremos quo ау а. Por reducción al ab- 
Surdo: sca a Y b = a. Entonces a >) y a A b= b, mas esto contradice el 
hecho de que b > (a Л b). Por consiguiente, (a Y b) > а. De un modo análogo 
se comprueba que (a Y b) > b. 

115. Si p<a, entonces р ү а = а, y, por consiguiente, a V 
=aV p. Sea р «фа. Por cuanto el retículo L es semimodular, tenemos 
0<py0<qaxaV py aaYg. Por consiguiente, а<аут=а\ур. 

7.116. Hemos demostrado que a) => b) (problema 7.105), b) => d) (proble- 
mas 7.112 y 7.113), а) <> с) (problema 7:90). Para dar por terminada la demos- 
tración de equivalencia de las afirmaciones, mostremos que d) => с). Suponga- 
mos que £ contiene un pentágono (0, a, b, с, 1) (fig. 7.6) y que рага L se cum- 
ple la condición d). Entonces r (a) + т (e) = r (a V с) + r (a A с) = r (1) + 
+ r (0) = r (b V c) + r (b A e) = r (b) = r (e); Do donde tenemos r (a) = 
= r (b), lo que es imposible, puesto que b < a. Hemos legado a una contradic- 
ción con una suposición. Por consiguiente, L по contiene pentágonos. 

7.417. En virtud de la afirmación d) del problema 7.112 y de la desigual- 
dad ғ (х) > 0, para todo х Є /, obtenemos r (zV y) <r (2) + г(у). 

De aquí, por inducción tenemos 
та V aV ess V an) Sr(a) Hra) +... Hr (En). 

7.118. Es evidente que p A a <p. Si p Л а = р, entonces p< а. Si 
P.A p< p, entonces p A а = 0. En virtud del problema 7.147, r (p Y a) < 
<r (p) Я (a) = 1 4 r (а). Por cuanto р «ў а, tenomos r(p V а) +r (a), 
de donde r (p V a) = r (a) + 1. 

7.119. a) => b). Si x € [a A b, 0), entonces z < b, y por eso q (a V 2) = 

= (a V т) À b = (еп virtud de ал) = z V (a N b) = z. А 

b) => с). Sea z, y Ela A b, b], р (2) = y (у) y z 57 y, ев decir, xp по es bi~ 
unívoca. Entonces Y (т V y) = р (2) =$ (0) Y z < 7 V y о bien y < z V y. 
Sea, por ejemplo, z < z V y. Por la condición D) existe un elemento z € 
€la V bltal que q (2) = z. Por cuanto zœ т y 2> a, concluimos que z> z V 
V a = y (z) =} (£ V y). De esto modo, 222 z V у. Por eso q (:) > p (z V 
Vam ENPA = кү y > з, lo que es imposible. Esto significa que 


V a) A b = (z V (a A b) Va) A b 
{z V a) A b. Quiere decir, aMb. | 
somimodular de longitud finita. Entonces, si С 
[a A b, b] de longitud r (b) — r (a A b), 
resulta que Y = {a V 217€ C) = (9 (z), z € С} es la cadena máxima de lon- 
gitad z (e V b) — (а) en el intervalo [аа Y 0) (véase el problema 7.112) 
e an so deduce que la aplicación y es biunívoca. Por consiguiente, | 2 | = 
= 16у 


= 


= y, pero pp (у) 
cir, z Y (a A b) 

7.120. боа L un rotíc 
ез una cadena máxima еп el inter 


r (b) — r (a A b) = r (a V b) — r (a). 

Vicevorsa, si la condición аМ/ es falsa, entonces, en virtud del problema 
7.119, Ja aplicación р no es biunívoca y puede clegirso una cadena C que conten- 
ga los elementos z, y € [a Л b, b] tales que z + y уч (z) = Y (у). En este caso 

12|<|С|, de donde r(b)— r (a A b) >r (a Y b)— r (a), 10 que se 
trataba de demostrar. 
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7.1422. La necesidad se deduce del problema 7.120. Demostremos la sufi- 
ciencia sin suponer siquiera que la longitud del retículo £ es finita. Supongamos 
que a, b, с son elementos del rotículo M-simétrico L y que b > а. Si b V е = 
= a Y e,n hay nada que demostrar. Si b Y e > a Y с, entonces para un ele- 
mento d= а У е tenemos b V а= а, 5\/ 4 = &\/ с. So debe demostrar 
que b Y d> 4. En efecto, sea b Y d > z> 4. Entonces z зь b, por lo que 
bV z=aybVz=b Y d. Por cuanto b > b Y z, concluimos que y aplica 
el intervalo [z, z V b] sobre ol intervalo [т V b, b). En virtud del problema 
7.119 tenemos zMò. Por cuanto bAfz es Af-simétrico, en este caso para cual- 


Entonces d=d 
7.123. 7.124. 
7.126. Por cuanto ғ, Za, ..., 2, Son independientes, entonces 


r (31 V za V.. V Zn) = r (2) + r (2) + -e H r (20) (7.4) 
Según la condición do somimodularidad para cualesquiera z, y € L tenemos 
т (z) + rti) > riz Vy) tri Л. 
Podemos, pues, escribir para cualesquiera elementos зу, т... Zn 
raV. Мз) Sra V- V na) 
Er (an) — r (a V ++ V Ena) À ха), 


con la particularidad do que еп virtud del problema 7.120, la igualdad (7.4) 
se verifica cuando y sólo cuando 


ЁН зо 
Procediendo de esto modo еп adel razonando análogamento 
afirmación del problema. 


биши pue, Бейби bcn dl 
¿= { la afirmación os verídica. Si r 
do la semimodularidad resulta 
y, por eso, r (a, Y 


до suerte quo la aplicación q: А — sup А es biunivoca: La aplicación p conser- 
уа, evidentemente, las uniones. Tomemos A, В < X у sea a= inf (sup А, 
sup B), ёте зир (A NB). Entonces a> b y de la condición do somimo ula 
ridad resulta que 


r (sup А) + r (зар В) > г (a) + r (sup (А U B), 


de modo цио [А | -- 18 12 г (а) 14081. Do aquí, г (а) |А | 
181-14 08| = [А4 NB |. Porotra parte, ғ (а) 2 ғ (b) = 14 П В 
Por consiguiente, ғ (a) = r (b) y а == b, es decir, inf (sup А, sup 2) 
= sup (A П В). 

7.130. Los complomontos relativos do b € £ en el intervalo [e, 1] serán tan- 
to elemento с, como elemento d (esto también sirve de respuesta a la última pre- 
gunta del problema.) El complemento relativo del elemento a en el intervalo 
[0, Ь] sorá ol elemento e, y, vicovorsa, do complemento relativo a e en el intervalo 

, b] sirve el elemento a. El rotículo /, no es un retículo con complementos ni 
tampoco un retículo con complemontos rolativos, puesto quo el elemento b, 
por ejemplo, careco do complemento en el intervalo [0, 1]. 

7.131. No es cierto. Por ejemplo, el retículo somimodular en la fig. 7.44 b) 

eticulo con complementos, pero no con complementos relativos. 


es un 
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7.132. El pentágono es un retículo no modular con complementos, pero no 
con complementos relativos. 

7.134. Sea а un complemento del elemento a. Entonces el elemento x = 
= (d V b ) A c es un complemento relativo del olemento a en el intervalo 
lb, el, а condición do que b < a < с. En efecto, a A z = a A (d V b) À e = 
= (por ser modular el retículo L y a= b) = (а A d) V b) A e = (0 V D) A 
Ae = b A є = b. En virtud de la dualidad, tenemos a Y z = с. 

7.135. Si а > 0, entonces, o bien a es un átomo, o bien a > b > 0 para 
cierto b € 2. Sea с un complemento relativo del elemento b en el intervalo 
10, а]. Por inducción respecto de la longitud del intervalo [0, a] se demuestra дио 
los elementos b y e son ambos una unión de átomos, Pero, en tal caso esto es vá- 
lido también para a = b Y с. En virtud del problema 7.134, la afirmación es 
cierta también para los retículos modulares de longitud finita con complemen- 
tos. 


7.136. Por hipótesis del problema, b; ,, es un complemento relativo del 
elemento ау en el intervalo [0, ag] para todo i = 1, 2, +. ., n— 1. Por con- 
siguiente, а, A bis = 0 y a; V bi „у = a 41. Do la segunda igualdad y de la 
condición de que a, = b, llegamos а quo ар = b, V be Y. - - V bi. Sustituyen- 
do Ја expresión obtenida en la primera igualdad, obtenemos 

(bi V ba М... V bi) Л быу = О para todo dc 
Entonces, en virtud de la afirmación del problemn 7.124, b, 
independientes. 

138. a) está demostrado en el problema 7.103. Demostremos b). Sean 
bo y 0, los complementos de a en £. Entonces 

bo = ba A A = bo A (a V M) = (bo A а) V (bo A bi) = 0 V (ho A bi) 
r, ba < bi. Análogamente, bi = bo Л by, es decir, bi < by. Рог eso, 


Bar + a Dn son 


o 
es de 
bo = by 

7.130, En vista del problema 7.138, para comprobar el cumplimiento de la 
primera identidad de De Morgan basta demostrar quo 


(a Ab Л (а Vot = 0 y (аЛ) V (а V 0%) = 1. 


La segunda identidad de De Morgan provendrá de la primera рог razonamiento 
duales. Realicemos las operaciones correspondientes 


(a A b) A (a* Y Ье) = (por ser L distributivo) = 
а ЛЬ Ла) М (аЛЪЛ 6%) = (0 ЛЬ У (a A0)=0Y0 
y (a A b) V (а* Y Ъ*) = (por ser distributivo el retículo 2) = 
= (а Мае уе) Л (Уау ье) = (уе) Л (а у) = Л 


7.141. Demostremos que en cualquier retículo semimodular do longitud 
finita con complementos su unidad 1 es una unión do átomos. En efecto, si 
a es la unión de todos los átomos del retículo Z, entonces a* = 0, puesto quo 
esto elemento no contiene átomos. Entonces, 1 = а V а? = a V 0 = а, ез 
decir, 1 es la unión do átomos. 

Viceversa, sea L un retículo semimodular de longitud finita, en el cual su 
unidad 1 es una unión do átomos y a € L. Entonces, existo una sucesión de áto- 
mos ру $ а, pa <a V py ..., Lal que para cierto k se verifique a V pi V 
a. V pa = 4, es decir, r(a Y p У... V pa) = r (а) =k, de donde 
аЛ (жу... Ура) Sr (а) (рМ Ура) = т (а Мр М... 

V рм) = т (а) Ek — (r (a) + k) = 0. Por consiguiente, el elemento 
аё =p, М... V рк) es un complemento de а y, más aún, а у а* forman un 
par modular. | 

7.142. En el problema 7.135 ya hemos demostrado la validez de la afirma- 
ción del problema en una dirección. Demostromos su validez en otra dirección. 
бов L un retículo semimodular, en el cual cada elemento z > 0 es una unión do 
átomos, y a < z < b. Entonces existe tal sucesión de átomos ру, р... 
ра <b que (e V py V Pa У... Мл) Abra = 0 y = Ур, V pa У 
V Pa = b. Si ponemos z= pi V pa У... Ур. entonces, еп virtud 


o 


1. 


de la condición de Jordan—Hálder, ría Y 2) = r (a) -} n, yr (e 
= r(e) + n= r (b). Sea у= а У z. Entonces z V y:=xYaVi=:VY 
V z= b, mientras que z A y> аут (= Ay) Sr G) +r (aV a) -tr Y 
Уш) +r(a) t+ n — (© (2) + п) = r (a). Esto quiere decir que 
х Ay = a, lo que se trataba de demostrar. д 

7.146, Hágase uso de las afirmaciones de los problemas 7,109 (condición de 
Jordan—Hólder para los retículos semimodulares) y 7.98 (sobre el isomorfismo 
de los intervalos [a A 5, a] y (5, а Y b] en el retículo modular). 

7.147. Hágase uso de los resultados del problema 7.146, К 

7.148. d) Todo intervalo de un retículo semimodular de longitud finita 
es, ovidentemente, un retículo semimodular de longitud finita. Resta por de- 
mostrar que un intervalo arbitrario (a, b) del retículo geométrico L es puntual. 
Así pues, sea х Є la, b), х = а un elemento arbitrario, Veamos los átomos 
ауу Жа, Zn del retículo /, tales que т = z; ү... Y xp. Entonces z = 

zV a= (z V 0) V... V (zn У a). Por ser semimodular el retículo 
L, z; V a > a, метрге que z; Л a = 0. En electo, si z; A а = лү, entonces 
z; V а = a. De esto modo, z = sup {(z; V а) | z; É а} ез una unión de áto- 
mos del intervalo [a, 5), lo que se trataba de demostrar, 

7.149. Está claro quo b > a en /, cuando y sólo 
cierto р Є Л. Por eso, si b > а y с > а еп L, el clemen 
VíaVo= а\ур\/ т сїһго һу с сп б. 
mayor razón, en L. Esto significa que L 
condición del problema 7.114, ез 


do p> a Y p para 
Ves (Уп) У 


Таг. Además, es obvio que Les un retículo р 
longitud finita. Por consiguiente, ZL es un rel 
geométrico, 

7.150. El requisito do semimodularidad vo puede 
ser despri retículo (по forzosamente semi 


modular) de longitud finita con complementos 

lativos es puntual (увазе el problema 7.135). M: 
no en todo retículo puntual de longitud finita 

elomentos pres al menos un complemento (relnti- Fig. 7.8%. 

уо). En la fig. 7.8" se aduce un ejemplo de tal retícu- 

10: el elemento b no tiene complementos. 

7.151. Todo retículo L de longitud finita con complementos relativos es 
puntual (problema 7.135); la condición a) del 1 problema es equivalente a la 
condición de semimodularidad dol retículo Z (problema 7.112) y cualquier roti- 
culo semimodular puntual es un retículo semimodular con complementos rola- 
tivos (убаво el кн 7.142). Por eso, si para los retículos puntuales L demos- 
tramos 1а equivalencia de Jas condiciones а), b), с) y d), el problema será re- 
suelto. 


Sea ahora L un retículo puntual de longitud finita. 

а) = d). Ya está demostrada (véase el problema 7,128). 

d) => Б). Por cuanto Z es un retículo puntual, es fácil encontrar átomos in- 
dependientes py, ..., ра tales que ру У... V pa == а. Luego, por cuanto 
еу p entona тэ (ауд 9>0 ута sucesión py 

р, q по ез independiente. En tal caso no será independiente, en virt 
condición d), la sucesión ру, . . ., ра, q, р. Esto quiere decir que p > 
Apra e consiguiente, pla Vq y aVp<naVg. Do 
ау р= ауд. 

С) => b). En electo, si a < b < а Y р, entonces, рот cuanto £ es un reliculo 
puntual, existe en él un átomo q que está contenido en b y no está contenido on a, 
Está claro que a < a V q < b. De acuerdo con Ја condición с) del problema, 
aV p= b Y, Por tanto, à V p cubre a. 

) = a). En efecto, si а y b cubren e ( = a AM) y £ es un retículo puntual, 
existen los átomos р у g tales que сеу „с<суаєс 
De donde, e V p = a y c V q = b. Por eso, a Y b= Үт y este ele- 
mento cubre, en virtud de la con Va 


ostrar que para cual- 
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quiera € £ y cualquier átomo р € L. si b < а, resulta a b) = (a 

V b. En vista del problema 7.118, р <a, o a Y p леу 93 ds ЕВА 
р Ла= р, de donde (а Л p) V b = р Vb. Mas, уа quo 0а, entonces 
P V b<a, y, por consiguiente, a A (р V b) = b Y р. Si, en cambio, р La 


entonces p 4 b, ente, b Y р > b. Por eso, a A (b V p) =b 
= (a A p) V b, pues p À а = 0 cuando p 4 а. 

Viceversa, supongamos que pMa, єз decir, a A (b V p) = (a A p) V b 
para cualesquiera b < a y todos los átomos p. Por cuanto cada elemento del 
retículo es, por hipótesis, una unión de átomos, será suficiente convencerse do 
que si p es un átomo, tendremos p < a о bien a Y р > aen L, puesto que en 
este caso el retículo será, en virtud del problema 7.15, geométrico y, por con- 
siguiente, semimodular. Sea p4% b y supongamos que oxiste un elemento с tal 
que есь Y р. Si р < с, entonces b V p<e<b Y p, de dondo с= 
= v V р. En cambio, si p no está contenido en с, entonces е = e A (b V p) = 
tjat V ЛР = b. De suerte que b V p cubre'b, lo que se trataba de demos- 

таг. 

‚7.156. Condición а). Es evidente. Demostremos b). Para un subconjunto 
arbitrario В Є А sea b == зир B. Entonces r (b) < r (b V р) para cada átomo 
PEA puesto que b <b V p, Por ser el retículo £ semlmodular, tenemos 
г \р)-_г(Ф/\ р) &г r (р). Оо esto тойо, г (b V р) < r (b)+ 1, 
o bieh r (B) Sr (B U (р) Sr (8) + 1. 

Para demostrar la condición с), supongamos que b V p = b y b V q = b. 
Por consiguiente, b V p V q = b. De aqui proviene c). 

7.160. Supongamos que a~ 5 y elijamos entre todos los z € L, que satisfa- 
cen las condiciones a V z = b V z, y a A z= b A z = 0, un elomento z, 
en el cual r (z) = m os cl mínimo do todos los valores posibles. Soan ту, 

у + 2т los elementos do la baso del intervalo [0, z] del retículo Z. Entonces 
C = (a, b, zy, . . -; Zm es un conjunto dependiente, puesto quor (a V òV z) = 
= r (a V т) = m +- 1< m + 2. Mostremos quo cada subconjunto del conjun- 
to С es independiento. Do aquí se deducirá que C es un ciclo que contiene a y b. 
Sea ATENE a Wera YEY, y Ута dondo i= 1,2, ..., т. 

Entonces de b < a V тї se desprende que a \/ т! = b V zi, puesto que r (aV 
V al) = 4 + (m — 1) = r (b V 26), 10 que contradice la elección del elomen- 
lo х. De esto modo, para todo = {,2,...‚ m:a V b V zt = a V z = b V z. 
Por cuanto r (a Y b V 21) = m +1, cada subconjunto del conjunto C debo 
ser independiente. 


Viceversa, sea C = (a, b, Zi, .. ., гт) un ciclo del retículo £. Pongamos 
a= V... Vamo Entonces ауз ау уг уз, puesto. que 
r (a V a) =r O V'a) =r {a V bV ax) y aA z= оь pues, r (a 0 
Мое rE Sr Ey ару y r(b Az) <r (b) = r (2) — r (b 

PE] 


7.161. La perspoctividad es, obviamente, una relación binaria reflexiva 
y simétrica. Supongamos quo la perspectividad по os transitiva. Valiéndonos de 
a caractorización del problema 7.160, mostremos que tal suposición conduce а 
una contradicción. 

Elijamos en el retículo Z unos ciclos С, y C, tales quo el valor do | С, U С, | 
es mínimo entre todos los ciclos, рага los cuales existen los átomos a, b, e € L 
tales quo a, b € Cy; b, с € Сз, mas tanto a como b no están situados en ningún 
ciclo común. Entonces, on virtud de la condición с) del problema 7.158, se en- 
contrará un ciclo С; tal que a € С; де (С) СЪ“. {b}. Por cuanto CNC, es un 
conjunto independiente, resulta que С; d CINC. Por consiguiente, С; y С, 
so intersecan. De acuerdo con la elección de los ciclos С, y Ca, tenemos | С; U 
U С, | = | б] C, | y, en particular, CINC, = Ci. Análogamente, podemos 
encontrar tal ciclo С; que e € С; = (С) CIN (b). El ciclo С; debo interse- 
carse con CN C,. у, por tanto, С, y Cy tienen una intersección no vacía. Pero, 
entonces | С; {31 < ICi U Cai, lo que contradice la manera de ele 
los ciclos Cy y Cy. 

7.163. Observemos que si A U (р) es un conjunto de átomos del retículo 
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L tal quo p< sup А, entonces p~ а para cierto a € А. En efecto, elijamos un 
subconjunto independiente mínimo Л’ <= A tal que р < sup А’. En este caso 
А' U {p} será el conjunto dependiente de átomos, сп el cual cada uno de sus sub- 
conjuntos es independiente. Por eso A” U (p) es un cielo. Por consiguiento, 
p~ a para cada а € A”. Se ha considerado el caso en que р GA. El caso de 
PEA ез trivial. 

Supongamos ahora que no todos los pares de átomos del retículo geométri- 
co L son Serspectivos, Elijamos un átomo arbitrario a € L. Sea [e] = {РЄ 
€L |b~ а} y тү = sup [а]. Mostremos que [а] es un conjunto de todos los átomos 
del intervalo [0, гу]. Luego, suponiendo que z, Є £ es igual a la unión de todos 
los átomos del retículo Z, que no yacen en (0, :,], demostremos que L= 

= [0, 21] y Za = (0, z4] nos dan la descomposición del retículo L. En cíecto, 

elijamos un elemento arbitrario z Є L y pongamos z, = х A 1 Y 34 = х A 23. 
Рог cuanto el conjunto de átomos de los subretículos L, y La по se intersecan y 
los átomos de los intervalos [0, zı) y [0, za] se complementon еп el conjun- 
to de átomos del intervalo [0, z], entonces z = ту V т. Sean X, y X, las ba- 
воз de los intervalos [0, ту] y 10, =,], respectivamente. Si suponemos que X, U 
U X, es un conjunto dependiente de átomos, entonces X, U X, debo contener 
un cielo en el que figuran tanto los átomos de Zy, como los de Lp, lo que contra- 
dico el hecho de que ningún átomo de Z, es perspectivo a ningún átomo de Ly. 
Entonces, X, U Xs es el conjunto independiente de átomos y, por lo tanto, una 
разе en [0, 2). De aquí, r(2) = r (zı) + т (ra). Siri <a y т, S t satisincen 
la igualdad z= zV, entonces тсз у Sz, Además, r(5) + 
+ ra r()=r() r (z). De donde reer) y ri 
= r (24), y, por consiguiente, ny" 

Demostremos la afirmación del problema en dirección inversa. Supongamos 
que el retículo geométrico Z es descomponible con los intervalos correspondientes 

л у La. Elijamos unos átomos arbitrarios a Є L, y b € Ly. Si a y b son perspecti: 
vos, puede encontrarso un elemento z Є L tal quo а V'z = bV zya A х= 
=b A z = 0, Pero en esto сазо la representación de z = z, V ха con rela- 
ción a los intervalos L, y L, Пеуа consigo la igualdad (a V х) V 14 = s, V 
Y, (za V $) Por consiguiente, a V zı = zy y, de esto modo, a€ n < z. 
Se ha obtenido una contradicción con lo дие а A z = 0, lo que se requería de- 
mostrar. 

7.164. Hágaso us 

7.165. Supóng: 
es uno do los coniraejemplos con un valor minimo de la función 
r (e V y). Pongamos que и = y Y 2. Entonces r (и) = r (y) + 1. 

Si и = z V y, entonces, ovidentemente, existe un átomo x < z tal quo 
и= г Y y, es decir, ¿<x' V y. 

Si и < т Y y, pongamos т = н Л =. Entonces 7 V y = (и Ax) Vy 
u A (z A y) = u, puesto que A/ es un retículo modular. 

Por cuanto r àz Y y) <r (x М y), existe un átomo г’ < хл tal que 
2 < 7 ү y, lo que contradice la manera de elegir el elemento z Y y. 

7.166, Sea a~ b, os decir, a V 7=bV z yaVi=bAx=0 
рага cierto = Є M. Entonces 7 (= A (e Vd) = r (a V b)+ (r (a) ría V 
Vd V 2)) = 2 — i = 1, puesto que el elemento a Y b Y т = 1 cubre el ele- 
mento z en Af. Por eso ha de existir un átomo с € Af tal quec <a Y Вус ху 
y, por cuantoa A z= b A z = 0, entonces ac $b. 

Viceversa, sea с un átomo del retículo Af que es distinto de a y b y tal que 
с<а Y b. Entonces с єз un complemento relativo común de los átomos a у 
b en el intervalo (0, a Y b]. En este caso el elemento e Y (а Y b)* = z será 
complemento común de a y b, cualquiera que sea el complemento (a ү b)* 
del elemento (a V 6) en M4. Por consiguiente, a~ b, lo que se trataba de demos- 

таг. 

7.170. Hágaso uso de las afirmaciones de los problemas 

7.171. Es evidente que PG1 y РСА se cu len, con la part 
n = r (М). РСЗ puede no cumplirse. РС? es una consecuen 


de la solución del problema 7.163. 
que la afirmación del problema no es dio nya 
lo rango 


168 y 7.169 
ad de que 
recta del pro- 
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bicma 7.155, 
átomos del го! 
7.172, Н 
TAT y FAT: 
7.173. 51, la respuesta se deduce inmediatamente de las afirmaciones quo 
ofrecen los problemas 7.104 y 7.172. - 
7.177. Véaso el teorema 37 del $ 2, capitulo 8 [1]. 
7.179. (Dowling Т. A., Wilson R.M. «Proc, Amer. Math, Soc., 1975, 47, 
р. 504—512; Green С. e]. Cambin. Theory», 1970, р. 357—364). 
7.180, (Dilworth R.P, «Ann nf Маі», 1954, 60 (2), р. 359—304). 


ponemos z = q V 1, у = s, y z = u, donde p, q, s, t, u son todos 
culo modular geométrico A, 19 que se muestra en la fig. 7.14, 
aso uso de las afirmaciones quo ofrecen los problemas 7.163, 


$ 3. Funciones de incidencia e inversión de Moebius 


7.481. {= [* б=б * f. En efecto, Yz, yE Р tales que ху se tienen 

еб (е и D Рб, Die = be И 0 2 = у] = ge 
EY 

х бу, v) = f (z, y). Análogamente, (6) (2.0) = D бүл, Die 0) = 

аца, з) И Ге, y). Sen f.g, KEAP). Balones (e (F e M) (r, = 

= Y Menea y= D fía 2( D a Daq, и) = 


кй жек taav 
Ж (aga Mar) Y (жаш олш = 
gra e EEE 


IIS 
7.483. Véase el teorema 47 del $ 3, capítulo 8 [1], 
7.184. Por cuanto € (z, з) = 1 40 para cualquier г € P, entonces, en v 

tud del problema 7.183, € tiene una [unción inversa р, que es para ella una fun- 

ción inversa Lauto izquierda, como derecha. Por consiguiente, tal definición 

Че la función de Moebius es correcta. 

7.485. La función buscada es un с 
al resolver el problema 7,183, si so t 
k le, 2) = 1 para Lodo x € P. 

186. Dicha propiedad so cumplo para todas las funciones de incidencia 
en consideración, Se comprueba directamente. Para comprobar la igualdad con 
relación п la función zeta y la de Moebius, hágase uso de los resultados del pro- 
Мета 7,183. 

7.487. Рага a) y b) hágase uso del binomio de Newton; 


laria directo de las fórmulas, obtenidas 
en consideración la condición de quo 


охе, = D xt 23 t (1 = lx (2,2) A 0 cuando y 
mr 
sólo cuando т—<:= $} жа, 2) 008, y)=pmesto que { (2, y)=1 para 


—<г<у 
todo:<y= J; x(x, а). Pero, si x(z, 2) 40, entonces x(z, 0) = 0. 


pon 
La validez de 1а identidad с) queda demostrada; 


4) la identidad d) so obtiene de с) de un modo dual. 
Para e), 1), g), hágase uso de la siguiente fórmula 


Pa й= ул ПЕЛЕ ЕТ 
A AS 


que se demuestra fácilmente por inducción, como también de los siguientes ho- 
chos fácilmente comprobados: 


рага е): y (7, зу) (д, 22)... т (Eno Y) == 1 cuando y sólo cuando 
<<<... <qu<n 
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рага 1) ж (т, z1) ж (д, 
ESA SAS. 


© (акад 9) = 1 cuando у sólo cuando 
¿SS 

para д) Efe, 2) È (z, 0) = 1 cuando y sólo cuando z < z < y. 

7-188. Véne la demostración del teorema 48. $ 3.3 en [1]. 

71189. De [rAz, zVz) œ [z A z, xl X (2 Az, xl tenemos que f (r, 2) = 
БУ @ 2) fene): Por ser invartiblo la expresión, $ (z: 2) 3 0 para todo = E 
Por consiguiente, / (т, т) = 

7.190. En efecto, si /, g € А (Р) y p es un isomorfismo del intervalo lx, yl 
en [а, b], entonces 


(+e) (т, =f (z, 0) е (a y)=f ta, Б) 4 (а, Б) == (14-0) (а, b); 
(af) (r, 0) = 0) (x, у) а (a, 0) == (f) (a, b); 


(е a= D ба, aee Y) Meme em 


a пх516у 


= 2 (а= (т), Ф (2) (Ф (2), == т (0) = (/ * к) (а, М). 
Lo (OLLA 
7. ШЕ uso del re 
7. ‘odas las funcion 
álgebra estándar 5 (P). La pert 
directamente del problema 7. 
‚193. Sean f y д las funciones invertibles multiplicativ: incidencia del 
álgebra estándar S (P). Comprobemos que la función feg es también multipli- 
cativa. Admitamos que 


IzAy. Vul = (Ли, 71XI=Az. yl. 


alado del ССА тав: 
ia 
sie la función de Morb 


pertenecen al 
se desprende 


entonces (FeR) (Ли, турт У) IAv adele, зур) = (puesto que 
rx, AV 

NA IA 1V7] Xle, +з] у ок 

son funciones multiplicativas) 2 Л аЛа) Ау ЛХ 


хлусісхуу 
хб, г\/т) e (2, з\/ у) = (puesto que |z, г\/т] (Ar, т], (2, 2V4] 0 Ay, И 
у 1,665 (Р) = Fii UGAN:ADEGAZ 2) UAn AY) g EAN 
V 
YM (designeinos por € y respectivamente Де y «Ду; entonces zAy Luz 
y ZAY оу, puesto he zAGAN=zA0 ИЛЛ = Ло, AV =, 
УЛЕМ = у) = кзн #(«/\у, ч) би, 7) Уу (An ora n= 
тхл» 

=й An DUDA», 0, ез, decir, es Una función multiplicativa. 

Comprobemos que /-1 es tambi función multiplicativa. Mostremos 
por inducción respecto de 2 que la condición de multiplicatividad está cumplida 
para todos los intervalos de longitud по superior а 1. Cuando 2 = 0, esto es ovi- 
dente. Supongamos que esta afirmación es válida para 1 — 1 y demostremos su 
validez para 7. Examinomos un intervalo [2 Лу, т\/ у] de longitud 1. Entonces 


б= бту, түй = (f e (Av). у= зел, 2) 16, у) 


сулану 
> PEAD У Лу УУ о гу = 
ExAyS2<xV y 


(en virtud de la suposición de inducción y teniendo presente que /(=Vy, 


719=0= D PA AD EA Л 70, Va) 108, УУ 
NS) 

ЫЛ», тл = (ет virtud de que [2, =Yzx]=[zAr, 7], lo, гуу] 

SiAn yl y А 11650) = ES] F (Ди. 2ADÍGAz, т) (As, 


EXA VY 


зо! 


aNu) f (Ay, 9417 (Лу, =Vy)=(designemos por u y respectivamente vz Ax 
y zAy teniendo presente que [zAy, Уу] = [TAn х] х [xAy, у] y f(z, 7)=1 
para todo 7EP)= Уу (Лу, ч) (и, 2) D Л эх 


ч:хду<и<х эхлу<чо<у 
A A NES 
эхАу<е<у 


х Уу (AY 0)/(u,2)+1* (Av, 7Vy)= (еп virtud de las fórmulas 
шаЛуи<а 

que figuran en la resolución del problema 7.183 y do que / (z, т) = 1 para todo 

z ЄР) = (PM (2и, з) (IA An + Àn т) (—| LEA эй 

Ж GAY DEP (An 2) + (Ay, 2Vy). Do esto modo hemos Ie- 

gado a que 


MAY «М — AY 2/7 (Лу, y) =0 
Por consiguiente, 
MEA ку) = 1 (A з) 17 (Ay, de 
y la demostración queda terminada. 
7.194. 
1, si a=b; 


a) Pla, 054 O, en el caso contrario; 
b) Yn, тє N tenemos 


4, si лету 
кл, mé —4, si m—na=1; 
0, en todos los demás casos; 
с) hágase uso del resultado del problema 7.25 y de b). YX, Y €P (Sn) 
tenemos 
(MIA, si Xs Y 


X, Y)= 
e й ( 0 en el caso contrario. 


, d) Sea 2 (п) un conjunto de todos los divisores enteros no negativos del 
número natural п, ordenado según la divisibilidad. De acuerdo con el teorema de 
unicidad del desarrollo de un número en factores simples, 


Diin) = D AD (PX XD (09). 


Por consiguiente, resulta suficiente calcular la función de Moebius para Y о), 
donde р es un número primo y а, un número entero. Pero el conjunto parcial- 
mente ordenado 9 (р®) es una anticadena 1] р | |р? |... | р“, isomorfa al 
subconjunto do números enteros (0, 4, 2, 2) de orden corriente, cuya fun- 
ción de Moebius ya está calculada en b). Por eso 


4, si i=j; 
R(t, рду —A, si j—i=1 
0, en todos los demás casos 
En virtud del problema 7.193, 
4, 
(0%, si papa -+ Pas donde р, Pas «+++ Pa воп números 
primos distintos dos a dos; 
0, еп todos los demás casos. 


В, т) = 
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asih, € B (Sn) Чепе exactamente k bloques, entonces p (л, 1) = (4) X 
x TVR уш Y, tenemos 

w n-{ (iaag 

0 еп el caso contrario 


ау 607 
(О). i 


sY; 


donde d (X) es la dimensión del subespacio X. 
) YX, Y < П, tenemos 


(00-90), si Х сү; 
еп el caso contrario, 


E, ”-{'; 


donde d (X) ез la dimensión de la arista de X. 
7.195. Fijemos х y veamos una suma 


s= У (йн, з)= X ( 2 19) 3). 
vyg Ex dai 


Aquí, en Jugar de g (y) so puso su expresión en términos de / (2). Cambiomos el 
т. do sumación y obtendremos: 


ўе Drev а= 1006, » 2 кф. 9-10), 2. Е 
БҮ уух 
em =I а-а, lo que se ralla de ES 


7.198, Hágase uso de las fórmulas de inversión de Moch; 
del problema 7.404 b). 
Hágase uso de las fórmulas de inversión de Moebius y del resultado 
obtenido оп el problema 7.194 c). 

201. Sea f, g € A(P) y F = бы = (жул... dondo п = 
=| В 1 y ц = f (zp ху), 814 = & (zp zj). En e caso basta mostrar que si 
ечен] т аг] = feg, donde a Є К, entonces // = F+ б, T= 
=a: P y Р = Р.б. Las primeros dos igualdades son evidentes. Comprobomos 
la tercera. Ба efecto, 


з y del resultado 


ру= ÈÌ Пава = E Flew зк) (Zn, ту) = (aprovechemos el que / (21, x,)=0 


азанда <, а T k<i, y а(х. Y 0 cuando т> ту, es decir, 

k>)= D Hen zas (on 2) SO Лб, а) баа, z) = 
йй) хм xy 

=p (z1, ту). 

7.202. La matriz triangular superior es le cuando y sólo cuando 
todos sus elementos que se disponen en la diagonal principal son distintos de 
cero. Las demás afirmaciones del problema no representan dificultades en demos- 
trarlas. Indiquemos! solamente que en la matriz /7 todos los valores propios son 
iguales a cero y la matriz es conmutativa. 

7.203. Hágase uso de los problemas 7.187 y 7.202. 


7.204. P Ba (=, 2) = D вл (5, 2) 5 (Ф (0), т 0) = 
2А (2) (у) ¿EA 
= (2) „2, „т“ plo) нобро), (00) Y Y на (6) х 
обе) 
PATION ИШ та igw), OU): En virtod de las propiedades del operador 


z< p(w) cuando y sólo cuando (2) < Ф(ш). Por eso Ёд (ф(2), ф(ш))= 
= Їл (2, p(w)). Aprovechemos este hecho y, además, alteremos el orden de 
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М, 


sumación. Entonces PA Mala Y (Qu (т, 2) La (z, 9 (w) Xx 
зеле «жо А 

хна (7 (w), eo) = Y da, 900) но (т (0), q (4). De aquí precisamente 
тше 


proviene la afirmación del problema, puesto que si z= q (т), entonces 
$, (т, 900) = бл (р (2), y 109) = 1 cuando y sólo cuando q (a) =p (3). S 
т< р (ш), tenemos que бд (2, 0 (10) = 0, puesto que т Æ Ф (w) para todo 
ш Є A, por lo que q (w) € Q, y z € Q. pues z no es un elemento -cerrado. 

7.205. Póngase en las condiciones del problema 7.204. А = P (5), 1 =Ø, 
y = S (está claro que Ø sorá 0, y el conjunto 1 del nto parcialmente ord 
nado Q) y hágase uso de la función de Moebius para el booleano del proble- 
та 7.194, 

7.206. a) 51 0 по es una intersección de coáto 
para todo z € L definamos el operad 


ss del retículo Z, entonces 
guiente: 


P(e) = inf ELl r е 1). 


Compruébese que q es un operador de clausura y 
problema 7.204 

El caso en que 1 по es una unión de átomos se obtiene por razonamientos 
duales. 

Se procederá de un modo análogo para demostrar b) 

Observemos que a) se deduce de b) de un modo trivial. En efecto, es sufi- 
ciente en b) poner z = 0 e y = 1 

7.207. Las afirmaciones a), b), с) y e) son válidas. De contraejemplo para 
la afirmación d) sirve el retículo con complementos relativos en la fig. 7,9, en 

la cual р (0, 1) = 0. Los números quo están 
al lado con los elementos x del rotículo en 
la fig. 7.147 denotan valores de la función 
de Moebius j (0, т). 

7,208. En virtud del problema 7.206, 
de p (0, 1) 52 0 para reticulos distributivos 
y modulares se deduce que ellos son geomé- 
tricos. Los retículos geométricos distributivos 
son álgebras de Boolo de rango finito, y 
cada retículo geométrico modular indescom= 
ponible es nna geometría proyecliva, la 
Enal es isomorfa al retículo de los subespas 
cios del espacio vectorial n-dimensional 
para n> 4 (problemas 7.109 y 7.172), Al 
Fig. 7.9 haber aprovechado las funciones de Moebius 

bd para el booleano y para el retículo de 

un subespacio del “espacio vectorial n-di- 

mensional, calculadas en el problema 7.194 с) y f), obtenemos la afirmación del 

problema. Indiquemos que los casos de n = 2 y n = 3 para los rotículos modula- 
тев geométricos requieren un análisis especial, pero ellos no son triviales. 

7.209. Sin perder la generalidad, podemos considerar que a < 1. Sea z € L 
tal que ¿Va = 1. Para un w € L arbitrario, w < z, definamos la aplicación ф 
del modo siguiente: 


e nso de los resultados del 


w, зі wYa<t; 
z si wYa 


ot=( 


1а cual será un operador de clausura en [0, z}. El conjunto de todos los elementos 
-cerrados de [0, 2] se denotará con Q. Entonces Q = {w € 1, | w = z, 0 bien 
2 <z y шуа <1 simultáneamente). Es fácil comprobar que Q es un reti- 
ento. 
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En vista del problema 7.204, tenemos 


ро (0, у= > и (0, ш) = У (0, ш) (75%) 
че тєшєє у wva=l 


Supongamos que F = {ш € L | Va = 1) es un subconjunto parcialmente orde- 
nado del рел at L. Notemos que z € F y jp (z, у) = p (т, y) para todos los 
xy y € F. Por eso 
ко (0, 2= Y pp (0, w). 
еш 


Apliquemos la 43 fórmula de inversión de Moebius (véase el problema 7.195) 
y obtendremos 


һе (0, 2= У) 10(0 ш) (и, 2). 
н 


En particular, cuando z=1€ F, tenemos 
Hr (0, 1)= У) но (0, ж) нр (о, 1) 
С 


о bien 


р (0, 1) = 3] ро (0, ш) p (w, 1) (7.61) 
чєшЛгүа-1 


Si en (7.0') sustituimos ро (0, w) por su expresión de (7.5'), obtendremos 


(0, 1)= у, (0, ») po, 1)= 


ад (ад 


ИВ «а Коло Ет 


Si logramos mostrar que ро (0, ш) = 0 рага cualquier w Є L, para los cuales 
ш\/а =1 уш A а >0, ol problema quedará resuelto por completo. Por cuanto 
do z A a = 0 y do ш < z so desprende que wAa = 0, entonces но(0, ш) + 0 
solo en los casos еп que ш\/а = 1 y wAa = 0, o cuando mw Є al, 

Si w Є Q, tenomos w V (Aa) <z. Además, si wV(zAa) < z, entonces 
{wV Aa) V or consiguiente, wV (zA a) € Q. Tomemos 
un coátomo arbitrario w del rotículo 0. Tendremos w < wV (24a) < z. De 
donde, w = wV (2 A a), o bien 240 < w. De este modo, z A а es una intersec- 
ción de todos los coátomos del reticulo 0. En virtud’ del problema 7.206, 
ando Aa + 0, es decir, cuando zAa > 0. 

7.210. Definamos, para todo a € L, un operador de clausura p: q (a) = 
= a\z. jangamos que Q es un conjunto de todos los elementos -cerrados del 
retículo L. Entonces, еп virtud del problema 7.204, 


у на (т 02), TUN, si z= (2): 
к. = і 
Ст (o siz<o(). 


| Pero, Ф (2) == V 2== y (= 
Asi, pues, 


(2 


2 ип (ШЖ че 


узу ESA 
(Weisner L. «Trans. Amer. Math. Soc 


1935, 


8, р. 474—484). 
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7.211. Si en la fórmula de Weisner (problema 7.210) ponemos z = 0, 
ге, , obtendremos para el caso а > 0 la afirmación a) del problema: 
La afirmación b) se obtiene de a) por inversión del orden. 

7.212. a) Se deduce directamente del problema 7.209. 

b) En virtud del problema 7.97, el complemento del elemento а del ro- 
tículo modular forma una anticadena: De aquí y del problema 7.209 concluimos 


que 


nO, D= Y 100, 3142, 4). 
real 


Si z€ al, tenemos ¿Aa = 0, aYz= 1, y 
= аЛа, а) е la, aVz= 1]. Do esto шой 


10, 1)=D)] 10, 2) н 00, а) = (0, а) У) 1(0, 2). 
© Кт 

с) La segunda parte de la afirmación с) es equivalente al siguiente hecho: 
si y cubre z, entonces las funciones p (z, y) y p (z, г) tienen signos opuestos, 
Cada intervalo [z, y] del retículo geométrico es un retículo geométrico. Por eso, 
sin perder la generalidad, se puede considerar que z = 0, y = 1 y 2 es el сойо- 
mo del retículo L. 

Demostremos la afirmación por inducción respecto de r (L). Si r (L) = 1, 
entonces р (0, 1) == —1. Si r (L) = 2, entonces н (0, 1) = 1. Supongamos quo la 
afirmación del problema es válida para todos los reticulos Z con r (L) < п — 1. 
Sen Р un retículo geométrico con r (P) = п, y a, su átomo arbitrario. Todos los 
complementos del elemento a en Р son coátomos del retículo P, Efeotivamente, 
sea z Є al, os decir, 7 Aa = 0 y ax = 1. Entonces, de la desigualdad para Ја 
función de rango en Un тейеш gooméirico r (Va) +7 (2 A a) ST (0 + 
-+ ғ (а) obtenemos que si a V z = 1, entonces п < л (х) + 7 (а), es 
decir, r (z) > n— 1. Los coátomos del retículo P forman una anticado- 
na. Además, en virtud del problema 7.155, zMa рага Lodo z€ al, es decir, 
10, al ex [z, 1). Por eso, del teorema de Crapo (problema 7.209) tenemos p(0, 1) = 


= Hro an i= Ў) н (0, 2) 1 (0,0) = н (0, а) У) 1(0,2)= 
өз sal stat 
= — Y 10, 2). El rango de todos los intervalos (0, 2) es igual a n—4. 
agat 
Por eso, con arreglo a la suposición de inducción, todos los sumandos pı (0, з) 
son distintos de cero y tienen un mismo signo. Por consiguiente, p (0, 1) s 0 y 
tiene el signo opuesto al de p (0, =), lo que so trataba de demostrar. 

d) Hágaso uso del valor de la función de Moebius del booleano (problo- 
ma 7,194 c)) y de la afirmación de Р. Hall (problema 7.206). 

7.214. En virtud de la simetría, es suficiente comprobar sólo las primeras 
afirmaciones tanto en a), como en b): Sca z € P, entonces, de acuerdo ооп la do- 
finición de la correspondencia de Galois, z < то (z), y por eso, о (z) > ото (z). 
Por otra parte, о (z) € L y, por consiguiente, o (z) < ото (х). Esto siguifica 
que о (z) = ото (z) para cualquier z € P. ч 

Demostremos ahora la primera afirmación do b). De acuerdo con la defini- 
ción de correspondencia de Galois, ҳо (z) > z рага todo х Є P y siz < y eu 
P, entonces о (z) > о (y) en L, y 10 (т) < 10 (y) сп P, es decir, то es una apli- 
cación isótona. Además, en virtud de a), тото = то, lo que se trataba de demos- 
trar, 

idad 215: Demostromos al principio que para cada y € P so verifica la iden- 
чаа 


en vista del problema 7.08, [0 = 


Ў) бра (а), 2) =. (а, о) (177) 
xro 


donde ¢ es la función zeta del conjunto parcialmente ordenado L. La identidad 
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ехідопіої(7.77) es equivalente a la 'nte afirmación: т (a) > y en Р cuando 
y sólo cuando а < о (у) en L. Lo último se desprende directamente de las pro- 
piedades de la correspondencia de Galois. En efecto, si т (a) > y en Р, enton- 
сез ar (a) < о (y) en L, pero a < at (a) en L, por consiguiente, a < © (y) en L. 
Análogamente la demostración se realiza en la dirección inversa, 

Apliquemos la 2% fórmula de inversión de Mocbius (problema 7.196) a 
(7.7) respecto de P y obtendremos que 


бра), = У) npl 2) (а, 0(2). 
zefx>v 
Para y=0 tenemos 


бра), )= У) ир(0, гуфь(а, о (2)) (18% 
а 


La función бр (+ (a), 0) toma el valor de 1 cuando y sólo cuando т (a) = 0, y, 
зі зо tiene presente la suposición del problema, cuando y sólo cuando а 
Рага Lodos los demás valores de a tenemos бр {т (а), 0) = 0. Por eso 


бр (т (a), 0 = 1 — np (а, 1). 


Escribamos ahora (7.8') еп la forma 


1—np (a, 1) = (а, 0(0)+ У) нр (0, з) tr (а, а (2). 
хей» 


En virtud do la suposición del problema, E, (а, о (0)) = фу, (a, 1), y Ey (a, 1) = 
=1 para todo a € L. Por consiguiente, 


~ne (a, 1)= У) ир(0, з) te (a, 0 (2). 
o 


хей) 


Por cuanto E = ô + n, entonces p = 
do que 01, tenemos 


8 — иң y, por consiguiente, consideran- 


mo 0) = = Уу 00, а) ne (а, 1)= У mO о) х 
а 1:0<а<1 «Е1:0<а%1 
х ( У) url, 96.001) 5 D ми (0, z) nz (0, a) х 
хєйтк>о EN) 
X EL (a, 0 (2) = (cambiamos el orden de la sumación) = У) нь(0, 7)X 
хей» 
х 5 HL х (0, а) фи, (а, о (2)). 
а61,:0<а<і 
Por cuanto У HL (0, а) EL (a, а(а)) = 61, (0, о (х), entonces 
ае б&а<1 
в.00, 1) = У BrO 2) 5.00, 0 (0) = D Oa) 
хее xermáto=o 
Además, 


51 (0, 012) = 01 (о (ту, 0). 
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Por eso, 


р 00, 2) tr (0 (2), 0). 
хєйгх>о 


La demostración de la afirmación del problema está completamente terminada. 
7.126. En lugar de Р examíneso un conjunto parcialmente ordenado P*, 
dual respecto de P, y so del problema 7.215. 


$ 4. Problemas mixtos sobre 
conjuntos parcialmente ordenados 


7.219. Observemos que si, realizados d desplazamientos de todas los n 
cuentas de vidrio «por un círculo», se repite la «configuración de colores», d será 
divisor del número п. El número menor de desplazamientos que conducen a la 
configuración de partida lleva el nombre de período, Sea una cadena de longi 
tud n y período d. Obtendrs al realizar los desplazamientos, d diferentes 
cadenas, incluida la inicial. Uniendo los extremos de cada una de estas cadenas, 
obtenemos un mismo collar. Notemos que solamente estas d cadenas nos dan el 
collar dado, 

Sea M (п) el número de collares de longitud n y sea m (d) el número de ca- 


denas de período d. Entonces Af (n) 


у) Lom (6) y A (я) = K, Aplicando la 
Кеш 
s (problema 7.19 


m= У һ (Eu. 


xima 
„4 ГА ЛЛЛАЬ, 07 ad 
De aqui M (n) = Уу (2 к (+) De (2) ki, donde 
dan © эшм азаа 
о (5) es la función de Euler; p(z) es la función de Moebius de la teoria 
de números que está ligada con Ial función de Moebius de un conjunto parcial- 


mente ordenado de divisores de un número natural, ordenados según la divisi- 
bilidad, de la manera siguiente: 


1% fórmula de inversión de Мое 


5), obtenemos рага n = 


т 


к=к, m=n (F), si z= 


T 


7.220. Muestrese que el problema de partida es equivalente a Ја búsqueda 
del número de permutaciones de o elementos (1, 2, . . ., п) tales que o (1) + (у 
а (i — 1) i рага i= 2, 3, ...„ n y о (1) + i, 0 (л) 41. La respuesta es: 


S (tn 
2 k 


һ=0 


2n—k 
( T Jea 


7.222. Todo grafo G puede ser pintado empleando А! procedimientos, 
donde V (б) es el conjunto de vértices del grafo G. Además, cada coloración de 
este tipo será correcta exactamente para un solo subgrafo J/ Є L(G), obtenido do 
G por contracción de las aristas con vértices igualmente pintados, De este modo, 


Wo Уу РИ, А). 
пецёхи<е 
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Aplicando la 1% fórmula de inversión de Mocbius (problema 7.195), tendremos 


РС; y= Уу "Y", су, 
перис 
lo que so trataba de demostrar. 

7228, а) х( (Sn); 1) = (z — 0% 

bj (2095 == —4)%, si n= д... Pa dondo py son números 
primos diferentes. 

7.224. Hágase uso del problema 7.193. 

7.226. k) Escríbase la identidad {2 + н = Len el álgebra de incidencia del 
retículo (Vn, <=) y hágase uso del valor de la función de Moebius calculado en el 
problema 7.194 f). 

7.227. Рог ser modular el retículo £ (Va). de r (а) = n—1 ya A 2=0 
во desprende que г (2) = r (z V а) +r(xA а) — r (a) = r (z V a+0— 
— (n — 1) <n— (n — 1) = 1. De este modo, r (z) = 1, es decir, z es un áto- 
mo еп L (Vp) o bien un subespacio unidimensional en Vn. Por cuanto а es un 
subespacio (n — 1)-dimensional de Vn, entonces | a | = 99. Por consiguiente, 
el número de vectores de Vp, no situados en a, es igual a q" — "71. Cada subes- 
pacio unidimensional contiene exactamente (q — 1) vectores. Por eso, para cada 


m-i 
subespacio а de dimensión n — 1 existen == “7% diferentes subespacios 
vunidimensionales z tales que = Ла. Así pues, el número buscado es igual a "=, 

7.228. Si F © (Vp, (0), =) es tal que YA, B € F, A N B =Ø, entonces pa- 


апо аах = [к] 
Si Рс (Va (9), с) es tal que VAB є F, 


n> 2k42 о рага n>2k+1y9>3 


A лғ 
máx |F] = 29: 
[Hsieh W.N. Discret. Math., 1975, 12, No 1, р. 1—16.] 
7,229. Sean di, ..., dm diferentes del número N= pf" руль entre los 


cuales no hay ningún par de divisores recíprocamente primos. En este caso 
n һ h 


si R= [| ч, entonces máx m= + Y) máx {п rip | ч, 


imi jes jas 
la sumación se realiza respecto de todos los subconjuntos (ir, ++., in} del 
conjunto (1, ..., п}. En particular, si N= ру... ph, entonces 

У (i)e n= 1 (mód 2), 
кект. 


(п) 5 (Ja n= 0 (mód 2), 
а-та 


im (А П В) > r, entonces para 


donde 


шіхт= 


lo que nos da, рага r = 1, 29-2 [Erdós 


In; Comb. Theory and 
its Appl., Colloq. Math. Soc. J. Boly 
р. 369 -.376]. 


red N — I P. С. 1974, 
7.230. Sea n= (41, bin y 
ит 


Y) т=п. Cada partición o € [x, 1] del belliano B (Sn) se obtiene de л me- 
e 


Schonheim 
‚ Balaton! 


ANO) Є 9 (Sn), 1411 =m para i=4, 
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diante la reunión de dos o más bloques. Por eso, [л, 1] = 3 (Sym). 
Por otra parte, cualquier partición 1 Є (0, л] puedo obtenerse fraccionando 


log bloques de partición л en partes menores. De este modo, [0, al es 
||, (Sa). De aquí precisamente so deduce la afirmación del problema. 


ist 

7.231, Hagamos uso del problema 2.95. Cada permutación del tipo (ац, . . . 
+ « -+ ад) engendra la única partición del mismo tipo, a saber, Ја partición en 
ciclos. Viceversa, а toda partición л € 8 (Sn) del tipo (а, - « =, ал) 10 corros- 
ponden (11) (213%... [(1— 1) permutaciones cuya descomposición 
cíclica coincide соп л. Por consiguiente, el número buscado es igual a 


[шиг = - 
[| (ай) i= 4 | Кали)“ 


100 
7.232. En virtud del problema 7.230, 10, л] ес || æ (б) у 15 Пес 


B (52). De aquí 
Ге 
HO, лн = і Bin) y Ma, 11—806 (0). 
i= 


donde B (n) son los números do Rell. 

7.233, 1) Escríbaso la identidad {* * u = en el álgebra do incidencia del 
balliano 2 (Sn) y hágaso uso del valor de la función de Morbius calculado оп ol 
problema 7.194 e). 

7.234. El número de todos los grafos marcados simples соп л vértices es 
Igual a 26%), Sea $„ un conjunto de vértices dol grafo y л € B(S), dondo 8 (Sn) 
ев un belliano. Supongamos quo / (л) es el número de grafos marcados sobre Sn, 
cuyos componentes conexos definen la partición del conjunto 5 en bloques de л. 
Entonces ві (ар... ». ал) os el tipo de la partición o, tenemos 


Al aplicar la 4% fórmula do inversión de Moobius (problema 7.195), obtendremos 


> [ч @1 


19= D 27 кча, о), 
п бао 


donde (by, .. ., Bn) ез el tipo do la partición л. 
El número de grafos conexos simples es igual a / (1), dondo 1 es la unidad 
del belliano (Sn). Do esto modo 


E (a) 
10= Y а, 09212 , 
лє 5,0 
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у, en virind del problema 7.494, e), 


pr ip th йә (E )-) 


a 


Sustituyendo la expresión para la función de Moebius en / (1), obtenemos la 
idontidad buscada. 

б. Por ser el retículo К distributivo, para todo z € [аЛЬ, аЬ] tene- 
mos ta (Aa) V (AB) = z AlaVb) = z y (z V a) Л (Vb) = zV (aAb)= 
= 2, Además, (z Л a)A(zAb) = z A (aAb) = ад y (амур = д\/ 

Y(aVb) = aYb. Por eso, por ser la función p submodular, рага todo z € 
€laAb, аур] tonomos y (= Ла) + н (ЕЛЬ) > р (Ла) V (Ab) + n (2 A 
ЛАЛЕЛЬ) = p (2) + p (aAb); 
B (zVa) + p (zV b) > н (Ма) V (2V0) + p ((2Va) Л (Vb) = 
= p (aV 0) + nta; 
к (7) -+ p (о) >p (Vo + н (Aa; 
к@+ > n (туз) + AD). 
Al sumar todas las cuatro desi btendromos p (a) + p (b) > 
nto ти үлү его, por hipótesis del problema, j (а) + p (b) 
= (ayb) л, Por consiguiente, en todas las cuatro des pa didos 
segundos miembros son iguales a los primeros, lo que se trataba de demostra 
7,237. Es suficiente demostrar la afirmación para los intervalos transpus 
tos. Sea a, b € L. Entonces, la aplicación y (z) = =/Ла = y, dotormina: 
sobre 1, aVb) define una aplicación isomoría de |b, aV b) сп (e AD, a) (vénso ol 
problema 7.98). En virtud del problema 7.236 с), para todos los z € (0, ау] 
tenemos 
K (aAb) + р (2) = p (Ла) + p (Ab) = p (9 (2) + p (0). 
Do aqui 


dade: 


1) — p (Y (2) = p (b) — p (a A b) = pta V 5) — p (a) 


para pualoaquiora intervalos transpuestos [b, a A b] y laAb, 
7.238. Hágase uso de los problemas 7.146 Y 7.237. 
7. 20: Hágase uso de los problemas 7.147 > 1.238. 


7.241. Tenemos 2w = p (yy) + I (y) = SE ач б) + Y) enu ба) 
ГЕП 


Ш 


m 
=J} e (ti (y) mu (va) > (siendo submodulares las funciones pu) > 
Е 


> аши V rta би A зз 


Мм) 4-3) S co MA vd = 
as 


lei М) (mA e) > (por cuanto w es el valor mínimo de р (2) > 

> w4w=2. 

Por cuanto р (y Vya) + SA 

entonces н (и Y ya) = p A 
7.242. De la igualdad 


a) = 20, и (Мз) S e Y MA Ya > o, 


и) = ш. 


D себе (ys) Аа (00) = DE «(н (a V yd (и А) 
а Я 


260378 401 


(véase problema 7.241) y de que с; >0 para todo i, = 1, 


Me Ол) de Соз) == pu (ya V vader (лз A уз), 
lo que se trataba de demostrar. 


7.243. Sea v=min {$ чч] y wm ($ н) 2 Por 


‚ m tenemos 


hipótesis del problema У) сци (y) =w, y У) епи (y) =00*. Por consiguiente, 
> y 


ar 


ww = Y 


а 


AS у=" (ei u б-ны) |+ 


a m 
+ Y lamu (Ae) mE D etu d (079) > (por 
0 


+ ты 


А 
ser Ја función jų (=) submedular) > X} ley ci) іч (Aei u lo М + 
ЕП 


ж WAM +, Ў ¿a Уны w Л УЭ A ient 
Е 


m 
+ $ eul V v’) (y Ay") = (sumemos y restemos de las sumas obtenidas 


Еа 


3 emy Av) Y] mw V= X, eu у Ad У) еа ууу) + 
ЕП 8 = a 


1, 


+ y бег qu 00 cipi (у A и) eau (y A de і Mei — ei) pi (и) + 
m i 


г 


т m 
+ ear y V yeu V= Den w AA D сш Van 
Е 


г, a 
+5 (AA Y) (1—0) би (4) —tu (y V y’) > (cuando 
1 оа 
=4,..., p, afirmamos que (с; — е) > 0 y qu (у) — н (ИЛИ) > 0, puesto 
que ju son funciones modulares no decrecientes e y > y Ay еп К; cuando i = 
=p+4,.... q, айгтатоз que (с; — с) 2 0 y p (y) — p (Vy) 2 0, 
puesto que p; son funciones submodulares no crecientes оу < yVy' еп К) > 


>}) amw AO) ci (y V y) > 1040". 


De aquí, por cuanto las expresiones primera y segunda son iguales, tenemos 


D сш (ЛУ) У) суы у y) ош", у, 
a a 
por lo tanto, 

> ашо Лу) ш y Y) с (y Му) =", 


es decir, y Ay EL (er 0... ст) у, УМЕ L (ef, ..., ст). 
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Más aún, queda demostrado que 


Y Фаш + D iu w) = № сда т ль?) + O Vx 
E ГЕП ГЕП ' 


ты 


А a á 
х Ў еа (ч (0407) D amdui D син) 09) = 
a “и 


5 * 
= ейи бүз) + моло) + VAR AN + 
ё PA 


+ Y) см (у V р) AyD 
ieot 
En virtud de la última igualdad, obtenemos, teniendo presente que las 
funciones p; (5) son submodulares y que c; > 0, e; > 0: 


PDA 07) = т; UVa) b e A у) 


para cualquier 6, i= 1,2, +... m, lo que se trataba de demostrar, 


Capitulo УШ 


MATROIDES 


$ 1. Conceptos fundamentales y ejemplos 


8.3. B (Up) = И 51141 k); 
Є (Urn = {А 5А 
Э (01) = И 51А 


8.6. 
a) Supongamos, por ejemplo, que los primeros k vectores ty, 
к <n, son linealmente dependientes, es decir, que Ayu, E +. + Аш 
donde'no todos los A; son iguales a cero. Al poner, entonces, A w 
б, = An = 0, oblendremos una combinación lineal по Lrivial Эди, + 
Ааш +.. F Anin = 0. 
LA afirmación b) ве" deduce directamente d 
€) Supongamos, por ejemplo, que en Ja тейм 


a) (reducción al absurdo). 
ón A+ +. Ана =0 se 


tiene Ap э® 0. Entonces un = -{-=- Ек Ja эса 

d) Sea, por ejemplo up = muy +... + paga; AL poner А, 
= а... Ма = Ani An = —1, obtendremos Aiu; Б... F Antip = 
con An # б. А 

в) La combinación lineal по trivial үш +... + Anun + сш = 0 con 


а + 0 nos da, en virtud бос), lo que necesitamos, Si, no obstante, a = 0, en- 
tonces ау =... = an = 0, puesto que из, ..., Un Son, por hipótesis, 
nealmente independientes 

La afirmación () so deduce directamente de о). 

8.7. Las condiciones, (И) y (i2) para el sistema Y se desprenden de la afir- 
mación b) del problema 8:0. Para (¿3) basta mostrar'que si A, B € Y y | B | 
== | A | + 1, entonces se encontrará un vector о Є BNA tal que A'U {v} Є J. 
Supongamos que la últ mación no es cierta, por ejemplo, para А = 
= (uy Esto signi че para сайа, i= 
dd o чл). о bien el conjunto de vectores 
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(lx ..-› ums с) es linealmente dependiente. Por consiguiente, existen ау € F 


tales que 


Y «ни donde i= 
A 


2, „т 


Formemos una combinación lineal de vectores v; con los coeficientes В, Є F: 


met тм ут mom 
У ри У м (У ат) = > ( > abi) uj, 
a i ЕП A 
y examinemos el sistema: 
met 
Y aybi=0, ј=1,.. т. 
a 


Por cuanto el número до incógnitas ß; es superior al número de ecuaciones, еї 
sistema cuenta con la solución no nula ($2, ..., Ве). Llegamos, pues, a Una 
combinación lineal no trivial 

Вара... В 


по obstante, a la condición de que 2 € Y. Por con- 
бп (13) tiene ligar para el 


mam 0, 


cuya presencia contradic ri 
siguiente, nuestra suposición no es cierta y la condi 
sistema Y. 

8.8. La primera afirmación se deduce de que el determinante no es igual 
a cero: 


Cuando Е 
пёпео Uss 
8.9. с) Sea Y Ai (ur —u)=0 yY) M= 0. Entonces Y) Ми = (5 u) “æ 
a E m 
un, independientes de manera alin, 
¿Min —u son independientes de un 


O, y, por ser los vectores 
Xn=0. De este modo, 


d) los vectores иу, ..., un son independientes de un modo afín cuando у 


м0 se deduce que M=. 


21 


sólo cuando de У Ayuy=0 y № 
Aa 


n-i 
Ny ) им =20 se deduce que M= 
ч 


пл! 
o bien si у sólo si de У) 


= 


=...=An-1=0, o bien si y sólo si de Уу 


—un)=0 se desprende que 


An-1=0, es decir, si у sólo si el conjunto de vectores 
шш, ут, Un-1— un} es linealmente independiente. 

с) Петозігетоз por reducción al absurdo. Supongamos que la afirmación 
no es cierta. En tal caso el conjunto A se contiene en un subespacio lineal 
(п — 2)-dimensional У de L. Por consiguiente, el conjunto de vectores {шщ — 
Polis vipi danën) es linealmente dependiente, puesto que yace en Y. 
Pero, en virtud de d), el conjunto de vectores up, - ., t, es dependiente de un 
modo afín, lo que contradice la hipótesis del problema. 
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R.10. Las condiciones (11) y (12) Че la definición de matroide para el siste- 
та J so desprenden de la afirmación a) del problema 8.9. Demostremos la vali- 
dez de (13), ез decir, que рага A, B € J arbitrarios, donde | B | = 1 A 1 1, 
existe vE BNA tal que A U (o) EY. Sean А = {щ,....ш„) y B= 
= {r >: «+ On s1} los conjuntos independientes de un modo afin. Entonces el 
conjunto [y — tn» + > т„,у— Un) sera también independiente de un modo afín 
(prablema 8.0 c), y, en virtud de la afirmación е) del problema 8.9,-podemos 
considerar (sin restringir la generalidad de los razonamientos) que B" = (0, — 
— Un Va — tn} es un conjunto linealmente independiente. Debido а la 
afirmación d) del problema 8.9, el conjunto de vectores А” = (шщ — nn, + 

s Hn- на) ез también linealmente independiente, Además, 107 | 
LATH 4, pero, entonces, en virtud del problema 8.7, existe un £, € 
1... a m, tal que ol conjunto A” U {vi — н, ) es linealmente independiente. 
о bien, lo que es equivalente (problema 8.9 d), el conjunto (иц... н, ti} 
es independiente de un modo afín o A Y UA 

8.11, Se demuestra igual que el problema 


met 

Un sistema У) ajmfi=0, j=, .... т. donde д. тр son números 
КЫ 

enteros, tiene solución entera по nula (7, efecto, al hallar la 


solución racional ма nula (Bj, ..., Pinos) multipliquémosia por el denominador 
común de los números [у,..., Bme! y obtendremos los valores enteros do 
B Blu sı que son precisamente las soluciones del problema, 

8,12, Por ejemplo, }/2 y 1/3 son números algobraicos; y л y e, números 
reales transcendentes sobre el campo de números racionales. 


R.13. b) Convengamos on considerar que ay, + + -, an ~ Stán unidos al cam- 
ро F. Entonces b depende algebraicamente de a, sohre el campo F (ap... 
++ An ~i)» 98 decir, tiene lugar la correlación algebraica 

fo (anh OM 4 fy (алуд”"-1--...--{мўал) = 0. (8.4) 

Escribamos esta ecuación según las potencias del elementa a, y obtengamos 


во (ад (raid Hen (00. (8.2) 


Por hipótesis, el elemento b es transcendente sobre el campo F (аз... ., ан), 
Por esta razón no todos los polinomios ga (b). . + .. £a(») Son ¡dónti 
les а cero, puesto que en el caso contrario ol primer miembro en (8.1%) sería 
idénticamento igual а coro, os decir, so veri s igualdades fa (an) =... 
эж 1" (an) = 0, lo que contradice la hipótesis. De aqui, en virtud do 
(8.21), el'elermento an depende algebraicamento de h sobre el campo F (а... 
аһ). 

4)'$1 / (а... an) = 0 tiene por corolario suyo el que el polinomio / 
es igual a cero, entonces, evidentemente, ninguno de los elementos a, puede ser 
algebraicamente dependiente de los demás ау. 

Al contrario, supongamos que los elementos aj, .. ., an son algebraica- 
mente independientes. Si f (а, + « «+ ал) = 0 y si el polinomio / está dispuesto 
por potenclas del olemenio s4, entonces los coeficientes / (дү, пгт) de 
este polinomio resultan ser idénticamento iguales a cero. Dispongamos estos 
coeficientes por potencias del elemento an-ı y do la misma manera establecoro- 
mos que sus coeficientes son también idénticamente iguales a сего; procediendo 
de esta manera, llegamos al fin y al cabo a que los coeficientes del polinomio f 
son nulos, 

8.14. Hace falta comprobar que J satisface las condiciones (И) — (13) en 
1а definición del matroide. La demostración de (И) y ((2) se contiene en la reso- 
lución del problema 8.13 d). 

Demostremos (13) por reducción al absurdo. Supongamos que А = (а... . 
ан) B = (by, >... bass) € J, mas para todos los by, } = 4... п, 
el conjunto A U {0;) £ J- Llegamos, pues, a una contradicción dobido a que el 
conjunto B es algebraicamento independiente sobre F. Еп efecto, sean (ay, -~ - 
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ушен аң} у {òn 0 Ваа) dos conjuntos algelraicamente independientes 
sobre el campo Ё y sea by algebraico sobre F (а... ., ay) para j = 1, 
‚у n44. Demostremos por inducción respecto de К que соп una reenumera- 
ción adecuada de los elementos a; y bj para cada k < n tenemos que 


el elemento by sı es algebraico sobre F (Bj, <<, Bs anons +o а (8.3) 
ol elemento ap es algebraico sobre F (bj, +... Ups акы, + +++ ал) (8.40) 


Cuando k = 0, la afirmación (8.3) es evidente, mientras que en (8.17) no se 
analiza, Supongamos que рага k > 0 las afirmaciones (8-3) y (8.47) son ver 
dicas; demostrémoslas para k + (7 Por cuanto el elemento by o es algebraico 
sobre Р (Dj, » о, Bao акы, > + es an) у el conjunto (by, -< =» буу) es algebrai- 
camento independiente sobre Ё; entonces de la solución 
зе ve que existe un elemento ay (puede considerarse sin res! 
do nuestros razonamientos que = k 4 1) bajo la condició 
sobre F (Dj, > s, буаз пк уз, > ++ An), lo que demuestra (8.47). Do este modo, 
para сайа ll, ГЕ 4700-2241, о elemento a, es alzebraico sobre el campo 

(bis ++ Dio аруу, г. an). Aplicando reiteradamente el problema 8.13 ©), 
Певатов a 'que cada elemento a; 1 E o Ар 1, depende algehrnicamente 
E Y AA Жыла асани ba +2 depende algobraica mente do 
ты. ау, el elemento ay йере) le debi: > 0, Bas буа + + 

¿Can рата todo т de +... k-i 4, Por eso, en virtud del problema 8,13 ©), 
y «a depende algebraicamente sobre £ de by. уу ha sy. ap s an, lo que 
sirve de demostración en (8.9. La inducción queda finalizada Suponiendo ahora 
k= n, obtenemos de (8 es algebráicamento dependiente sabre el 
campo / de by, чо» adice la condición del problema. 

8.16. Supongamos а! contrario que By. Ba CB (А) y 1 Ву | е | Bl, por 
ejemplo. 1 B, 1 < | Bs 1. Entonces, en virtud de (13), existe un x € aN B dal 
que B, U (+) € J. lo que contradice el que 8, es la base del matroido, 

8:17. La valdez de (b1) para la familia ¿8 (М) de bases del matroldo AT зо 
deduce de que la hase es máximo. Ahora, si Da, Ву C.A (Му y r € By, entonces 

or eso, оп 


1 problema 8.13 b) 
gir la generalidad 
in «y es algebraico 


хь}, Ву == (21, 


pe Ths s bah, (и ЭЛҮ 
y Ву = llo Wns ук ус. сз, еп). Examinomos el conjunto Ву, {bn }- 
Para él existe, de acuerdo con (02), un z € By tal que (8,3 (0,1) U (2) € 8. 
512 € Y, entonces X U (2) Є Y. у la condición (¿3) so cumple. Siz q Y, exa- 
minemos el conjunto (1% (6, )) U {PN {bn -1 B’. Para éste existe, de 
nuevo en virtud de (i2), un z, € Ba tal que BUY (21) Є 8. € Y, entonces 
X U (1) € J. y (3) queda demostrada. Si z, € У, pasamos al conjunto (8° U 
U (aPN (dp -2). eto. Por cuanto | (bj, --.. ban) > | fe... ah 1, en- 
tonces, tras п pasos como máximo, obtendremo: situación on la'cual b; se 
sustituye por un elemento de Y. Por consiguiente, 7 satisface la condición (13) 
y J es una familia do conjuntos independientes del matroide, 

Es evidento que de bases en (5, J) sirven precisamente los conjuntos de B. 

8.18. Supongamos que se cumple la afirmación (02). Admitamos que 
Bi, В.Є 28, Ву Æ Ba, X = Ву, Ba © Y, y X = У. En la familia 9 de todos 
los conjuntos que contienen X elijamos By tal que Bg П Ba sea máximo por el 
número de elementos. Supongamos que existo z € B4\ У. Entonces, de acuerdo 
соп la suposición, existe y Є Ba tal que (Вз {1} U {y} € 8, y X= (Bas {r} U 
U (1), B2 N Ba E (BaN (=) U fy} N Ba. lo que contradice el modo de ele- 
gir Ba. Así pues, X © Pac Y y (027) queda demostrada. 
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rsa, supongamos que se cumple la 
primer lugar, que si Ву, Вз € 8 y | BNB | = 1, entonces | BB, | = 1. En 
efecto, sen quo z € BB, y А = Bi NB, = ÈN {z}. Entonces existo y € 
€ BNA. De aquí tenemos que B, > A U (y) © B, U (y) 2 Ву, lo que con- 
duce а la existencia de tal B, € 8 que (Эх. (2) Ù (0) = А U {y} = B, S 
© В, U (y). Por cuanto B os una anticadena, entonces Вз э В, U (y), у, 
por consiguiente В, = (B,N {т}) U (y) = B, у | BaN В| = 1. 

Ahora, supongamos que By, В, Є $, B, £ By € BIN Ву X = DN (т), 
Y = B, U X, Por hipótesis, se encontrará un B, € $ tal qua X = B, S Y. Es 
evidente que X = B, NB) y | BNB, | = 1. De aquí so deduce que | B,N 
NB, | = 1, es decir, existe y € Y = X U B, tal que Ву = X U (y). Está claro 
que y € В,. Así pues, (b2) queda también demostrada, 

8.19. Entre Lodos los subconjuntos Z © YN X tales que X UZ € Y elija- 
mos Zo con un valor minimo do | X U Zs |- Si] X U Zel < |Y |, exisle Уос 
SY, | У»| = | Х 0214 1, y, por cuanto J, entonces, en virtud de 
(13), ко encontrará un y € YN (Х U Zo) tal que (X U Zo) U (0) € J. El conjun- 
to Za U {y} contradice el modo de elegir Zo. 

8.20. 


irmación (027). Mostremos, en 


3 


8.21, 


8.22. Sea M = (S, Y) un matre unto finito $. Las afir- 
maciones (rf) y (r2) son corolarios triviales de la definición de función de rango, 
Para demostrar (r3) supongamos que X © A NB ев пп subconjunto indepen- 

diente máximo de A NB. Al extender X соп cle- 

A в mentos nuevos, obtenemos Y є А UB tal que X © 
© Y, e Y es un subconjunto independiente máximo 

X de A UB (véase la fig. 8.1”) Es obvio que | Y N 
ПАТТИ Па = ХЧ ТУТ, puesto que en 

el primer miembro de la igualdad están calculados 

у exactamente dos veces aquellos elementos de Y que 
yacen en X. Por cuanto Y es un conjunto indepen- 

diente, serán también conjuntos independientes 

Fig. 8.4%. Y NAC Y NB. Entonces |У NA|<r(4) y 
1Y NB] < 7 (В) conducen а que r (А) + r (B) > 

{ > РҮ +ГХ = UB) + r(A ПВ). 

Las afirmaciones (rá), (r5) y (r6) so obtendrán de (r1), (r2) y (r3), Anto todo, 
(rá) se deduce de manera trivial de (r1), si A = 9. La afirmación r(A) < 
< г (A U (а) es un caso particular de (+2), y r (А U (а) < r (4) + 1 se deduce 
de (r3), si ponemos В = (a) y hacemos uso del corolario (11) consistente en que 
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1 aplicar (r2) a los con- 
os A U (a yA Utb), 


8] 
(B; 
) 


r 
A 


ИСИС = а.а, Йә, 
б, haa), donde ey о By para cualesquiera, + y j Si A U (h) ES р 


+i. en 
virtud de (26), tenemos r (4 U (bi) U[b;)) = r (4) = ЈА J para ij = t+ 
+4, .. + k+ 4. Aplicando varias veces (тб), obtenemos 


r (B) Sr (AU {ba} 0. UD =1А41<1В\, 


10 quo contradice el hecho de que B Є Y. Por consiguiente, A U (04) € Y para 
cierto i, J satisface (13). Do esto mi (5, J) ез un matroide. No es difícil 
demostrar que su función de rango coincide con r. 

Por cuanto la función de valores enteros ғ", para la cual resultan ser veri- 
dicas las condiciones (r1), (r2) y (r3), satisfaco las condiciones (r4), (15) y (16), 
entonces r’ será precisamente la función de rango ғ del matroido ($, J). 

8.23. Si en el matroide de Vamos (problema 8.21) ponemos А = {b ру}, 
B = {en су), С = (dí, da), 2 = (аз, аз), entonces todos los conjuntos de cua- 
tro olomentos, salvo A UB, A UC, A UD, B UC y # UL хоп indepen- 
dientes. Por eso, ғ (4) + ғ (8) + r(4 UB UC) ++ r(A UB UC)+r(CU 
UD)=2+24+4+44+ 10, yr (A UB) + TA UC) rA UZ) + 
+r(B UC) г (В UD) =34 34 34:34 3 = 15, ез decir, la desigual- 
dad по ев cierta para el matroido do Vamos. Esto también interviene como demos- 
tración de que el matroide de Vamos no es vectorial, 

8.25. La validez de (et) so deduce de la minimalidad del ciclo y (е2) es un 
corolario evidente de (с2'). Demostremos ahora la validez de (27). Sea Cy, Ca € 
EG (М), Ci Cn хє С, ПС, е уєсС, У mtonces CaN (2) Е Y у 
CN (ае (Су U CaN fu). Рог eso, se encontrará un subconjunto indepen- 

i о B de (C, U CaN (y) tal que C N {т} = B. Por cuanto Суў Y 
de aquí se deduce que z € B, y, por consiguiente, Р es un subconjunto indep 
diente máximo del conjunto (С, U CN (2, у}. Análogamente, si #° es un sub- 
conjunto independiente máximo del conjunto С, U С, tal que GN (y) S В", 
entonces y ў B’ y В' es un subconjunto independiente máximo del conjunto 
(C, UCA {y}. Por consiguiente, si r es una función de rango del matroide Af, 
entonces r (Су U Ca) = r (С, U CaN ly (С, UCAN ta y) у, como 
(б, U CPN (y) = (С, U CIN (2) E Су U Ca entonces r (С, U CAN N = 
= (6 UCIN la у). Por eso, B U (y) es un subconjunto dependiente del 
conjunto (С, U CAN {z}, el cual contiene y, en tanto que la extracción de y 
del citado subconjunto lo hace independiente. Por eso B U (y) contiene tal ci- 
clo C* que yEC* <= (С, UCAN lx). 

Con el fin de demostrar la afirmación inversa, comprobemos el cumplimiento 
para У de los axiomas (11) — (13). Es evidente que Ø Є J. Si el conjunto A no 
contiene a título de subconjuntos los términos de ¢ y si B = А, entonces, ob- 
viamente, В tampoco contiene términos de @. Do este modo, (i1) y (12) se 
. Comprobemos (43). Sean A, В Є Y de tal índole que ЈА } = m, 

1. Demostremos que existe un subconjunto del conjunto A UB 
de potencia m + 1 que pertenece а la fami upongamos que B’ tiene, en- 
tre todos los conjuntos de este tipo, el valor mínimo | ANA” |. Queremos mos 
trar también que ANB” = Ø, es decir que A = В”. Supongamos lo contrario. 
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= (8' U 
onjunto del conjunto 
niente, en virtud de la 
mlo de subconjunto, Cy 
Є B'NA conduce a un mismo 


а е 
tintos, por ejemplo, Су, у Су. De este modo, Cy, Cyg E @..С 7% Cy, y z € 
€ Cy, П Cpg, Entonces, en virtud de (e2), se encontrará un C* EQ tal que 
C* = (Cy, Ù Cya) N (2) © В” € J. Hemos legado а una contradicción con la 
hipótesis. Por consiguiente, A Œ 2. Así pues, la validez de ((3) está estable- 
cida, 

Designomos temporalmente con @' la familia de todos los ciclos del matroi- 

de M = (5, J). Ahora, СЄ B” cuando, y sólo cuando, C € J y CN (х) € J 
para cada z €C, es decir, cuando y sólo cuando existe C’ С C tal que C’ € G Y 
todo z Є C no existe ningún Cy € 6 tal que С. © СУ {г}, es decir, cuando 
y sólo cuando C € $ (еп virtud de (cl). Por схо, @ = @ y la familia de ciclos 
del matroide Af = (S, J) os procisamonto la familia (6. 
8.26. Supongamos que el conjunto (А U (z))N (y) contiene, para cierto 
y EC, un ciclo С”. Está claro quo С == С”. Por cuanto А Є „У, entonces z € С”. 
De aquí, en virtud de (е2), existe un ciclo C* que satisface Та condición: C* С 
S (C UC) {т} SA, lo quo es imposiblo, puesto que A Є Y. Por consi- 
guiente, (A Ù (2) (y) no contiene ciclos, 'о bien, lo que os equivalente, 
(a U CEN ly) E J` para cualquier y Є С. En electo, hemos demostrado tam- 
bién que A U {т}, donde A € Y y z ES, contiene como máximo un ciclo del 
matroide AM. 

8.27. с) si Ci, С, son dos ciclos distintos en В U (y 
(ех te un ciclo que contiena (С, UCI (y) С 2. Е. 
posible, ' 

М) Si z€ С, entonces C Z {B Y WPN (=) у B у (и) tz) @ J. Vi- 
<oversa, зі (B U (yN (2) no es una base del matroido Af, entonces, en virtud 
de (e2), (В U (YPN (2) es un conjunto dependiente y contieno cierto ciclo, el 
cual es igual, en virtud de с), a C. Por consiguien Д 

(8 29- Cmpruébons> los axiomas (4) y (62) para la Tamili 
grato G. 

8.31. Si, pueden. Por ejemplo, los grafos С, y G, en las figs. 8.27 y 8.3' no 

son isomoríos, mientras que sus matroides cíclicos son isomorfos. 


ntonces, en virtud de 
obvio que esto no es 


а de ciclos del 


d в: 24 
G: Gz: ы = 


е e 
сз ез [ед 
o er 
“ 


а. 8.2'. Рїд. 8.3'. 


8.32. La citada propiedad no эз cumple, por ejemplo, para el matroido ho- 
mozéneo Ua, y. El matrvido de Fano (véase ol problema 8.20) sirve de ejemplo 
de un matroido пэ gráfico, para el cual se cumple la propiedad mencionada. 

8.34. Si z € B, N) Ba, podemos ologir у = =. Supongamos ahora que z € 
€ BIN B, y sea С el único ciclo en В, U (2). Para todo y € В, NB, existo un 
ciclo C, G В, U {у}. En virtud del problema 8.27 d), para tal y el conjunto 
«В, U (E) (и) es una base cuando y sólo cuando y € С, у (В, U IDN {т}, 
una base del matroido Af cuando y sólo cuando z € Су. Por eso, para finalizar la 
«demostración basta mostrar qua existe un y € СП (Жуу, By) tal que Є Cy. Еп 
efecto, зза C* un ciclo en B, U C tal que z € C* y supongamos que entre todos 
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los ciclos de este Про C* u 
encontratá el requerido y € 
ciclo С” que satisface la con 
suposición de que C* es mi 


ne valor mínimo | С» N (CN А). En tal caso so 
МАЛА. Por cuanto, si z @ Cy, la existencia del 
ón: z € C'S (С, UCUN (y) contradice la 


imo. 
8.36. Supongamos que z ~ A у 2 єз un subconjunto independiente máxi- 


mo del conjunto A. Entonces, o bien € A, o bien rẹ A y {z} UB Є 7 para 
cierto subconjunto independiente B del conjunto A. En el primer caso 1 ~ 9, 
En el segundo, B queda contenido en cierto subconjunto independiente máximo 
D’ del conjunto (=) ОА. Está claro que = € 9'. Por consiguiente, 2” es un 
subconjunto independiente máximo de A y | 2%] = | 2 |. Por cuanto todos los 
subconjuntos independientes máximos de (2) UA tienen potencia igual, de 
aquí se deduce que Y es también un subconjunto independiente máximo de 
{т} UA. Así pues, (1) UZ) J ух 2. 

8.37. La propiedad (41) proviene de la definición. Demostremos (42). Si 

уу, la demostración no Se necesita. Supongamos que z 4 yp т (Yi ++ 
Um) y z- {Yn «> -+ Um)» Entonces (2) UB E J para cierto conjunto 
independiente В с (01, - . + ут}, mas (х) U Сез independiente para todos los 
conjuntos independientes СС (y), ..., Ym). En particular, y, € B y B’ = 
= (2) U(BN (41) es independiente. Por consiguiente, (y, UB") 
UB) 4 J para cierto conjunto BS {; э Yml ON ~ E Yn 
To que se trataba de demostrar. Antes de pasar а la demostración de (43), 
de notar que si z ~ A у AG B, entonces, obviamente, х ~ B. Sea ahora z ~ 
llo -es Um) е yn ~ (i > -e 14) para cualquier k, k=4,.... т. 
Supongamos que Z es un чийди independionte máximo del conjunto 
(а, + 5 5, 2n). Entonces, en virtud del problema 8.36, уд ~ Z para k = 1,2... 
0 m, у, рот lo tanto, (w) UZ es un conjunto dependiente para ciorto w € 
Eip е. im а žn}NZ, ез decir, 2 es un subconjunto independiente 

áximo del eo эы 39). Ahora эе 


z 


rsa, hace falta comprobar el cum- 
plimiento de los axiomas (+1) - (13) para la familia J. Pero, esto ya está reali- 
zado en el problema 8.14, donde, basándonos en las propiedades (41) — (43) 

о el problema 8.13 а) — с) quedó establecida la validez de (11) — (13) 
para la familia J. 

8.38, Six A yxG 4, entonces (х) UB G Y para cierto sub 
independiente В & А. Por consiguiente, existe 
dentemente, ЄС {т} U B S (7) UA: 

Viceversa, la existencia de tal ciclo С conduce а que CN fr} Є J, СУ 
NG) SA y CEJ. Por eso, z~ A. 

\. Supongamos que У es una familia de conjuntos independientes del 
matroide Af. Entonces, si (037) no se cumple, existen unos subconjuntos 2, y Ba 
tales que | B, | > | B, | +1. En virtud de (i3) existe un conjunto B, U (y) 
tal que B, U (у) = Å, B, U (y) € J e y € BiNB,, lo que contradice el hecho 
do que el conjunto В es máximo. 

Viceversa, admitamos que J satisface (i1), (i2) y (13) y A U Y, don- 
de X, Y € J son tales que | Х`] = | Y | + 1, Entonces, por cuanto todos los 
subconjuntos independientes máximos del conjunto X U Y deben ser de igual 
potencia, existe un z € X U Y tal que | {z} U Y | = 1 X |, lo que se trataba 
de demostrar. кч 

8.40. En términos del problema 8.37, z € A cuando y sólo cuando z А. 
De aqui proviene directamente (d1) y (d2). Es evidente que si X es un subcon- 
junto independiente máxima del conjunto A <= S, entonces Х = Я. Además, 
para todo А = $ tenemos ғ (А) = r (А). En efecto, sea r (4) > r (4) + 1 y sea 
Y el subconjunto independiente máximo del conjunto A. Existe en este caso 
Z=ø, Z = ANA tal que Z U Y es un conjunto independiente. Sea х € Z. 
Entonces (+) U Y es un conjunto independiente tal que z @ F, lo que es impo- 
sible, puesto que Y = A. Demostremos la validez de (23). Sea А un subconjun- 


junto 
n ciclo Сес (2) UB y, evi- 
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no del conjunto X. En este caso, debido а la observación 


to independiente må 


Comprobemos la propiedad (d4). Sea y ¢ X, 
Uv), es decir, (44) no se cumple. Entonces 


пу (0) = (X) Al; rX U (e) о Y rN у {г} 


TAX U {y) U (z) TX UD r)a 


Por consiguiente r (X U (2)) = r (X) + 2, lo que es imposible. De este modo. 
la aplicación A ~ A satisface los axiomas (d1) — (d4). 

Viceversa, supongamos que A — A es la aplicación que satisface los axio- 
mas (dí) — (d4) y J, una familia de subconjuntos A del conjunto 5 tales que 
de lo quez €A proviene z @ AN [т]. Mostremos que J es la familia de con- 
Juntos independientes de cierto matroide. Con este fin comprobemos para J la va- 

idez de los axiomas (И), (12) y (13). Es evidente que Ø € J. Supongamos que 
ЛЕЯ, BSA, poro BJ. Existe entonces z € B tal que х € BN (2). De 
aquí, en virtud de (42), z € AX (=). Esto significa que z € J, lo que contra- 
dice Ја suposición, Por consiguiente, В € J. De este modo, los axiomas (11) y 
(12) quedan comprobados. Llamemos al “conjunto A < 5 independiente, si 
А € Y. Antes do establecer la validez para J del axioma (13), demostremos dos 
afirmaciones auxiliares: 

a) si A S S y В es wn subconjunto independiente máximo del conjunto A, 
entonces Й = 2 

b) si X ез un conjunto independiente е У & X, entonces Y c Х. 

a) Supongamos que А сс F. Entonces existe а Є ANF у afirmamos que 
В U {а} es un conjunto independiente. Es obvio que a € 2. Supongamos que 
existe т € B tal que 


zE (BUAN dr) = (ВУ) а). 


Debida а (d4) y a que z 4 UTE 
contradice la suposición. Por со 


del subconjunto B. De esto modo, A © F. Por cuanto, В S A, entonces, o 
virtud_ de (42), В © A. Por consiguiente, A SÈ SA, y, en virtud de (d2), 
ÁS В = Я, es decir, A = B (hemos aprovechado (d3). De aquí, A = F. 

b) Sea z Є ХУУ, z @ Хғ). En virtud de (42), Y = XX (2). Do 
modo, z EXNY, lo que se trataba de demostrar. 

Supongamos que (13') по se cumple. Entonces entre todos los subconjuntos 
independientes máximos X e Y del conjunto A tales que | X | < | Y | elijamos 
aquellos, dondo | X f Y | es máximo. Obviamente, X dz Y. Escojamos y € 


Є УХХ y pongamos 2 = ХУ. En virtud de las afirmaciones auxiliares a) 


y b), D © A. Vamosa añadir los elementos лү, ..., 2 de X al conjunto 
YN (у) hasta que so obtenga la igualdad: 
ONDU U- UE) =. 


Este proceso se interrumpe en el peor de los casos tras k == | X | pasos, por cuan- 


to, en virtud de a), Х = A. Examinemos ahora un conjunto Y’ = (YN (y) U 
U {гд} y mostremos que es independiente. De lo contrario tenemos о bien 


za € Y Ty), o bien, para cierto y; Є YN (y) = Z: y; Є N v;i) U (т). De- 
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bido al modo de elegir zy у а la condición YN {y} = Л. tenemos que a € 
4 Y Рог consiguiente, y; € (210015) U (=). Pero, en este сазо y 6 
& Elo); 1 yn vista de (80 х € EN (nD U ty) = Z = YO {у}, lo que 
оз imposible. Por consiguiente, Y? es un conjunto independiente y | Y° NX | > 
>| Y NX |, La última desigualdad contradice el modo de elegir de los con- 
juntos X е Y. De aquí, | X | = | Y |. De este modo, J es una familia de con- 
juntos independientes del matroide. Es fácil ver que el operador de clausura de 
este matroide coincide con la aplicación A —= A. 

8.41. Hágaso uso del problema 8.38. 

8.42. Aplicando (di) y (d2), tenemos 


XNYSXNYsXNÝ=XNY. 


Por consiguiente, X N Y = X NP, es decir, X NY es unu superficie del 
matroide Af 

8.45. No representa ninguna dificultad el comprobar que £ (G) es un reti- 
culo puntual completo. Demostremos que / (G) es un reticulo semimodular. 
omngamas que A, BEL (G), B= AU) y < @ А, Afirmamos que 
A—<bB. Efectivamente, siC EL (буу Ac С Й, existe un elemento y E 
ECNA e yECSB= Я 0 (х}. Por eso, de acuerdo con (di), тЄА U 
U (y) = С. Рог consiguionte, B = A U (=) S С. Resulta que B == C y do 
aquí A—<B. Sea ahora 9 € L (G). Entonces BVY=DUD=AUDU 
0) y Avg = UD. ре aquí, o bien € A UD у, por eso, A V3 = 
= BVI, o bien z € A UZ, y on еме caso AVI —< BVD 

8.46. Sea a € A. Para cada A & 5 so cumple а < sup A. Esto quiere decir 
que A = Л. Si A с Ñ para A, B y a ES, entonces a < sup B. De aqui, 
sup А < sup B y, por lo tanto, A = Й. De este modo, A -= Л es un operador de 
clausura, 

La definición do retículo geométrico asegura ol cumplimiento de la condi- 
ción del carácter cerrado de los subconjuntos de un solo elemento y del conjunto 
vacío, Comprobemos el cumplimiento de la propiedad (44). Sea z € AU (y) y 
Por cuanto y es un átomo, entonces, debido a la semimodularidad, 


AVy >— A, por lo cual de А c A U (2) = A U {у} se desprende 
able- 


que A U {z} = A U (y). Así pues, y € A U (2). De este modo queda сз 
cido quo (5, ~) es una geometría 

Demostremos el isomorfismo de los ге! 
ción A = sup A, donde A <= S, A € L (G). 
todo elemento del retículo £ ез 
equivalente a la desigualdad sup А < 5 
unívoca esobros y ambas aplicaciones p y 
Ф es un isomorlismo. 

8.60. a) => Б). Del carácter optimal del conjunto 2 en la familia J se 
deduce que B es un subconjunto máximo por inclusión en J y que Л es un'sub- 
conjunto de peso máximo en 7. 

b) => a). Sea B un máximo lexicográfico en 8. Supongamos que B no cs 
óptimo en 7, es decir, que existen Á € Y y KE (i, >... r (ЗУ) tales que 
ws (an) z> w Ta), donde los elementos de loz Sonjuntos D'y А están escritos en ol 
orden do decrecimiento de los pesos. Sea А” = (ja bas +04 Dra ау ау... 
}. Entonces г (А”) >k y, por tanto, existe ¡€ (1, . k} tal que 
= {н bm ес б, ap Єў (hemos aprovechado el axioma (13)). Más 
aún, existe una base 8’ € $ tal que A” с В’. Pero еп tal caso la baso B’ os 
loxicográficamente mayor que B, puesto que i (aj) > ш (ay) > ш (ba). Hemos 
llegado а una contradicción con el hecho de que Й cs el máximo lexicográfico 
en 8. Esto significa que B ез óptimo en J. 


ulos. Donotemos рог «p la aplici 
que aplica /, (б) en L. Por cuanto 
de átomos, la inclusión A E B sorá 
Por eso q es una aplicación bi- 
on monótonas, Por consiguiente, 
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la base de peso т 
imu en la familia ¿ 
r (89) tiene Jugar la desigualdad 
subconjuntos В y B esln escritos 


a implicación h) => и 
por consiguiente, рага todo ¿€ {1,. 
lo (by) > to (04), donde los elementos d 
en el orden de decrecimiento de los pesos. Por cuanto Л” es la base del peso má 
ximo, resulta que w (b;) = w (0) para todo i, donde i c- 1, ...., r ($). Por eso 
B’ es también máximo lexicográfico en 8. 

La condición d) se obtiene fácilmente de а) ө de b). 

d) => b). Sea В” una base de peso máximo у A, una base que satisface la 
condición d). Supongamos que existe k€ (1, ‚ r(S)) tal que w (bp) < 
< w (by), donde los elementos de las bases Y y B” están escritos en el orden 
de decrecimiento de los pesos. Entonces, el conjunto A = {b€ B | w (b) > 
> w (bp)) no es un subconjunto independiente máximo del conjunto С 
= (a €S |w (a) > w (bp) para A | Sky (0, bg, ---, 04) será un 
junto independiente del conjunto С que contiene k elementos. Do aq 
В no satisface la condición d), lo que contradico la suposición. Por consigui 
te, para todo i, donde ¿= 1, ,.., г (S), tenemos: w (0) > ш (bj), es decir, 
ш (bi) = ш (М), puesto que B’ es la base de peso máximo. De este modo, B 
én wna baso de peso máximo. 

Muéstreso que la aplicación del mo ávido a ? nos da la baso 
lexicográficamente máxima del matroide_A/ y hágase uso del problema 8.00. 

8.62. Comprobemos que la familia F satisface el axioma (43). Con esto 

bjela mostremos que si А = (øu, оо) E F y B = {bu ео Oo braa) € 
existo tal bi & A que A U (01) EF. Para esto definamos los pesos de 
los elementos a del conjunto 5 del modo siguiente: 


1, si agd; 
“ө-{ z, osi aç BNA; 
0, si ag SN(AUB), 


donde 0 < z < 1. En este caso el algoritmo 
‚ ap. Sino existo b; tal que (bp, ap, -. 
ementos restantes de SN(4 UD). Por eso, cuando el algoritmo da por 
terminado su trabajo, se obtendrá, como resultado, un conjunto cuyo peso será 
igual al del conjunto A. IB NAI £, entonces w (4) = k, y w (B) = t + 
(k + 1 — t)z. Es evidento que se puede elegir л, 0 < z < 1, tal que sea 
w (A) < w (В). Pero, en tal caso el trabajo del algoritmo ávido no nos propor- 
ciona un subconjunto de F que tenga peso máximo, lo que contradice la afirm: 
ción del problema 8.61. ii 
8.66. Para AS S arbitrario definamos una aplicación Я del modo si- 
guiente: 


vido elegirá primero los elementos 
an) € F, el algoritmo elegirá 


A, si |A| Sn—1; 
z 


B, si | A| >n y A está contenido en el conjunto BE F; 
5, en todos los demás casos. 


Está claro que para todos los A <= $ tenemos А & Л. Sea Я = B. Entonces, 
o bien Ё tiene menos de л elementos, o bien F EF. о bien, В = 5. En el pri- 
тег caso А tiene т < п elementos y es cerrado. En el segundo caso А está ce- 


rrado, о de su clausura sirve B. En cualquier caso А < B y, por tanto, A > A 
es el operador de clausura. Demostremos ahora el axioma de sustitución (44). 


Supongamos que a € A U (5), а @ A рага cierto А с S, y a, b € 5. Por cuanto 
A y AU {b} se diferencian sólo por un único elemento, se tienen tres posibili- 
dades para Ay A U (5): (1) A U 0) = Зул EF: (09270 0) 67 УЛ =A 
tiene л — 1 elementos; (3) А = A y А U {b} = Я U {b} tienen n elementos, 
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En el primer caso a E Å y, por ti 
U fa) tieno n elementos y с 
VHB) €F. En el tercer caso а = b. En cada caso A 0 la) = U (0) y òE 
€A U (а). De este modo, el retículo de superficies (conjuntos cerrados) cs 
geométrico con coátomos que coinciden exactamente соп los elementos de F. 

8.68. Muéstrose que el conjunto que figura en el segundo miembro de la 
igualdad es una superficie y que el conjunto А es una superficie cuando y sólo 
cuando (ар .. ., ap, 2, у} S A para todos los pares z, y Ẹ A. ч 

8.69. Bemostremos la validez del axioma de sustitución (44). De la defi- 
nición de geometría de Will de grado n se deduce que Lodos los subconjuntos 
А S'S tales que [A | < n son cerrados. Supongamos que 7, y ES A E S, 
6 A ухєА U (y). Si A contiene menos que n puntos, entonces A U (y) 
será un conjunto cerrado y, por tanto, z = y. Supongamos ahora que (ay 

an} SA y B= (а... an, у}. En virtud del problema 6.68, A U 
О) = 00 = U (а, -s an а, у), de donde se desprende que z € 
а 


segundo € 
onjumo Л 0 


5 


€ {a << an, а, y) para cierto a€ A. uanto y € {а ..., Any а, y 
entonces los puntos аз, n an, a, y del univocamente una superficie / 
tal quo z € F. Por otra parie, de la condición z 4 (а), .. +; an, а) se deduce 


que Ја superficio que pasa por los puntos nr, ...ı an, a > debo Coincidir con F. 
Esto nos da una relación y € (а... on, а, z) = A U (3). Por fin, sea A 
un subespacio do rango п. Enton lo demostrado más arriba, |A| = n, y, 
de este modo, cl intervalo [0, А] es l álgebra de Boole sobre n elementos: 
Para argumentar [а modularidad del intervalo (4, 1], basta mostrar que CA 
A ЇЇ > A para cualesquiera idos subespacios C, 17 € fA, 11 tales que r (C) = 
= r(A) +A 2 y que Л es un сойіото, Sea A—<B=<C y СЛИ = А. Entonces 
C BVH = S. Pongan {ar -as п} y elijamos cualquier punto 
yECNB. En virtud del problema 8.68, y € Taj, -.-, an, by) para ciertos 
dEB_y hé. Por cuanto у 6 (ар, ..., än, 6, 0]. de (dá) se deduce que 
RE (ay +. ал, 0, y). De aqui tenemos: A €C П = А = В. Por consi- 


guiente, q Є B. Pero, eso contradice la suposición de que q 6 В. 


2 


ву,5) AGS 
Fig. 8.4". 
8,77. Jlustremos el operador A — Я соп wn ejemplo concreto (vénse 
ш. 8.4”). Es evidente que es un operador de clausura, es decir, para él se cum- 
pien los axiomas (41) — (43). 
Hemos de notar que si a y b son A-conexos, existe una sucesión de aristas 
(хө, ту), ++ +» (Zn-1» Zn) con el número mínimo n, en la cual ninguna arista se 
encuentra dos veces. En efecto, supongamos que 0 <i<j < n— 1, y (г, 
ща) = Ey тузу). Entonces, si z; = лу y тр, = ху, al tachar las aristas 


leg om тү а}, + o» бту, Zy ax) en la sucesión, obtenemos una sucesión de conexión 
más сопа. Si a; = тул Y тр 


2), Pueden tacharse todas las aristas (rp, 


ну <> (Ep зра). 
Comprobemos ahora la validez del axioma (44). Sea + € YU Ty), pero 
z 6 Ñ, donde z = (а, b) e y = (с, d). Supongamos que ге, ..., enr EX U ly) 
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ез el camino más corto quo une a y b. Рог cuanto z € X, una de las aristas 
Lo. - + -s en~i dobe coincidir con y. Según la observación hecha, sólo una de las 
aristas 40,77... €n-1 digamos ep, es igual a la arista y. Pero, entonces, la suce- 
sión ерү, -sis елт, Zr Cos ++ + ерд unirá los vértices с y d. De aquí, 
yEX U(t} 

8.78. El conjunto A de aristas del bosque es independiente. En efecto, la 
eliminación de cualquier arista e € A divido el componente conexo que contiene 
< en dos componentes y, por lo tanto, e € Ae. Por otra parte, si С (V, А) 
contiene un polígono (eos ез, . . ., е}, entonces, por definición de operador, de 
EE leasa e) e deduco gua Я 5: dependiente. listos racanamiontos domos 
tran las afirmaciones a), b) y с). Además, de lo mismo so desprende que r (4) 
es igual al número de aristas en el bosque engendrador del subgralo О (V, A). 
So sabo que cada árbol tiene un número de aristas que es en una unidad menor 
que el múmero de vértices. Por consiguiente, si Уз, .  -, Vaca) es una famili 

е aristas de los componentes conexos del grafo G (Y, S), entonces r (4) 

= Y (1V1 0) = 11 04). La demostración de la afirmación d) зе 
a 

deduce directamente de esta fórmula. 

8.79. Es evidento que J satisface los axiomas (11) y (42). Para demostrar 
(13) veamos dos subconjuntos arbitrarios А y B de J que contienen k y k -b 1 
vértices, respectivamente. Sean X е Y unas combinaciones arbitrarias de pares 
ане saturan los vértices de los subconjuntos A у В, respectivamento, Son posi- 
bles dos casos: cierto elemento z € BNA so satura en X y ningún elemento 
х € В se satura en X. En el primer caso X satura A U {т} y el axioma (43) зе 
cumple, En el segundo caso examinemos un subgralo G° sobre el conjunto do 
aristas (XN Y) И (УХ). No es difícil mostrar que cada componente conexo 
del subrgafo б” es o bien un ciclo, cuyas aristas figuran por turno en X e Y, o 
bien un camino, cuyas aristas figuran por turno en X e Y, mientras que sus vér- 
tices terminales en una do las combinaciones de pares no están saturados, Por 
cuanto | BNA | > | AND |, еп el subgrafo С' existo un camino Р que lleva 
del vértice v Є BSA al vértice situado fuera de АУЛ. En este coso el subgrafo 
sobre el conjunto de aristas (XNP) U (PN X) será una combinación de pares 

ue sutura р y todos los elementos del subconjunto A. Do este modo, А U {v} 
igura оп ¿Y y se cumple el axioma (13). 

8.82. "El conjunto А S S puede ser representado como una unión de ciclos 
cuando y sólo cuando para todo a € А existo un ciclo С tal que a € Сс А, es 
decir, a € AN (а). Para cierto punto a € A, a 4 AX (а) cuando y sólo cuan- 
do existe un conjunto cerrado С tal que С = AN (а), pero С zp А. Observemos 
que en este caso | ANC | = 1, lo quo зе trataba de demostrar. 


$ 2. Construcciones y operaciones sobre 
los matroides 


8.83. Es evidente que 8* satisface el axioma (b1). Con el fin de demostrar 
(02), oxaminemos B? y B? arbitrarias de .8* tales que В? = SN B,, BF 
= SNB,, donde В, B, € B. Sea = Є BY “85. Епіопсоз z € BB. En vir- 
tud del problema 8.34 existe un y Є BB, tal que Ba = (BiN (у) (т) € B. 
Ahora y EBENB? y (BIN (y) U (2) SIB dy) U (21 = 5318 = B%. De 
este modo, el axioma (02) se cumple y, por consiguiente, ¿8* es el conjunto de 
bases del matroide M* sobre S. 

8.84. Resolvamos el problema usando dos procedimientos: 

Primer procedimiento. Comprobemos que r* satisface los axiomas (r1) — 
—(r3). Comencemos por comprobar (r1). Por ser monótona la función de rango r 
del matroido M, tenemos: r(SxA)<r(S). Por consiguiente, r* (A) < 
< | 4 1. Siendo semimodular la función de rango r, ќопетоз г (5) + r (Ø) < 
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< r(A) Е (5А), y por eso r (5) — r (5NA) < r(A) < 1 1. Do aqui 
se deduce directamente que r* (4) > 0. La comprobación de (r2) no tiene di- 
ficultades, 

Demostremos la validez de (r3). Para cualesquiera A, B < 5 tenemos 


r* (A UB) + те (А ПВ) = 1А UBI+1A NBI 

+r (SNIA UB) + т (SNA NB) — 27 (5) 

= А1814 r SNA) ASNB) + r (SNA) у (SB) — 

— 27 (S) SIA IHIB] r (53А) + r (SNB) — 2 (5) = 
= г* (А) + r* (B) 


(de acuerdo con la propiedad de semimodularidad para r). ы 

Segundo procedimiento. Examinemos А < $ y sea #* una baso del matroide 
м" tal que | B* ПА | es máximo. Entonces В es una baso del matroido Af tal 
que | B N (SNA) | es máximo, De la definición de función de rango tenemos 
que ге (4) = Ñ B* NAL ут (ХА) = | В П (SNA) 1. Además 


IBS ПАТ ТАВ пла ПУА) = 1В|— 
IB пле (518051 


De aquí se deduce la afirmación del 
8.88. Para demostrar h) y d), арі 
vamente, al matroido Ле, 
a) Existo una baso B del matrvide M Jal que A < А. Por oso, SNA con- 
tiene la cobase correspondiente 2' 
с) Sen C* un cociclo del matroide Af y supongamos quo existo on АГ una 
base В que posee Ја propiedad de que C* П B =Ø. Entonces C* está contenido 
Фп SNB y es, ог esto, un ciclo del matroide 1/7 contenido en la baso В» = 
= SB del matroide A" tradición demuestra el resultado requerido. 
e) Sea В una hase del matroide Af tal que A <= B, y C* es un cociclo fun- 
damental contenido en B* |) (=). Entonces 


па тел 
спа а ета, 


roblem: 
nense las afirmaciones а) y с), respecti- 


lo que se trataba de demostrar. 

8.89. El conjunto S3A* contiene, en virtud del problema 8.88 b), una 
baso B del matroido Af. Por cuanto А E SXA* es un conjunto independiente 
del matroide А/, existo una baso В del matroide Af tal que AS В ©: SNA”, 
у, por consiguiente, A* = Л“. 

8.90. Las afirmaciones b) y d) son duales con relación a a) y с}. 

Demostremos la afirmación a). La necesidad proviene del problema 8.88 
с) — e). Para demostrar la suficiencia pongamos que 8 es un subconjunto mi- 
nimo del matroide 5 que tiene una intersección no vacía con cada cociclo del 
matroide Af, Entonces SN B es un subconjunto máximo que no contiene coci- 
clos del matroide Af. Por eso SNB os, por definición, una cobaso del matroido 
М y, por lanto, В es la base del matroido М. 

La comprobación de la afirmación є) no ofrece dificultades algunas. 

£.91. En virtud del problema 8.90 d), el cociclo C* del matroide Af es 
subconjunto mínimo que tiene intersección no vacía con cada base del matroido 
Af. Por esa, SN.C* es un subconjunto máximo que no contiene las bases del ma- 
troide Af. De aquí se desprende directamente la afi ón del problema. 

8.92. a) Necesidad. Admitamos lo contrario. Entonces para cualquier suh- 
conjunto propio С' delj ciclo С existe un cociclo C* tal que | C* N С = 1 
(véase el problema 8.88 е).). 

Supongamos que | C П C* |== 1 para ciertos СЄ у С*Є C, y sea 
С (\С* = (=). Examinemos los subconjuntos $” = SS C* y C° = CN (2). Es 
evidente que C’ © 5". Entonces, en virtud del problema 8.91, el conjunto 
S' U {т} contiene la base del matroide Af. Sea В © S’ U {т} una base tal 
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"|р {z} está con- 


que €” © В. Observemos que > € B. Por eso, el cielo С = 
бп admitida. De 


tenido en B, lo que nos lleva a 1а contradicción con la supo: 
oste modo, | € П Се 1 у la necosidad está demostrada. 

Demostremos la suficiencia. Si т = Ses tal que | X ПС" | + 1 para todos 
los С? Є @*, entonces el subconjunto X ha de contener un ciclo, puesto que, si 
no fuera авї, X sería un conjunto independiente y, en virtud del problema 
8.88 e), so encontraría un cocielo C* que tuviese exactamento un elemento de X. 

Sea С un ciclo contenido en Х. De la condición necesaria demostrada del 
problema se ve con toda evidencia quo | С N C* | 4 1 para todo cociclo C* Є 
€ @*. Рог eso X = С, de lo contrario la condición de minímalidad para X 
conduciría a una contradicción. 

La afirmación b) es dual con relación a la afirmación demostrada a). 

8.96, Por cuanto los ciclos en M* (С) son cortes en С, debemos do compro- 
раг que C* ез ип ciclo en (Af (G))* cuando y sólo cuando С* оз un corto еп б. 
Supongamos al principio que С° ез un corte en ol grafo G. Si el conjunto С* 
es independiente en (Af (G))*, entonces puedo extenderse hasta quo se obtenga 
la hase В* еп (M (G))*. Por consiguiente, C* П (SNB*) =Ø, donde 5 os ol 
conjunto de aristas del grafo С. Pero esto по es posible, puesto quo 5-0" es 
un bosque de esqueleto del grafo G. De aquí C* es un conjunto dependiente en 
(M (G))*, y por eso contiene un ciclo de (Af (G))*. 

Por otra parto, si 2% es un ciclo en (Af (@))*, entonces Z* no se contiene 
en ninguna hase de (Af (G))*. Por consiguiente, 3* яс interseca con cada base 
de Af (G), ез decir, con cada bosque de esquolelo del grafo С. Por lo tanto Z* 
contiene un corte. Y esto os lo que se trataba de demostrar, 

8.97. Por cuanto el grafo С" es dual con relación al С, oxislo entre sus aris- 
las una correspondencia hiunívoca que posee la propiedad de quo los ciclos еп 
G corresponden a Jos de G*, y viceversa. De aquí proviene inmediatamente que 
los cielos en Af (G) corresponden а los cocielos en M (G*) y, por tanto, on virtud 
del problema 8.96, cl matroide M (С°) es isomorfo al matroido (ЛУ (G))*. 

8.99. Es obvio que € S F 14.10) y que de С с D se deduco Yta. n) (OS 
S Jap) (D) para cualesquiera €, D = B>A. Queda por demostrar (43 
лв) (©) = am (С) para todo © <= BNA. En efecto, 


дәл. т2л, m= 
солу Ву) NBI Л (1С 


ПСЧАЙ В) „Ау АП ВІ А = (САП DUAN BINA = 
AN(BUANO BNA). 


correlación CUAN(BU А) = (CIAL se deduce que САПА) = 
=CUA. De aquí, САПАН АУП Н = САТИ. Por consiguiente 


De 


ICU АЙ (BUANN DINA = (CUAN B) МА рл, n (С), 
es decir, se ha obtenido que Jta.n) Jta.ni (С) E Jia.my (C). Poro 


Jta. ві Jta.m) (С) > Jta.n (С). De aquí 
Hama m (©) = Jam (©). 

lo que se trataba de demostrar. 

8.100. Si еп el operador de clausura „үл. p){C) del problema 8.99 ponemos 
А =Ø, obtendremos Y (С) = (г. л] (С) = С ПВ. Esto quiero decir que 
EZ чача de лы La promiedad de Gusitución (4) 
también tiene lugar. Efectivamente, sea p € J (С U (a), p 2 (С). Enton- 
ces pE C U (INEA, poro p 4 С ПВ. Esto significa que p € С U (q), pero 
р 6 С. De aquí, según la propiedad de susti п рага la geometría С (5), 


tenemos q € С U {р}. Por consiguiente, q € С U {р} П B, puesto que p, q € B. 
8.101. Sien el operador de clausura JLa.m] (С) del problema 8.99 ponemos 
В = 5, obtendremos Y (С) = Jta.s) (С) = С UANA. Esto significa quo 
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€ + J (С) es una relación de clausura. Queda por comprobar la propiedad 
(dá): Рага cualesquiera р, q Є SNA y para todo С < SNA. sip € J (С U (ad), 
pé J_(C), entonces q € J (С U {р}).; En efecto, sea рє С (9) О АМА, 
р @ CUANA. Es evidente que p, 4 A. De aqui рес ОЯ UV (9), Pé 
4 CUA. En virtud de la propiedad do sustitución en la geometría G (5) Il 
gamos a que ЄС UA 0 (р). Pero 94 A. Por consiguiente, q € C UA U 
О {р А = J (C U (р). 

8.102, САИ que la familia J (А | В) satisface los axiomas 
(11) — (15). 

8.103. Soa A = B y Ху, Xa, los conjuntos máximos de A que constituyen 
elementos de la, familia J (M.B). Entonces existen tales Y,, Y, (ambos son 
subconjuntos independientes máximos de SNB) que X, U Y, y Xa U Уз son 
independientes ед M. Do este modo, si B, = (SNB) U A, entonces X, U Yi 
у Ху U Y: han do ser bases M | B,. Por consiguiente, | X, UY, | = Í Xa U 
U Ya | у por озо | У, | = | Ya | y Xi NY, 2 0Y, =Ø, | X l = | Ху. 
Así pues, la familia Y (M.B) satisface el axioma (13). La validez de los ахіо- 
mas (14) y (12) se comprueba con facilidad. Por consiguiente, M.B es un ma- 
troide sobre ol conjunto В. 

8.106. lágase uso do los resultados de los problemas 8.103 y 8.104. 

8.107. Para la demostración emplearemos los axiomas рага las funciones 
de rango y las relaciones de los problemas 8.104 @) y 8.105 d). Supongamos que 
М | A tiene una función de rango r4. Entonces la función de rango r% del ma- 
trojdo (7 1.4), dual con relación a face para todo B & А la igual- 

а 


т (ANB) = 1A |= r(A) 181—7 (B). 
En virtud del problema 8.105 d), la función de rango rgisya del matroido 
M*NSNA) se encuentra del modo siguiente: 
тувхл (МВ) = r* HANB) USNA) — r? SN AM = 
PAS) — r° (SNA) = | SNB | — т (5) + т SN) — 
= ISNA IE 08) — (МЕХА) SIAI IBA rB) — (4) = 
= UN. 


De сме modo queda demostrada la afirmación a). Para demostrar b), hagamos 
uso de la afirmación a). En efecto, 


(SNA) = MAP ISSN AD) + MIA. 


De aquí. (A/A)? = (М9 | (SNA)? = M* 1 (55A). 

8.108. Todo menor de un matroido es matroide, puesto que puedo ablenerse 
como un submatroide de contracción del matroido o, lo que es equivalente, co- 
то una contracción del submatroido del matroide. 

8.111. Comprobemos para una familia Y el cumplimiento de Jos axiomas 
(11) — (i3). Es evidente que Ø € У, puesto que Ø Є J y б) € Ja. Sea B EJ y 
AS В. Escribamos В = B, UB, y A = A, U dz: donde Ai. BEY у 
Az В. Є Ja. Por cuanto Л, NA2= Ø y В, NB ‚ entonces de que A © 
<= B se desprende A, © B; y А; = Б. De aquí, en virtud de la validez de (2) 
еп los matroides M, y Mz A1C Ji у 43€ y, por consecuencia, Ay U 
UA, = A € J. De este тойо, la validez de (ИЎ y (i2) queda establecida, 

Demostremos (i3). Sea A, BEJ y 1A1=1D 141 
B = Bı U Ba, dondo А, Bi € J; Y Ba, A26 Ja LA | 
1B | = | Bi | + | Ba | (puesto que А, NA: =Ø y B, NB, = 
o bien | A | > 1.811, о bien | Aa | > | Ba |, Ahora, de la validez de (i3) en 
cada uno de los matroides M, y 17: se deduce la validez de (13) también para la 
familia y lo que se trataba de demostrar. 
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8.113, Hágase uso del problema 8.112. 

8.119. Veamos una familia J = {А & S | f(A) <| A 1) y demostromos 
que sus elementos, mínimos por inclusión, son ciclos de cierto matroide, es de- 
satisfacen los axiomas (c1) y (c2). Es obvio que (с1) se cumple por construc- 


ап! С, 4 С, los conjuntos n 
En este caso | С, | > 2 y, por ta 

= / (Су) < 1 Ci |, es decir, / (Cy) 
< Cy. Análogamento obtenemos que 


y supongamos que a € С, 0 Cy. 
CN {a} | < / (CIN {a)) < 
ra todo В с 


{6> 1B] 
— 1 En pi 


(Ca) 


nemos 
FACI U CDN (а) <S / (С, UCD S / (C) + 
+ (С) —/(С, NSII CG 
=I C NCl SIC 0С,1—2 < (С, UCAN (a) 1. 
El conjunto (С, U Суу (а) pertenece а la familia 2 y, por lo tanto, contiene 
el conjunto mínimo de ésta. Él axioma (2) está comprobado. 


La familia Y defino de este modo el matroido А7. Resta domostrar que la 
función r (4) =" mín {/ (В) + | ANB |), definida para todos los A с: $, es 


DEA 
una función de rango del matroide Af. Con este fin basta comprobar, por cjem- 
plo, que r satisface los axiomas (r1) — (73). Directamente de la defi n do r 
se deduce que 0 < r (4) < |A | para сайа A © 5 y que r (4) < r (B) para 
A < B, es decir, los axiomas (r4) y (r2) están comprobados. Luego, para todos 
los subconjuntos A, S A y B, S В se verifica la igualdad 
IANA; У 1 BNB, I= (А U BNG, U B) I FI AN DNA п Жу). 
Por consiguiente, siendo semimodular la función /, tenemos 


WAY + ASA: 1) + U (Вә) + BNB, 0) > 
> f (Ai U B) ЪТ ОМА UBI) IAS (Ar ПВ) H 
HIA ADNA NABIL 


De este modo, r(A) +r(B)= min {f (Ay IANA! + 


с ліл: mEn 

+ IBA INBA) > _ mía и (Су + UA UIC I E (С E 
сиву в; SAND 

LIAN poc) =r(A UB) +r(A NB). De este modo queda estable- 

cida Ja validez del axioma (r3) y el problema está resuelto. 


8.120. Sea / (4) = У) r; (4) para todo А <= S. Entonces / es una función 


semimodular y monótona creciente de números enteros, dado quo precisamente 
tales son las funciones de rango гу de los matroides А. Par consiguiente, en vir- 
tud del problema 8.119, la familia J' = (AS S$ | YB & A: 1B | < f (B)) 
define el matroide A (S, r), donde 


(y= gin (В) 1 ANB 1) = pin {2 ALAN BI) 


Luego, supongamos que BEA, AEJ y B= Bi, donde Ву А: para 
a 


t=1,2, ..., п. Entonces 


IBI == l Ble У) rs Y (В), 
а е а a 


0 в, 
жы 
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uesto que В; Є Ji para todo i = 1, 2, .... n. Por consiguiente, A € Y” 
Es cierta también, evidentemente, la afirmación inversa de que si A Є Y” 
entonces A Є J. Quiere decir, J = J’ y el problema está resuelto, 

8.121. La implicación (c) > (b) es obvia. Para demostrar la implicación 
(b) = (а); hagamos uso del problema 8.119. Supongamos que В <А y 8 = 


= Вә, donde B; = Ay para todo i. Partiendo de que (b) es válida, tenemos: 
as 
IBI SPI 81=N п (В) < Y ri (В) lo que es, en vista del problema 
С 


2 
8.119, simplemente una defini 


del conjunto independiente del matroide 


К) Му. Resta mostrar que (а) => (b). Elijamos » conjuntos disjuntos dos а dos 
Б] 

$; que tengan la misma potencia que S у п aplicaciones biunivocas Фу: 5 — Sp. 
Suponiendo que q; (В) es un subconjunto independiente en 5; si y sólo si B ез 
un conjunto independiente del matroide АГ. obtenemos los matroides N; sobre 
los conjuntos S; que son isomoríos a los matroides M;, cualesquiera que scan t 
Designemos por r; la función de rango del matroide Л, es decir, г (q, (4) = 


= г (A) para cada А єє S, y соп", 1а función de rango del matroido @ Ni 
© 
Defínamos un grafo bipartido С sobre el conjunto de vértices SU (U 51) con el 
conjunto de aristas R = ((p, Q; (p)) I pE S. i= 1, 2, ..., n}, Supongamos 
que 7 es un matroide de las combinaciones de pares del grafo С sobre el conjunto 


$ (véase el problema 8.79). Está claro que el matroide 7 se induce por la fun- 
ción semimodular monótona / (4) (definida para todo A & S) tal que 


rayar (D 0 a rina )= X r. 


© 


De aquí so deduce que las funciones / у № r; som, en realidad, iguales о, 
a 


dicho de otro modo que U, АТ. Utilizando la descripción de los conjuntos 
1 
independientes en el matroide T, tenemos: el conjunto А es un conjunto inde- 


pendiente del matroide U, M, cuando y sólo cuando existe tal encaje q: A— 


n n 
— U, Si que (4) es un conjunto independiente del matroide @ Mi, si y 
єч 2 


sólo si existe un encaje p: A— ШЕ tal que т(А)= U, Pi (A), donde q, (4) 


son conjuntos independientes del matroide M; para cualquier i, cuando y sólo 


do dos en dos y A; 


cuando A= U A; es una unión de conjuntos disjunt 
i 


son conjuntos independientes del matri 
ción está concluida. 

8.122. Hágase uso de la solución del problema 6.111. | 

8.123. Supongamos que У, y Ja son familias de conjuntos independientes 
de los matroides M, у Ma, respectivamente. Un subconjunto А ез independiente 
en M, cuando y sólo cuando SSA contiene la base B del matroido M3. Es 
evidente que r3 (S) + máx (1 A Ñ. A € Jı 033) < máx (14 UB L 4E Jy 
B ¢J}} = | Ау U B, |, dondo podemos considerar que B, es la base del matroide 


е M; para cualquier i. La demostra- 
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M? y Ax N Ву =Ø. Por consiguiente, para A, € Ja N Ja se verifica, en vir- 
tnd del "problema 8.122, la siguiente ignaldad 9: nde 
máx (LA) rS) min (r (A)r 0041354 1) 
ЕРА ASS 


= mín (Ar (SNA 
ASS 


8.124. Supongamos, sin limitar la generalidad de los razonamientos, que 
5 = В, Y Ba. Pongamos г (5) = | B, | = 10.1 = п. Para la contracción 
M, = MIY, tenemos гу (X) = r (X UY) — | Y, |, cualquiera que sea Y © 
<S'SN Y, Existe un matroide Af, con Ја misma función de rango r, (X) definida 
para cualquier X © Ву. Análogamente, existe el matroide A, sobre В; con 
Fa (X) =r (X UX)—=1X, 1, Хе Ba. Para el matroido dual My = М] 
sobro Ba obtenemos ra (X) = | X| -+r (85%) U Xi) — n. Para X = Bo 
Y = B,N X tenemos, teniendo en cuenta la condición de semimodularidad de 
los funciones do rango: 


ту (X) E О т (Х Цуу 4 е0 ОХ УУ n> 
2 r(XUB)A (Ху ПУ ТУГ 1 m 
=рх+ ЫЕЕЕ 


Entonces, en virtud del problema 8.123, existe 
que r, (Ха) = ra (Ха) =} Xa l. Por consiguiente, 


r (Xa U Y) =r (Y; U Ху) = m, donde Ya = DNX: 


[Woodall D. R. — J. Comb. Theory, 1974, 16, p. 227—228), 

8.125. La demostración se realiza рас indu ‚ El caso de k = 2 pro- 
viene del problema 8.124. Supongamos que el resultado es válido para las parti- 
oiones que contienen menos de А bloques. Supongamos que $у = S y TiS T 
оп unos conjuntos, para Jos cuales (SN S,) U 7, y (TXT) U $) воп bases del 
matroide Af. Analicemos el matroido A7, = M/S, con función de rango r, (X) = 
m (XV 51) — гё). Observemos que гу ($50 тү (TS TÀ = т (АП, св 
decir, SN Sı y TN T, son las bases del matroide Af. Entonces, tenemos una 
partición SNS; = $ |). U Sp еп k — 1 bloques, Según la suposición 
por inducción, existe una partición correspondiente TN 7, = Ta U... U Th 
tal que (SNSNS:) U Ту es una base de Af, para (=2,..., k. Do aqui se 
deduce que (5%5) U Ti es la base del matroide A para i= 2, ..., К. 
Pero, por cuanto (SN S3) U 7, es también la base de А7, la afirmación queda 
demostrada. 

8.126, Sea G (S) una geometría sobre el conjunto 5, Construyamos su ex- 
tensión unipuntual С' (5 U (а), tomanda como relación de clausura A => 
— J (4), donde 


IXal= lX, tal 


Л, siaga y AS; 
IJA = Аал. si ag А y го (iNT <r (0—1, 
50а, si 2=5, о bien ag A y ro(ANa)=r1G)—1 

para cualesquiera A = S U {а}. Es obvio que esto es una relación de clausura. 

Comprobemos (d4): sea P € J (А U (9), p.q € J (4). Entonces puede 
haber dos casos. En primos lugar, p = a € J'A U g). Entonces a bien q = a, 
o bien r (A) = r (G) — 1. De aqui q€ J (A Ua) ó J (A Џа) = 5 UVA MH 
En segundo lugar, cuando р a, p € Ў (4 U (0)), tenemos 


a ¢ A= 0670400). 
ac A= pE J (AU{ = ANAT Ua = pE AN у 
070) = «є ANA Ut. 
La igualdad r (G') = г (G) se cumple por construcción. 
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8.127. Primero, sea Kun cielo tal que К с (А Ш Буза, КПА +D, 
УК ПВ + Ø. Tomemos z € К П В y pongamos С = (К BN. Es evidente 
qu CS В, zE (С RA) ПВ, puesto que KANZ = С UA. Esto quiere decir 
que CU (АП Л) С, puesto que A B =ø. Si z € C, entonces К П В con- 
tiene ciclo. Obtuvimos una contradicción con el hecho de que ningún ciclo 
contiene otro ciclo. De esto modo, {б U A) ПВ + C U (А ÑB) y el par (4, В) 
no es modular. 

Viceversa, supongamos que el par (А, В) по es modular. En este caso existe 
una suporficie C © B tal que CU AN B + CU (A П В) = C. Sea z€ CUAN 
NAB y : 4 С. Entonces existo un ciclo К tal que zEKSCUA Uz. 
Es evidente que en tal caso K = (A U BING у K N В эе. Айотаз, K f 
f A = Ø, puesto que еп el caso contrario z € Ж < C U z, de suerlo que z € С. 
La contradicción obtenida da por terminada la demostración. 

8.128. Supongamos que (А, В) es modular en G. Pongamos Ё = А ( В, 
y H = GIE, Entonces ANE y BNE son superficies en //. Sea C unn superficie 
arbitraria do Л que está contenida en BNE. Entonces € U (ASE) y (ВУ Е) 
= СОА NISNEUNE) = CUA MBE) = (CUA NDNA) = (C U AAB) N 

= (por hipótesis) = CUA AD) N (BN "ds obvio 
que la dewaldad se verifica, у el par (АУ, BN E) es modular en I. 

Viceversa, supongamos que el par (ANÈ. РУР) es modular en Л. Para 
mnstrar que (A, Й) es modular en G, basta probar que para cada superficie С 
de 0 tal que A NB с С © B tiene lugar CUA NB = C. Sea A П Весе В. 
Entonces. CN Æ es una superf H, y por cuanto (AN E. ВХ E) оз 
modular en JZ, llegamos a que (С E) U (A N E)! N (BNE) = CNE, ев decir, 
СОА N(BNE) = CNE, y, por consiguiente, CUA ПЛ = С. 

8.129, Es evidento que a% es un filtro. La co n de que A Є ofl os oqni- 
valente a Ja condición do quer (А U (л) = r (A). Por consiguiente, si A, Л € 
€ ott es un par modular en G (5), entonces 


rA NB) 0 {р})< (4 U {pH + riB U (0р – 
—r (4 UBU (p) == r (4) 4 r (B) — (4 UB) = г (А 08). 


do este modo A N B Є oM. 

8,130. Denotemos con A -> А y r el operador de clausura у la función de 
rango en G (5), respectivamente. Supongamos F: 5 U p — No. donde Noes un 
conjunto de números naturales con 0 tal que 

a) F(A) =r (A) para A © 5; 

b) F(A Ор) =r(A)+ 4 рага AS S, AA 

o) F(A U p) = (A) para ASS A Eel ы 

Comprobemos que г es una función de rango, ез decir, que para 7 se cumplen 
los axiomas (r4) — (r3). La comprobación de (ri) y (72) no ofrece ninguna difi- 
cultad. Para demostrar la validez de (73) схатіпето dos casos: 

4) los pares A Up, B son tales que 4, В S S; 

2) los pares A Up, B Up son tales que А, В & 5. 

Para cualesquiera A, В < 5 tenemos F(A UB ур) — r(A UB) < 
< r (A U p) — F (А). Observemos que el primer miembro de la desigualdad оз 
siempre <1, у es igual a 1 cuando A U В € „41; de este modo А € eff, puesto que 


en este caso el segundo miembro de la desigualdad es también igual a 1. De 
aquí se deduce: 


F(A UB Up — F(A Up) <F (A UB) – F(A) = r(A UB) — 
— r(A) <r (B) — r (A U B) =F (B) — F (A UB) 
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El caso 1 queda demostrado. En el caso 2) se debe mostrar que 


TA NB Up -HFA UB ур) (4 U р) Up 


Si AUB Geoff, entonces también Ñ, F, АП ef y de donde so dedico 
la desigualdad, Por otra parte, si AU Є 2/7, esto puede ser sólo cuando Я € 
E oft, B E afl y A, Bes un par modular en G ($). En tal caso A, вога también 
un par modular y A ND = А NB Є е. 

8.131. Indicación. Hágase uso de la solución del problema 8,130, 

8.137. No, no para todo matroide, Por ejemplo, el matroide de Fano F, 
no puedo ser incrementado, puesto que cada Subeonjunto que con 
elementos contiene obligatoriamente, por lo men 

8.138. Sí: por ejemplo, un matroido sobre $, d 


conjuntos de 5 que contienen cuatro elementos, a excrpción de los siguientes 
subconjuntos: 
(1, 2, 3,4). (1,2,3, 5), (1,2, 3, 6} y (1, 2, 3, 7), 
б, 7), 
5), 
7), 


(1, 2,4, 5), 4 2, 7, 6), (1, 

(2, 3, 4, 5) 06.7), (6 01. 2, 3, 4), (1,2, 

(1,2, 3, 6), (1, 2, 3, 7), € 5,0). (1,2,6, 
4,3, б, 7}, (2, 3, б, 7)). 


8.142. Старо П. И. «Anmal N.Y. Acad. Sc.», 1970, 175, 
8.145. El problema fue formulado por р vez pol en 1971, 
8.148. a) Se deduce de la definición de aplicación fuerte y de la propiedad 
sistente en que сайа elemento del retíenlo geométrico es una mnión de cierto 
úmero de átomos. 

b) Analícese la cadena má 
resultado а). 

8.149. Es ovidente que si о: Za — La es un isomorfismo, entonces o es la 
aplicación fuerte esobre» y r (Ly) = r (La). Соп el fin de demostrar la afirmació 
inversa, admitamos primeramente que о es una aplicación biunivoca, $ 
mna aplicación fuerte Biunívoca, ella conserva la relación de orden. En efecto, 
sen тй у, y alr) <o). Entonces y < хур, y а (у) = о (z) Y o (0) == 
= 9 (Гу), mas esto contradice la binnivocidad de la aplicación n. De esto 
modo, la relación de orden Se conserva y toda aplicación fuerte binnivoca es un 
isomorfismo. ; 

Supongamos que o: 7y == La es una aplicación fuerte «sobres y que r (La) = 
(La). Para finalizar Ja dem ¡ón mostremos que о es una aplicación 
hiunivoca. Por cuanto о es una superposición, entonces о (0) = 0 уо (1) = 1. 
Admitamos ahora que о (2) = о (v) рага т. y € La tales quo z æ y. Entonces 
о (Vy) = о (х)\/о (у) = о (2). Elijamos ima cadena máxima С de 0 a 1 en 
Ly que pase рог т y түу. La imagen de esta cadena о (С) es una cadena máxi- 
ma de фа еп da, puesto que las aplicaciones fuertes conservan la propiedad de 
recubrimiento. Pero r (Ly) = r (L), por lo cual о es biunívoca sobre С y, por 
consiguiente, z = =Vy, lo que contradice nuestra suposición. Por eso y es 
una aplicación fuerte biunívoca y el problema está resuelto. 
8.150. (а) => (Б). Sea X un conjunto cerrado en el matroide N (Т). Por 


cuanto о 97 (Х)} © 007 (X) = X = X, entonces 
STA soi] = о-1( Х). 


4,5), И. 


ima de 0 ax del retículo Z, y hágase uso del 


Por consiguiente, a (Ху = 07 (X) y o- (X) es un conjunto cerrado: 
(b) => (с). Establezcamos primero que g* conserva el orden, Si v y u son 
perficios_del retículo £ (Af), entonces de que и < v se deduce que V °= V, o 
о (Y), o bien quo o? (и) < а” (v). En particular, о* (+V 1) > 
(ур) > 0* (y), es decir, o* (гуу) > о* (х) V о* (y). Demos- 
(уо? (0). Por eso el conjunto Z 


я 


bien que 9 (0) 


> ouy 
{тетпов la desigualdad inversa. Sea z == 
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está cerrado en el matroido № (T) y, por tanto, g- (Z) también está cerrado en 
el matroide Af (5). Además, Z contiene los conjuntos X e Y. Por consiguiente, 
si и = zV y entonces U © Z. De esto modo, 


oW) so (2) = 22. 


Por consiguiente, a“ (zVy) < о* (2) Vo* (у). De aquí y de las desigual- 
dades obtenidas anteriormente tenemos о“ (2Vy) = о* (1V 0" (у). _ 

Supongamos ahora que existe un átomo р en 7, (41) tal que o* (p) tiene un 
rango estrictamente superior а 1. Sea q un átomo del retículo £ (№) у q* < 
< 0* (р). Entonces, Æ с a7*(0) < Р, donde todas las inclusiones son estrictas 
Do este modo, o”! (0) no puede ser cerrado y hemos llegado, pues, а una con- 
tradicción con la suposición. Por consiguiente, la aplicación о* aplica los áto- 
mos en los átomos o en los retículos nulos. 

(с) = (a). Supongamos que z€ L (MM) у Ñ = X. Sean p, q, 
átomos de А. Entonces 

а" (z) = o° (pVaV.--Vr) =_0* (р) V о* (MY... Vo* (7), 

o bien, lo que оз lo mismo, о (A) = о (A). 

8,154. La equivalencia de las afirmaciones (а), (b), (c) proviene de ln do- 
finición y del prohloma 8.150. Para demostrar la equivalencia entre (с) y (d), 
hagamos uso de que si A & 5, entonces 


r los 


Яе AU la | a @ SNAUT). 


donde Я es la clausura del conjunto А en el matroide А/*, y M M, 
8.160. Higgs D. A. е]. London Math. Soc.», 1966, 41, 012—618; Шида D. А. 

«3. Combin, Theory», 1966, 5, 185—191. 
8.161. Hágase uso del hecho de que о* c 

aplica los átomos en átomos o en un соп)! 
8.162. Tal es, por ejemplo, la aplicación 


туа el supremo reticular y 


bil de la geometría G: 


0——0——0 еп su pregoometría: s inducida рог la siguiente 
р ә т 


ca 


8.166. Si la función idéntica y sobre el conjunto 5 U O induce una aplica- 
ción débil del matroide Af (S) en el matroide № (S), donde r (М) = m, r (М) = 
= n у т > п, entonces, evidentemente, т induce 
Ja aplicación débil del n-truncamiento M, del 
matroide_M (5) on el matroide N (5). 

8.167. Muéstrese que т induce una aplicación 
débil conservadora de rango M en N cuando y 
sólo cuando cada base de № ез lambión base en 
М. Mágase uso del hecho de que la base del ma- 
troide M* es exactamente un complemento de la 
base del matroido M. 

8.172. Lucas D. «Trans. Amer. Math. Soc.». 
1975, 206, 247—279. 

8.173. Lucas D. «Trans. Amer. Math. Soc.», 
1975, 206, 247—279. 

8,174. El matroide dual con relación al matroide de Fano está representa- 
do on la fig. 8.5'. Todas las rectas del matroide Ф* contienen 2 puntos; Ф" tione 
7 planos de potencia 4, y 7 planos de potencia 3. 
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$ 3. Coordinatización y representabilidad 
de los matroides 


8.175, Sea Af un matroide con la función de rango r y una familia de con- 
juntos independientes J. Entonces, para cada aplicación q: $ > V y A & S 
arbitrario se cumplen' las siguientes relaciones: 

в) dim q (4) < | т (4) 1. con la particularidad do que dim y (4) = | p (4) 1 
cuando y sólo cuando p (4) es linealmente independiente en Y; 

b} r (А) < | A |, con la particularidad de que r (4) = | А | cuando y sólo 
cuando A Є ДЇ; 

с) |Ф (4)1<14 1, con la particularidad de que | p (4) | = 1А | cuando 
y sólo cuando q es una aplicación biunivoca. 

Por eso, si q: 5 — V conserva el rango, entonces А € У e 
cuando [А | = г (4) dim ф (А) S |p (A) <I A 1), сз deci 
sólo cuando } A | m p (4) = 19 (4) 1, o bien si y ж Pla cs 
y Ф (A), un conjunto linealmente independiente en V. 

Demostremos la afirmación inversa. Sea q: $-> V tal que A € J cuando y 
sólo cuando Ф |, es biunivoca y Ф (А), linealmente independienteen V. Tome- 
mos un subconjunto arbitrario X < 5. Sea Z una base del matroide AF} X y 
(В') un subconjunto máximo (por inclusión) de vectores linealmente inde- 
pendientes en P (X), donde B’ S Хур |p es hiunivoca. En esto caso tenemos 


ndo y sólo 
‚ cuando y 
univoca 


r (X) = | B | рф (2) | = dim q (B) < dim q (X) 


r (X) = r (B') = | B' | = | Фф (B°) | = dim q (X). 


Do este modo, 
r (X) = dim q (X) 
y q S — V ез la aplicación conservadora del rango, lo que se trataba de de- 


mostrar, 
8.176. Sea q: 5 ~ V una coordinatización del matroide Af sobre el campo 


F, Рага cada átomo р del retículo L (Af) (es decir, рага cada superficie P = P 
del matroide М) elijamos wn elemento determinado ap € їр (P), пр + 0, de V 


(esto es bien factible, puesto que F m 0 cuando y sólo cuando {р (P) = p (0) 
y definamos la aplicación ma: 5 — V, dande Se es un conjunto de átomos del 
relículo L (А), del modo siguiente: 

Фо (р) = ap. 


ción de la geometría G sobre el campo б. 


La aplicación фо es una coordini 
La afirmación inversa es evidente. 

8.177. Sea q: 5 — V una coordinatización del matroide de Fano Ф sobre 
cierto campo F. Sin limitar la generalidad de los razonamientos pongamos: 
Ф (а) = (1, 0, 0); Ф (b) = (0, 1, 0); p (e) = (0.0, 1) y p (d = (1, 1, 1). Por 
cuanto e depende de (a, Б) y (є, 4), ha de cumplirse la igualdad p (е) = А (1, 1, 
0), dondo A æ 0, y, análogamente, y (/) = p (1, 0, 1), 9 (8) = j (0,1, 1), donde 
№. / 96 0. Los vectores Ф (е), P (/). Ф (g) son lincalmento dependientes, por 10 
cual det (Ф (e); Ф dos р (в) = Ару (2) = 0, lo que es posible sólo рага ип 
campo de característica 2. 

8.178. Hágase uso de la solución del problema 8.177. 

8.170. Es suficiente convencerse de que para cada (k X p)-submatriz А, 
de la matriz А tiene lugar la relación г (А) = 7 (BA) y que con las operaciones 
citadas el rango de la matriz queda intacto. Aquí, mediante r se designa la fun- 
ción de rango de la matriz. 
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8.180. Sea q: 5 — У una coordinatización del matroide Af sobre el campo 
F. Entonces fep (e), -~ -y Ф (en)} es un conjunto linealmente independiente de 
vectores en V y para cada e € S tenemos 


А 
т(0= 7) мде) 
а 


para ciertos coeficientes univocamente definidos A; (е) del campo F. Fijemos 
una aplicación 0: 5 — FX, poniendo 
O (e) = 0, le), >=, An (0), donde e€ S. 
Entonces 
Ole) = O, s. 0, 1,0, 0) para todo i, donde 

ak. 

Mostremos que 0 es una aplicación que conserva el rango. En efecto, sea А 
un subconjunto arbitrario del conjunto 5. Entonces У) a0 (e) = 0, donde 

EA 


в, € F en aquel único caso cuando 


D e Ma (0), ..., 


& 
о Мер cuando у sólo cuando 


a (6) = 0, 


D ад (0... Y) адл) 0, 
E EN 


o Меп cuando y sólo cuando 


à 
5 д) = 
(мөт „)=о, 


o bien cuando y sólo cuando 


У аир(е)=0. 
Ea 


Por consiguiente, O (e) y Ф (e) satisfacen precisamente las mismas relacio- 
nes, lo que significa que 0 es una aplicación conservadora de rango de S en РА. 
Así pues, hemos establecido que 0 es la coordinatización del matroido Af sobre el 
campo È. 

182181, Hágase uso del problema 8.180 y fórmeso la matriz A con las co- 
lumnas 0 (ey), » - » O (ea), donde er, ..., су son clementos de la base 8 del 
matroide Af, la cual será precisamente la que 

8.182. Es fácil mostrar que el matroido U, 
= (a, b, e, d), no es representable sobre cl campo G 
esto по es así, Entonces, en 
matroide Usa e 


Ло sobro*el conjunto 
(2). Supongamos que 
del problema 5.181, para la base (0, b} del 
matriz de representación 


10pqg 
Oir a) 1 
donde p, q. r, s € GF (2) y ningún elemento de p, q, r, s es igual a сего. En efecto, 
si, por ejemplo, р = 0, entonces (b, с} no puede ser independiente. Por eso la 
matriz de representación U,,, sobre el campo GF (2) debe tener la forma 
G охи 
СТА 
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10 que no es posible, puesto que en tal caso el conjunto (е, d) será dependiente 
сп, Usa De esto modo, el matroido (7..4 no es representable sabre el campo 
GF (2). Al mismo tiempo el matroide U,,, es representablo sobre cualquier otro 
campo F, distinto de los campos de característica 2. Efectivamente, en el campo 
F se tiene por lo menos un elemento £, distinto de Ô y 1, у, por tanto, la matriz 


тїї) 


será la representación buscada de U,,, sobre el сатро F. 

8.185. Sea С un grafo arbitrario con el conjunto de vértices V, | V| = n, 
y el conjunto de aristas 5, y sea F un campo arbitrario. Enumeremos todos los 
vérlicos del gralo С de Га л y pon 


Ie) = = (0, 


Dedo de 0%, 
1 


para todo i, donde ¿=1, 2, n. Muéstreso que р: S — F^, definida para 
todo а = (vi, vy) € 5 del modo siguiente: р (a) = е; — ey, es la coordinatización 
del matroide Af (б) sobre el сатро F. Además si 2 = GF (2), entonces y (a) = 
== ej ер 
8.180: Son M un matroide de rango k sobre oì conjunto S = (e... en} 

sea A una (k X n)-matriz arbitraria con los coeficientes del campo ¿Lal quo 
Ía aplicación que pono en correspondencia al ciemonta гү € $ Та1-бата columna 


de la matriz A conserva el rango (la existencia de tal matriz fue establecida en 
el problema 8.181). Entonces un sistema de ecuaciones 


Ax=0, donde r€ к" 


tiene n — k soluciones linealmente independientes on А", Sea 2 una (n X 
X (n — k)-matriz, de cuyas columnas sirven las soluciones linoalmente inde- 
pendientes del sistema Ax = 0. Demostremos por turno dos afirmaciones res- 
pecto de la matriz B, do las cuales so deducirá la afirmación del problema, 

(1) Un conjunto de £ columnas de la matriz A es linealmente dependiente 
cuando y sólo cuando ol conjunto complementario de (n — №) columnas de la 
matriz BT es lincalmente dependiente. 

Por ser simétrica la relación entre las matrices A y 7 y debido a la posibi- 
lidad de enumerar las columnas de la matriz A, para demostrar la afirmación (1) 
basta mostrar que las primeras k columnas de la matriz A son linealmente de- 
pendientes cuando y sólo cuando las últimas (n — k) columnas do la matriz BT 
son linealmente dependientes. Dividamos las matrices A y B en submatrices 
del modo siguiente: A = (4, As) y B = (В. BT, donde А, es una (k X M- 
submatriz, A, os ((k X (n — k))-Submatriz de la matriz А, y By 6s (k X (n — Ю)- 
submatriz, B, es ((з — k) X (п — k))-submatriz do la matriz B. 

El conjunto de las primeras К columnas de la matriz A es linealmente do- 
pendiento cuando y sólo cuando A, ез una matriz degonerada, o bien cuando y 
sólo cuando existe tal y = (уу, Ya» - - -s Yn, O, <=» 0) € F”, y Æ 0, que Ay” = 
= 0, o bien si y sólo si oxisto tal z = (д, г, + nn) E FPA, z Ò que 
yT = Вг? (por cuanto las columnas de la matriz B engendran un espacio de so- 
luciones del sistema Az = 0), o bien cuando y sólo cuando B,z = 0 y 240, 
о bien cuando y sólo cuando By ез una matriz degenerada, o bien si y sólo si 
las últimas (n — К) columnas de la matriz B7 son linealmente dependientes. 

(2) La aplicación ф: 5 —> Fak que a todo elemento e, le pone en corres- 
pondencia la i:ésima columna de la matriz Я conserva ol rango del matroido 

ма] ле". 

Sea X е5 y r* (X) = т, donde r* es la función de rango del matroido 
Me. Se requiere demostrar que dim {p (a) | a € X) = т. Sin limitar la gone- 
тайдай de razonamientos podemos considerar que X = (ej, - ). Notemos 

че r° (X) = ге ((e1, .... е) = т, cuando y sólo cuando existo una base 
jel matroide Af que contiene (+ — т) elementos de X y ninguna otra baso de M 
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contiene un número mayor de elementos de X, o bien si, y sólo si, existe un 
conjunto linealmente independiente de k columnas de la matriz A gue contiene 
exactamente (s — т) columnas de las primeras s columnas y ningún otro con- 
junto linealmente independiente de k columnas contiene un número mayor de 
columnas entre las primeras s columnas, o bien cuando y sólo cuando existe un 
conjunto linealmente independiente de (n — k) columnas de la matriz ВТ que 
contiene exactamente m columnas de las primeras ғ y ningún otro conjunto de 
este género contiene un número mayor de columnas entre las primeras columnas 
de la matriz ВТ (hemos tomado los complementos y aprovechamos la afirmación 
demostrada (1)), o bien si y sólo si entre las primeras s columnas de Ја matriz 
ВТ, a saber, entre q (е), ...,‚ Ф (cs), hay no más de т linealmente indepen- 
dientes, es des 


dim (9 (er + 9 (6) = т. 


De este modo, q es una coordinatización del matroido А/* sobre el campo F. 

8.187. Hágase uso del problema 8.186 y muéstrese que las columnas de la 
matriz (AT, En-n) engendran un espacio de soluciones del sistema (Fh, A) X 
Xa 0. 

8.180. а) Es evidente que si y es una coordinatización del matroido ЛУ еп 
el conjunto $ sobro el campo F, entonces р |4, donde A & 5, es una coordina- 
tización del submatroide M | A 'sobre el campo F. En virtud del problema 8.186 
y de la igualdad (М/А)* = М | (SNA) del problema 8.107, como tam 
de Ја observación anterior, concluimos que cualquier contracción del matroido 
М es también representable sobre el campo, F. Por cuanto cualquier menor puedo 
ser representado mediante una sucesión de contracciones y exclusiones, la afir- 
mación a) del problema queda demostrada, 

b) Si A, y A, son matrices de representaciones de los matroides M, y Ma 
sobre el campo F, respectivamente, entonces la matriz 


д) 


es una matriz de representación del matroide АГ = Af, QM, sobre el campo Е. 
La afirmación inversa зе deduce de a). 

8.190. La suma directa del matroide de Fano Ф (problemas 8.20 y 8.177) 
y del matroide Ф, (problema 8.178) no es representable sobre ningún campo. Esto 
ве deduce de la afirmación b) del problema 8.189 

8.194. La coordinatización de los matroides de nuestro problema sobre el 
campo F es equivalente al encaje de las configuraciones en consideración en un 
plano proyectivo de dimensión 2 sobre el campo А, en el que se cumplen los teo- 
remas de Desorgue y de Pappo (véase el capitulo 5, $ 2 de |1)). Para nuestras 
configuraciones dichos teoremas no se cumplen, puesto que los puntos 7, 8, 9 
en el primer caso y los puntos 8, 9, 10 en el segundo caso, no son colincares. 
Por consiguiente, los matroides de eno Pappo» y eno desargucano» no pueden 
ser representados sobre ningún campo. 

8.195. Supongamos lo contrario. Admitamos que el matroide de Vamos АГ 
puede ser encajado en la geometría proyectiva de dimensión 3 sobre cierto 
campo F. Entonces la recta didy, que no es coplanar con Бузса, debe inter- 
secarse con el plano буБусусу en cierto punto e. Pero, por cuanto e € bibadida П 
N cycadyd,, entonces e debe yacer en la intersección de las rectas 0,0, y сүс. 
Andlógamente, la recta ауа, debe intersecarse con el plano бете, en el punto 
+, mas en tal caso ay, аз, di у da son coplanares y esto contradice el hecho de que 
(а, аз, di, de) es la base del matroide Af. 

8.196. Lazarson T. J. London Math. Soc. 

8.197. Hágase uso do que 229 — 1 1103-2089-233, 

8.201. Whitney H. Ann, J. Math., 1935, 57, 509—533; Кайо R. Proc. 
London Math. Soc., 1957, 7, 300—320; Minty G. J. 1. Math. Mech., 1966, 15, 
485—520; Bixby R. E. Discrete Math., 1974, 8, 139—145; Tutte W. Т. J. Res. 
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Nat. Bur. Staud., 1965, 69 B, (—47; Seymour Р. D. J, London Math. Soc., 
1976, 12, 356—360. 
8.202. Fourmer J.— С. J. Comb. Theory, 1974, 16 В, 181—190. 
8.203. Tutte W. T. J. Res. Nat. Bur. Stand., 1965, 69B, 1—47. 
8.204. Hágase uso de los problemas 8.173 y 8.203, 
8.205-8,210. Lucas D. Trans. Amer. Math. Soc., 1975, 206, 247—279. 
8.213. Seymour Р. D. J. Comb. Theory, 1979, 208, 159—173: Bixby А. E. 
2. Combin. Theory, 1979, 20B, 174—204. 
8,216, Necesidad. тр una cuordinatización dol matroido Af sobre el 
campo F. De las propiedades elementales de los determinantes so desprende in- 
mediatamente la validez de las relaciones (а) y (b) para los paréntesis de la coor- 
dinatización ф. Para demostrar (с), notemos que la ecuación es trivial, si algún 
sumando en (с) no es igual a cera y, por lo tanto, si los conjuntos {тү 23... 
эж} у (Y) Ys, > > => Un) son bases del imatroide Af, o bien si para cierto i 
los conjuntos Л Taro та} Y {у Yar оез Yao Zis Yten + + e Yn} SON 
también bases del matroide A7. En realidad podemos considerar que los prime- 


ros de ellos son bases. En efecto, Si {yg ta, + a Zal Y Wu Ya оса Ys Ты 
Ayo, « «5, Un) son bases del matroide A7, es fácil Comprobar, haciendo tudo de 
(b. que Jas sicigias del tipo (с) con el primer término [yi Zas - + «+ nl [yi 
Vs Vias Fi Vian + + ++ Уд] SOn equivalentes a las sicigias con el primer 


término Iry, сулу ти], -+ + Yah, Empleemos ahora la aplicación lineal re- 
т 7: V- V, que aplica q (гу) en el j-ésimo vector unitario еу del espacio 

Tineat V para cada). Sea 7 (Ф (99) = ту € у sea W una (n X n) matriz cuya 

jzésima columna es igual a wy, donde } = 4, 2, +. n. AL aplicar la бзана. 

mación 7 para multiplicar el determinante en (c) por una misma constanto, 

llegamos а que la relación (с) es equivalente а la siguiente: 

del Edel W= У) det (wi, ез, ~.. ел) det (юу, шз, ..., шр, C1, Wiers + +0 + Wn) 

ГЕП 


Sr (A) Дер 


donde 1; es un menor di 


la sub triz W, obtenido de W por exclu- 
sión de la primera fila y la í-ésima columna, Pero la ecuación (8.5) es simplo- 
mente un desarrollo de la matriz W ecto de la primera fi Por cuanto 7 сз 
una transformación invertible, las sicigias delinidas por los paréntesis de Ја 
coordinalización ф satisfacen la relación (с). 

Suficiencia. Supongamos que (21, т, 
Р. definido para todos los зу, ху, .. 3n € 
satisfacen las relaciones (a) — (c). Gonstruyam 
cuyos paréntesis se verificará la 


AN O (8.07) 


Sea Y == (уз, Vas . - + Vn) una base del matroide M sobro el conjunto $. 
Entonces [Y] 4 0 y podemos normalizar los valores de los paréntesis, al dividir 
cada uno de ellos por [Y]. Por cuanto las sicigias son homogéneas, las sicigias 
normalizadas satisfacen también las relaciones (a) — (с). Por eso podemos соп- 
siderar que [Y] = 1. Definamos la ¿-ósima coordenada фу (z) del modo si- 
guiente: 


‚ Zn) es un elemento del campo 
y de este modo las sicigias dadas 

з una coordinatización Ф, para 
guiente condición: 


Gi (2) = [NYa +++ й-б Ts Visas + + Ул] 


y demostremos que q: 5 —= F” es una coordinatización del matroide М. Si do- 
Inostramos que para Ja aplicación y definida de este modo ве verifica la relación 
(8-6). la deducción de que Ф ев una coordinatización del matroide M se deducirá 
de la correlación (а) para las sicigias. з 

Sea X = (т Za :--, Zn) una sucesión arbitraria tal que z; € S, dondo 
(= 1,2, -.., n. Puede considerarse que todos los elementos de la sucesión X 
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son diferentes, por cuanto de lo contrarie [zu ту... 
O Eda o Pal) Sea Х m їл. tn) y k = [ХУУ]. Demostremos por 
inducción respecto de k que la relación (8.0) se cumple. Si k = 0 ба 1, onton- 
сез (8.6) tiene lugar por construcción. Supongamos que (8.6') se enmple para 
todo т < k, donde k > 2. Entonces, sirviéndonos de la suposición de inducción, 
tenemos: 


y жа) = del (o (nh, 


Сут У) We te + Y dere (и), 


a 


Fpl {yns уз Vias Tao Viste + 


to, queda demostrada (8.6'). Ahora podemos invertir la normalización, mul- 
tiplicando la primera coordenada de cada vector q (2) por el valor inicial [Y]. 
De este modo, la demostración está concluida, 

8.217. Si р es un isomorfismo de los matroides, los menores correspondien- 
tes deben ser isomorfos. Por cuanto las columnas de la matriz cuadrada № 
son vectores coordinatizadores de cierta menor del matroida Af (7) (vónso el 
prablema 8.198), entonces han de ser dependientes cuando y sólo cuando lo 
mismo es válido también para А, o bien, lo que es equivalente, el determinante 
sobro el сатро F, de la matriz №, es igual a 0 cuando y sólo cuando el determi- 
nante sobre el campo F, de la matriz № es igual a cero 

Viceversa, demostromos que /7 es la base del matroide Af (R) cuando y sólo 
cuando las columnas correspondientes de la matriz Rẹ forman una base del 
matroide Af (#„). En otras palabras, mostremos que la (n х n)-submatriz P do 
la matriz R, es regular sobre el campo F, cuando y sólo cunado la submatriz 
correspondiente de A, es regular sobre el campo Fs. Para la subimatriz Ø d 
matriz A, esto se dedúce de la suposición del problema. Si И = B° U В", dondo 
B’ es una submatriz de la matriz En, y B~. una submatriz de la matriz Ay, 
entonces, al desarrollar el determinante de la matriz 2 respecto de las colum- 
паз de la submatriz В", obtenemos que detp,B = + dety,N. donde Nes una 
submatriz cuadrada de la matriz A}. De aquí se deduce directamen: 
ción que se trataba de demostrar. 

8.223. Las implicaciones (a) => (b) y (d) => (с) = (f) son evidentes, mien- 
tras que las (b) => (с) => (d) so desprenden del problema 8.216, donde los valo- 
ros de los paréntesis 0 б 4-1 del campo de números racionales so consideran como 
clementos del campo F. Por cuanto las relaciones para las sicigias son válidas 
sobre el campo de números racionales, scrán válidas también respecto del mó- 
dulo р, dondo р es la característica del campo Е. Para finalizar la demostración 
de la equivalencia de las afirmaciones del problema, mostremos que (f) => (a). 

Sea А == (Eg. 4) una matriz estándar de rej из del matroide MM 

el campo Z. cuya característica es distinta de 2. Hace falta mostrar que 
la matriz / puede transformarse en una matriz totalmente imimodular Z’, 
multiplicando las filas y columnas correspondientes por los elementas no nulos 
del campo F. De aquí, on virtud del problema 8.179, se deducirá la afirmación 
(9). Debido al problema 8.217, si R= (£,, А") ез nna matriz estándar de repre- 
sentación del matroido Af sobre el campo GF (2), entonces ay -£ 0 en la matriz 
R cuando y sólo cuando aj; 5 1 еп la matriz А”. En otras palabras, la apli 
ción q (aj) = обу es tal que 


la afirma- 


sob 


0, sia 
т=з-{{ ш а 0, 


transforma la matriz А еп matriz estándar de representación R’ del matroide 
M sobre el campo GF (2). De aquí, en vigor del problema 8.247), para todas las 
submatrices cuadradas С de la matriz R y para sus -in nes С” de la matriz 
R’, obtenemos detpC = 0 cuando y sólo cuando Фер ДС” = 0. En particular, 
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si B es una submatriz cuadrada de orden 2 de la matriz A, cuyos elementos son 
todos distintos de 0, entonces detp8 = 0, puesto que el determinante Sobre el 
1 

G {) es igual a 0. 

las de la matriz Л. Supongamos que los ele- 

з En ау son ашу = 1, arg, >> ++ оң, Dividamos cada elemento 

de la iy-ésima columna de la matriz R por ану, donde j = 2, ..., s. De esto 


modo, hagamos todos los elementos en el vector fila a, iguales a 0 ба 1. 
Supongamos ahora que se ha logrado hacer todos los elementos en los vec- 
tores filas a,, ..., акш iguales a Оба +1, multiplicando adecuadamente las 
filas y columnas, y que алд, - - -, ауу Son elementos no nulos del vector fila 
ау. Hagamos que Су, sea un subconjunto de Índices de las filas (1,2, ..., k— 1) 
para los cuales los elementos ajj, en la ja-ésima columna no son iguales a O 
es decir, i € Су, cuando y sólo cuando ауу, 52 0. Si 1 € Су, П Су, entonces en R 
Е 
Ah je аа) 
observación hecha más arriba, su determinante es igual a 0, о bien ау, = оку. 
Por consiguiente, si multiplicamos las columnas je por añj, (elemento inverso de 
аһу. del campo F), entonces el vector fila ay contendrá sólo ceros y unidades, 
mientras quo los vectores filas aj, рага i = 1, ..., k — 1, contienen 0, 2-1 
y :Е/ = 0 en las columnas je, para las cuales í Є Су,. Multipliquemos ahora ca- 
da vector fila аг, i = 1, . . ., k — 1, que contiene al menos un /; (es decir, las 


campo GF (2) de la submatriz В” 
э ap vectores 


existe una submatriz de la forma ( ). De donde, en virtud de la 


filas que tienen ceros по en todas las columnas de números ji, + . «, ji), рог 
fī. La nueva matriz obtenida tendrá la forma: 
т +1 oeei Ж» 


ИШЕ. sy B 
Las columnas jy, ... ., jy ве hicieron tales como se requería. Esto significa que 
nuestro último paso consiste en multiplicar cada vector columna соп Índico 
$6 {/,..., Л) por ciertos fm. En este caso debemos estar seguros de que si 
Ami y fi! pertenecen al vector columna s, entonces fm = ЗЕЙ. 
Si m, ¿E Сд para cierto l, entonces tenemos una submatriz 


т, tla 
Nat + 
hos 


De donde, en virtud de que el determinante de esta submatriz es igual a cero, 
tenemos fm = +/;. De lo contrario, si tal 1 no existo, se encontrará una sub- 


matriz 
тү O жм 

:( 0 +1 7). 
клат o 
s 


101 
que será degenerada, puesto que el determinante de Ja matriz ( 1 ) 
110 
sobre el campo GF (2) es igual а 0. Del hecho de que la penúltima matriz es 
пша se deduce que fm = +f; 
Pero Ја columna т puedo contener, además, los elementos +1 de la fila, 
digamos, ау, la cual tiene sólo ceros on las columnas jy, . . ., ji- En este caso 
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multipliguemos primero ау por fmt, si +/5f se encuentra en la intersección de 
la ¡-ésima fila y s-ósima columna. Por consiguiente, resta por demostrar quo si 
ву tiene +1 en las columnas s, s € {jy „ 16), entonces fm = +f} donde 
154% es un elemento en la s-ésima columna distinto de 0 y +1, y /7 es un elemento 
en la s'-ésima columna. Esto es factible sólo cuando /5 y /7' están situados am- 
bos o en la columna s, о bien en la columna s’. En efecto, supongamos que esto 
по es así. Entonces, si т, i € Су, tenemos una submatriz 


mfaát fa 
Е 0 
IN ож! 


поз 


> 


110 
que es degenerada, puesto que el determinante de la matriz ( ') зоһге 
011 


el campo GF (2) ез igual а 0 y, рог lo tanto, [m= fi- 
Si m, 14 Су, entonces la submatriz 


mfato Osi 0 
М 041 0 af 
A о ож +1 
ыг 4 0 


es también degenerada, por cuanto el determinante de la matriz 


- 2-2 


1 
o 
1 
0° 


Los 
aro 


sobre ol campo GF (2) es igual а 0, y, por lo tanto, /m= + Ji. 

Demostremos por fin que R’ = (En, A”), considerada como matriz con 
coeficientes enteros, es totalmente unimodular. Como ya se ha observado más 
arriba, la matriz А? no puedo contener submatrices cuadradas do segundo orden, 
cuyos coeficientes son distintos de 0. Do aquí, en particular, tenemos que А 
no сопцепо submatrices cuadradas de segundo orden, cuyos coeficientes son 
distintos de O, y entro ellos hay exactamente uno que es igual a 1 ба — 1. 
Designemos este hecho por (*). Sea Af = (ту) una (k X k)-submatriz arbitra- 
ría de la matriz R’ tal que su determinante sobre el campo de números 
racionales no sea igual а 0 ymn 0. Entonces, realizando las trans- 
formaciones elementales, reduci matriz M А la АГ de la forma 
siguiente (99 Es ) . Notemos que del А, =+ det М. En virtud de (*) todos 
las elementos en M, son iguales a 0 ó a4 t, de lo contrario la matriz Af 


tendría una submatriz ( тц del ти Sy lo que es imposible. 
ma Ab 1 


Para la matriz Af, la condición (*) es también válida. En efecto, si В, 


= к; с es una submatriz de la matriz АГ, para la cual по se cumple 


mj mn 
ma mj 
la condición (*), entonces рага la submatriz B= (0 ту min] de la 
a my mr 


matriz M tendremos det B = my-det B = +2, es decir, el determinante de la 
matriz B sobre el campo F no es igual а 0, y sobre el campo GF (2), sí lo es. Mas 
esto contradice el problema 8.217. Por consiguiente, Af; también satisface la 
condición (*). 

Elijamos ahora un elemento no nulo en la primera columna de la matriz 
Му, y hagamos iguales a 0 los demás elementos de la citada columna con ayuda 
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de las transformaciones elementales. La obtenida matriz nueva Af, tiono tam- 
bién por elementos suyos О y 1, omo satisface Ja condición (*). Realiza- 
dos k pasos, llegaremos a que el determinante de la matriz Af sobre el campo do 
números racionales es igual a + 1. De este modo, Lodos los menores distintos 
de cero de la matriz R’ son iguales а 1, y la matriz, R” са totalmente unimodo- 
lar. 


8.224. De acuerdo con la fórmula de Binet-Cauchy para los determinantes, 
tenemos 


det 4:47 У (det By, 


donde la suma хе Loma respecto de todas las (n X n)-submatrices В de la matriz 
A. Por hipótesis del problema, (det B)? es igual a 0 д a 1, con la particularidad 
de que (det 2)? = 1 cuando y sólo cuando las columnas йе la matriz B corres- 
ponden a la base del matroide Af. Es fácil ver que la matriz de representaci 
del matroide en la fig. 8.10 tiene la forma 


eket A Ёш 
1000-11 0 
д= {олоо о о 
0010 0-1 1 
ооох о о 
y es localmente mimodular. De que 
заа 
120 0 
07-а oa я 
ооз 2 


so deduce que el número de bases en el matroide Af es igual a dot А-АТ 
Este admirable resultado fue obtenido por Tutte (véase Tutte W 
Trans, Amer, Math, Soc., 1958, 88, 144—174; Seymour Р. р. J. Comb. Theory, 
79. 26 В, 159—173). 
8.230, Brylawski T. Trans. Amer. Math. Soc., 1975, 203, 1—44. 
8.231. Esta caracterización constructiva de los matroides unimodulares 
һа sido empleada para desarrollar algoritmos polinomiales que ayudan a deter- 
minar si una matriz es totalmente unimodular, lo que es de gran importancia 
para los problemas de ор ción de números enteros. Seymour Р. D. 1. 
Comb. Theory, 4980, 28 B, 305—360. 
8.232. Tulte W. Т. Trans. Amer. Math. Soc., 1959, 90, 527—552. 
8.234. El diagrama refleja correctamente las relaciones entre las clases de 
matroides. Al punto т se le puede poner en correspondencia, por ejemplo, el 
matroide Луо; al punto y, el matroide de Fano Ф; а z, el matroide homogéneo 
Us; ди, un matroide ekelico del grafo Ks © А, з;а v, un matroide de cortes del 
grafo completo Xy о Kasi а w, el matroide de Vamos, el «по de Pappo» o el 
«no desarguesana». 
8.239. Brualdi R. A., Dinolt б. W. J. Comb. Theory, 1972, 12, 208—280. 
8.241. Brualdi К. A., Dinolt С. W. J. Gomb. Theory, 1972, 12, 268—286. 
8.243. Perfect H. J. Math. Analysis Appl., 1908, 96-111; Ingleton A. W., 
тїшї М. J. 1. Comb. Theory, 1973, 15, 51—68. 
8.245. La afirmación inversa no es cierta, puesto que el matroide cíclico 
del grafo еп la fig. 8.2 está ordenado por la base, pero no transversal. 


$ 4. Problemas mixtos en los matroides 


8.251—8.254. Hausmann D., Korte B.— in “Spo. Top. Appl. Math. Funct. 
Anal. Numer Anal. and Optimiz. Proc. Semin., Bonn, 1979”. Amsterdam e, a. 
1980, 196—211. 

8.256—8.259. Minty G. J. J. Math. and Mech., 1966, 15, 485—520. 
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8.260. Represéntese Р (Af; A) en forma de la suma 


O 
ASSN «лез 


¡se uso de las correlaciones para las funciones de rango. 
.261, La hipótesis del problema es equivalente al hecho de que no зе 
pueden colorar de forma regular los vértices de un grafo que contenga por lo 
menos un bucle, 

8.263. а) РФ; 2) = (А — 1) 0—2) (%—4); 


b) РОМ; Y= || ат): 
с) Р(М; А) = (A — 1) A — 2)... (п 0); 
d) P (Una; А) = A — m4 (п — 1), ">2. 
8.264 El ) = 5. 
. Las relaciones a) — e) se obtienen por cálculo directo. Hágase uso 
dol resultado del problema 8.272 para demostrar la relación Г). 
8.275. Este notable hecho fue demostrado por primera vez por Т. Brylawski 
|Brylawski Т. — Trans. Amer. Math. Soc., 1972, No 171, р, 245—282 
8.281. El método de demos! т que cualqu 
fo С sin puentes puede representarse como una unión de tres grafos culerianos 


б\, ба, бу y esto es equivalente, como es fácil de ver, a que G tiene el (Z; X 
Х'л, Ў.) — flujo [Jaeger F.— Fifth British Comb, Conf., 1976, y 70), 
3.282. Se puede mostrar que P (M* (Pro); 1) 0А 2) х 


Х (А — 3) (А — 4) (A? — 5). 4- 10). De aquí, en virtud del problema 8.280, 
Р, no tiene el 4-flujo. 

8.283. Es una hipótesis abierta de Tutte. Si se demuestra, el grafo de Pe- 
torson se hace, en virtud del problema 8.282, grafo mínimo, рага el cual no ехіз- 
ten los n-flujos cuando n < 5. 

284. Es una hipótesis abierta de Tutte conocida en la literatura como 
in fuerte de la tesis de Tutte sobre el 4-Пијо (Tutte W.T.— In: Com- 
binatorial Math. an: 's applications. Univ. of North Carolina, 1969, р, 553— 
500). 
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